3. Zakladni pojmy matematické statistiky.
Diagnostické grafy.

3.1. Motivace: Matematicka statistika je véda, kterd analyzuje a interpretuje data
predevsim za Gcelem ziskani pfedpovédi a zlepSeni rozhodovani v riznych obo-
rech lidské ¢innosti. Pfitom se fidi principem statistické indukce, tj. na zaklad¢
znalosti 0 ndhodném vybéru z urcité¢ho rozlozeni pravdépodobnosti se snazi uci-
nit zavery o vlastnostech tohoto rozlozeni.

Ustiednim pojmem matematické statistiky je tedy pojem nahodného vybéru.

3.2. Definice:

Definice nahodného vybéru:

a) Necht’ Xi, ..., X, jsou stochasticky nezavislé¢ ndhodné veli¢iny, které maji
viechny stejné rozlozeni L(9). Rekneme, ze X4, ..., X, je ndhodny viybér
rozsahu n z rozlozeni L(9). (Ciselné realizace xi, ..., X, ndhodného vybéru
X, ..., X, usporadané do sloupcového vektoru odpovidaji datovému souboru
zavedenému v popisné statistice.)

b) Necht (X,Y)), ..., (X4, Y,) jsou stochasticky nezavislé dvourozmérné nahod-
né vektory, které maji viechny stejné dvourozmérmé rozlozeni Ly(9 ). Rek-
neme, ze (X1,Y1), ..., (Xu, Yy) je dvourozmérny nahodny vybér rozsahu n
7 dvourozmérmého rozlozeni L,(9). (Ciselné realizace (x1,y1), ..., (Xn,Yn) N4-
hodného vybéru (Xi,Y)), ..., (X,,Y,) uspotfadané do matice typu n x 2 odpo-
vidaji dvourozmérnému datovému souboru zavedenému v popisné statistice.)

¢) Analogicky lze definovat p-rozmérny nahodny vybér rozsahu n z p-
rozmérného rozlozeni L(9).

Definice statistiky:

Libovolna funkce T = T(X|, ..., X,,) nahodného vybéru X, ..., X, (resp. T =
T(X,Yy, ..., X, Y,) ndhodného vybéru (X,,Y)), ..., (X, Y,)) se nazyva (vybeéro-
va) statistika.

3.3. Dusledek:
Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni s distribu¢ni funkci ®(x). Pak si-
multanni distribu¢ni funkce ndhodného vektoru (X4, ..., X,) je ®(xy) ... D(xy).

3.4. Definice:
Definice dilezitych statistik:
a) Necht’ X, ..., X,, je ndhodny vybér, n > 2.

M = lZXi ... vybérovy primér,

n g

S = % (X, -M)* ... vybérovy rozptyl,
n-—14



S=4s ... vybérova smérodatna odchylka

Pro libovolné, ale pevné dané realné Cislo x je statistikou téz hodnota vybérove
1 .

distribu¢ni funkce F,(X) = Ecard{l;Xi < X}

b) Necht je dano r > 2 stochasticky nezavislych ndhodnych vybéra o rozsazich

T
n;>2,...,n.>2. Celkovy rozsah je 1 = 2 1  Ozna¢me M, ..., M, vybérové
J 9 ’
i1

priméry a Si°, ..., S, vybérové rozptyly jednotlivych vybéra. Necht ¢, ..., ¢,
jsou redlné konstanty, aspoil jedna nenulova.

T
ZCij ... linedrni kombinace vyberovych primeéra,
=l

JZ;](HJ- _1)st

2 — r oW /4 ] W /4 W I4 o
S.” = ... vazeny prumer vybérovych rozptyli.
n-—r

¢) Necht’ (X,Y)), ..., (X, Y,) je ndhodny vybér z dvourozmérného rozlozeni .

Ozna¢me M, = %Zn:Xi , M, = %iYi vybérové primeéry,
i=1 i=1
S, :ﬁi(xi -M,), S’ =ﬁi(Yi - M, )’ vybérové rozptyly.
i=1 i=1

Sip= %Zn:(xi -M, )Y, -M,)... vybérova kovariance,
-

i=1

LX. —-M, Y.—-M S
1 Z ‘ L 2 = ‘Szproslsz;to

Rp=n-1% S, S, 152 ... vybérovy koeficient
0 jinak
korelace.

Pro libovolnou, ale pevné zvolenou dvojici realnych ¢isel x,y je statistikou téz
hodnota vybéroveé simultdnni distribu¢ni funkce

F (x,y) = lcard{i;Xi <xUY, < y},
n

Upozornéni: Ciselné realizace statistik M, S 'S, S12, Rj» odpovidaji ¢iselnym

charakteristikam m, %S, 12, I zavedenym v popisné statistice, ale u rozptylu,

smérodatné odchylky, kovariance a koeficientu korelace je multiplikativni kon-

stanta %, nikoliv l, jak tomu bylo v popisné statistice. Jak uvidime pozdéji,
n- n

uvedené¢ ¢iselné realizace mohou byt povazovany za odhady ¢iselnych realizaci

nahodnych veli¢in zavedenych v poctu pravdépodobnosti.



Charakteristika | Pocet Matematicka | Popisna
vlastnosti pravdépodobnosti | statistika statistika
poloha E(X)=p M m
variabilita D(X) =0’ S* n-1,
n
variabilita JDX)=0 S n-1
TS
spoleéné C(Xl, Xz) =012 Slz n__ls
variabilita n
tésnost vztahu | R(X;, X5) =p Ry, I
rozloZeni D(x) Fu(x) F(x)

3.5. Priklad:
(Vypocet realizaci vybérového priméru, vybeérového rozptylu a hodnot vybéro-
v¢é distribucni funkce):
Desetkrat nezavisle na sobé byla zmétena jista konstanta p. Vysledky méfeni
byly:2 1,8 2,1 2,4 1,9 2,1 2 1,8 2,3 2,2. Tyto vysledky povazujeme za Ci-
selné realizace nahodného vybéru X, ..., X;o. Vypoctéte realizaci m vybérového
priméru M, realizaci s* vybdrového rozptylu S?, realizaci s vybérové smérodat-
né odchylky S a hodnoty vybérové distribucni funkce F;(x).
Reseni:

I < 1
m=—>x, = E(2 +1,8+...+2,2)=2,06

n

=L (x, —m)’ :L( X, —nmzj =

n—-13 n-—1
:é(z2 F1,87 +..+2,2° ~10[2,06) = 0,0404

s =+/s? =.0,0404 =0,2011

Pro usnadnéni vypoctu hodnot vybérové distribu¢ni funkce Fio(x) uspotfaddme
méieni podle velikosti: 1,8 1,8 1,9 2 2 2,1 2,1 2,2 2,3 2.4.



x<L8:F,(x)=0 1.2

2 1,0
1,8<x<1,9:F, (x)=—=0,2
10 08

3

1,9SX<22F10(X):—:O,3 06
10
5 n04
25X<2’1:E0(X):E:0’5 3?0’2 T
7 0,0

21X <22:Fy(x) =1 =07

2,2SX<2,3:F10(X):%:0,8 o

23<x<24:F,(x) :%:0,9

x22,4:F,(x)=1

3.6. Priklad:

(Vypocet realizace vybéroveho koeficientu korelace):

U 11 ndhodné¢ vybranych aut jisté znacky bylo zjiStovano jejich staii (ndhodna
veli¢ina X — v letech) a cena (ndhodné veli¢ina Y — v tisicich K¢&). Vysledky:
(5, 85), (4, 103), (6, 70), (5, 82), (5, 89), (5, 98), (6, 66), (6, 95), (2, 169),

(7, 70), (7, 48). Vypoctéte a interpretujte ¢iselnou realizaci ry, vybérového koe-
ficientu korelace R 5.

Reseni:

m, :ini :%(5 +4+..+7)=528

i=1

1 1
m, :HZyi :ﬁ(85+103+...+48):88,63
i=1
2 _ 1 o2 2] _ 1 ( 2, 42 2 _ 2\ =
s, =——| D.x;  —nm,” |=—(5? +4 + .. +7% -11(3,28° | = 2,02
n-1\45 10
2 1 (.2 2 | 2 2 2
5,0 =——| Yy —nm,? | =— (85> +1032 +...+48” ~ 118,63’ ) = 970,85
1’1—1 i=1 10
1 (Q 1
Sy T > x,y, —nm;m, 25(5[85+4EI103+...+7B18—11E‘B,28[88,63):—40,89
n =1\ iz
s, _  —4082  _

r.. = = =
12
s; 3, /2,02 G/970,85
Mezi ndhodnymi veli¢inami X a Y existuje silnd nepfima linearni zavislost. Cim
starSi auto, tim niZ$i cena.

3.7. Véta:
Vlastnosti dulezitych statistik



a) Pfipad jednoho ndhodného vybéru: Necht' X, ..., X, je ndhodny vybér

z rozloZeni se stiedni hodnotou p, rozptylem o a distribuéni funkci ®(x). Necht
n>2. Oznaéme M, vybérovy pramér, S,> vybérovy rozptyl a pro libovolné, ale
pevné dané X LJR ozna¢me F,(x) hodnotu vybérové distribuéni funkce. Pak pro
libovolné hodnoty parametrt pt , 6> a libovolné, ale pevné dané realné &islo x
plati:

E(M,) =p,
0.2
D(Mn) = >
n
E(Sy) = o7,
Y, ¢ (n B 3)
o Y4 T\ ) : s
D(S,) = n n(n _ 1) , kde v, je 4. centrdlni moment,

E(Fu(x)) = ©(x),

D(F, (x)) = ox )1 - o(x)]

n

b) Pfipad r > 2 stochasticky nezavislych nahodnych vybéra: Necht’ X,,,...,X,, ,
ooy X500, X, Je 1 stochasticky nezavislych nahodnych vybéra o rozsazich
n; >2, ..., n,> 2 zrozlozeni se stiednimi hodnotami p, ..., p; a rozptylem o”.

T

Celkovy rozsah je 1 = Zn i - Necht’ cy, ..., ¢, Jsou realné konstanty, aspoi jedna
i=l

nenulova. Pak pro libovolné hodnoty parametrt py, ..., p, a o~ plati:
E(Z Cij] = le i,

i= j=
E(S+%) = o’

¢) Ptipad jednoho nahodného vybéru z dvourozmérného rozlozeni: Necht
(X1,Y1), ..., (X4, Y4y) je nahodny vybér z dvourozmérného rozlozeni s kovarianci
o1, a koeficientem korelace p. Pak pro libovolné hodnoty parametri 61, a p pla-
ti:

E(S12) =612,

E(Ry;) = p (shoda je vyhovujici pron > 30).

3.8. Pozndmka:

Metody matematické statistiky ¢asto slouzi k vyhodnocovani vysledkt pokust.
Aby mohl byt pokus spravné vyhodnocen, musi byt dobfe naplanovan. Uvedeme
zde nejjednodussi typy uspotadani pokust

Ptedpokladejme naptiklad, Ze sledujeme hmotnostni ptirtstky selat t€hoz ple-
mene pii riznych vykrmnych dietach.



a) Jednoduché pozorovani: Ndhodna veli¢ina X je pozorovana za tychz podmi-
nek. Situace je charakterizovana jednim ndhodnym vybérem X4, ..., X,.
Nahodné vylosujeme n selat téhoZ plemene, podrobime je jediné vykrmné dieté
a zjistime u kazdého selete hmotnostni ptirtistek. Tim dostaneme realizaci jed-
noho nahodného vybéru.

b) Dvojné pozorovani: Ndhodna veli¢ina X je pozorovana za dvojich riznych
podminek. Existuji dvé odliSnd uspotadani tohoto pokusu.
Dvouvybérove porovnavani: situace je charakterizovdna dvéma nezavislymi

nghodnymi vybéry X,,,....X,, a Xy,..., X, .

Nahodné vylosujeme n; a n, selat t€éhoZ plemene, nahodné je rozdélime na dva

soubory o n; a n, jedincich, prvni podrobime vykrmné dieté ¢. 1 a druhy vykrm-

né dieté Cislo 2. Tak dostaneme realizace dvou nezéavislych ndhodnych vybéra.
Paroveé porovnavani: situace je charakterizovana jednim nahodnym vybérem

(Xll , X1, ), cres (Xn1 » X s ) z dvourozmérného rozlozeni. Pfejdeme k rozdilo-
vému ndhodnému vybéru Z; = X;; — Xp, 1= 1, ..., n a tim dostaneme jednoduché¢
pozorovani.

Nahodné€ vylosujeme n vrhii stejné starych selat t¢hoz plemene, z kazdého ode-
bereme dva sourozence a nahodné¢ jim pfifadime prvni a druhou vykrmnou die-
tu. Tak dostaneme realizaci jednoho dvourozmérného ndhodného vybéru, kde
prvni sloZzka odpovidé prvni dieté a druhd slozka druhé diet¢.

(Parové porovnavani je efektivnéjsi, protoze skutecny rozdil v ucinnosti obou
diet je piekryvan pouze ndhodnymi vlivy pfi samotném krmeni a trvani, kdezto
vliv riznych dédi¢nych vloh, ktery byl losovanim znarodnén, je u sourozenec-
kého paru selat ¢astecné vyloucen.)

¢) Mnohonasobné¢ pozorovani: Ndhodna veli¢ina X je pozorovéana za r > 3 riz-

nych podminek. Existuji dvé odlisna uspotadani tohoto pokusu.
Mnohovybéroveé porovnavani: situace je charakterizovana r nezavislymi na-

hodnymi vybéry X,;,...,X;, az X, p,..., X, .

T

Néahodné vylosujeme ny, ny, ..., n, selat t¢hoz plemene, nahodné je rozdélime na
r soubord o0 ny, ny, ..., n; jedincich, prvni podrobime vykrmné dieté ¢. 1, druhy
vykrmné dieté Cislo 2 atd. az r-ty podrobime vykrmné diet€ Cislo r. Tak dosta-
neme realizace r nezavislych nahodnych vybér.

Blokove porovnavani: situace je charakterizovdna jednim ndhodnym vybg-

rem (le---aXn)o---» (an . -:Xm) z r-rozmérného rozlozeni.
Nahodné& vylosujeme n vrhi stejné starych selat téhoz plemene, z kazdého ode-

bereme r sourozencl a nahodné jim pfifadime prvni az r-tou vykrmnou dietu.
Tak dostaneme realizaci jednoho r-rozmérné¢ho ndhodného vybéru, kde prvni



slozka odpovidé prvni dieté , druhd slozka druhé dieté atd. az r-ta slozka odpo-
vida r-té dieté.

3.9. Motivace:

Diagnostické grafy slouzi pfedevSim k tomu, aby ndm pomohly orientacné po-
soudit povahu dat a urCit smér dalsi statistické analyzy. Pti zpracovani dat se
casto predpoklada splnéni urcitych podminek. V piipad¢ jednoho ndhodného
vybéru je to pfedev§im normalita (posuzujeme ji pomoci NP plotu ¢i histogra-
mu) a nepiitomnost vybocujicich hodnot (odhali je krabicovy diagram).

3.10. Krabicovy diagram

Umoznuje posoudit symetrii a variabilitu datového souboru a existenci odleh-
Iych ¢i extrémnich hodnot.

Zpisob konstrukce

—— odlehla hodnota

—T —— horni vnitfni hradba nebo max. hodnota
— horni kvartil
— median
i — dolni kvartil
—— dolni vnitfni hradba nebo min. hodnota
v —— extrémni hodnota

Odlehla hodnota lezi mezi vnéj$imi a vnitfnimi hradbami, tj. v intervalu
(X075t 1,59, X075+ 3q) €1 v intervalu (Xo2s- 39, Xo25— 1,59).

Extrémni hodnota leZi za vn&jSimi hradbami, tj. v intervalu (x¢75 + 3q, o) ¢i
v intervalu (-0, Xg25- 3q).

Priklad na krabicovy diagram
U 30 domécnosti byl zjistovan pocet Clend.

Pocet ¢lenu 11234 [5]6
Pocet domacnosti|2|6(4[10(5|3

Pro tyto udaje sestrojte krabicovy diagram.

ReSeni:

Pfipomeneme nejprve definici a-kvantilu. Je-li o 0(0;1), pak a-kvantil x, je &is-
lo, které rozdéluje usporaddany datovy soubor na dolni usek, obsahujici aspon
podil a vSech dat a na horni usek obsahujici asponi podil 1 — a vSech dat. Pro vy-
pocet a-kvantilu slouzi algoritmus:



X TX
£ % — (c+D)
no = celécisloc=x, = 5

necelé ¢islo = zaokrouhlime nahoru na nejblizsi celé ¢isloc = x,, =x

Pro specidlné zvolena a uzivame ndzvi: X, 5o — median, X5 — dolni kvartil, X 75
— horni kvartil, x¢ 1, ..., X0 — decily, X1, ..., X0,99 — percentily. Jako charakteris-
tika variability slouZi kvartilova odchylka: q = X¢.75s — X0 2s.

V naSem ptipad¢ rozsah souboru n = 30. Vypocty potiebnych kvantilti uspoia-
dame do tabulky.

o no |C Xa
0,25 7,5 8 X e)=X(8) 2
0,50|15 15 Xas) T X(16)) 4
2
0,75]22,5|23 |xe=%X0y |5

Dolni kvartil je 2, tedy asponl ¢tvrtina domécnosti ma asponi dva ¢leny.
Median je 4, tedy aspoil polovina domécnosti ma aspon 4 Cleny.
Horni kvartil je 5, tedy aspon tfi ¢tvrtiny domacnosti maji asponl 5 ¢lend.

Vypocteme kvartilovou odchylku: q = Xg75 — Xo25 =5 —2 = 3.
Dolni vnitini hradba: x5 — 1,59 =2-1,5.3=-2,5

Horni vnitini hradba: x¢75 + 1,5q=5+1,5.3=9,5

Nakonec sestrojime krabicovy diagram:

L

6

f 1

0

Vidime, ze datovy soubor vykazuje urcitou nesymetrii — median je posunut sme-
rem k hornimu kvartilu, soubor je tedy zaporn¢ seSikmen. V souboru se nevy-
skytuji Zadné odlehlé ani extrémni hodnoty.

3.11. Pravdépodobnostné — pravdépodobnostni graf (P — P plot)

Umoznuje graficky posoudit, zda data pochézeji z néjakého znamého rozlozeni
(napt. STATISTICA nabizi 8 typl rozloZeni: beta, exponencidlni, Gumbelovo,
gamma, log-normalni, normalni, Rayleighovo a Weibulovo).



X() ~m

Vypoctou se standardizované hodnoty z; = ,]=1, ..., n. Na vodorovnou

S
osu se vynesou hodnoty teoretické distribu¢ni funkce ®(z;)) a na svislou osu
hodnoty empirické distribu¢ni funkce F(z;) = j/n. (Jsou-li nékteré hodnoty x(;) <
... < X(n) stejné, pak za j bereme primérné poradi odpovidajici takové skupince.)
Pokud se body (®(z)), F(z;))) fadi kolem hlavni diagonaly ¢tverce [0,1] x [0,1],
1ze usuzovat na dobrou shodu empirického a teoretického rozlozeni.

Pro posouzeni normality dat se pouziva normdlni pravdépodobnostni graf (N — P

plot): na vodorovnou osu vynasime uspofadané hodnoty x(;) < ... < X(») a na svis-
3i-1

3n+1

reme priamérné potadi odpovidajici takové skupince).

Pochazeji-1i data z normalniho rozlozeni, pak dvojice (x( i) Ug ) budou lezet na

i

lou osu kvantily u, , kde a; = (jsou-li nékteré hodnoty stejné, pak za j be-

piimce.

Pochéazeji-li data z rozlozeni s kladnou Sikmosti, pak dvojice (x (j),uav) se budou
radit do konkéavni kiivky.

Pochéazeji-li data z rozlozeni se zapotnou Sikmosti, pak dvojice (x (i) Ua ) se bu-

dou fadit do konvexni kiivky.

Priklad na N — P plot:

Desetkrat nezavisle na sobé byla zméfena jistd konstanta. Vysledky méteni: 2
1,8 2,1 24 1,9 2,1 2 1,8 2,3 2,2. Pomoci normalniho pravdépodobnostniho
grafu posud’te, zda se tato data fidi norméalnim rozlozenim.

Reseni:

poradi 1 12 |3 |14 [5 |6 |7 |8 10
primé&rné potadi|1,5/1,5|3 14,5/4,5[6,5]6,5|8 10

usp. hodnoty 1,8/1,8/1,912 |2 [2,1|2,1|2,2]2,3|24
9
9

Vektor hodnot priimérného potadi: j= (1,5 3 4,5 6,5 8 9 10),

vektor hodnot o = 33J ;11 = (0,1129;0,2581:0,4032;0,5968;0,7419;0,8387;0,9355),
n

vektor kvantiltiu , .= (— 1,21 12;—0,6493;—0,245;0,245;0,6493;0,9892;1,5179).

Normaélni pravdépodobnostni graf



-21 1.‘2 1.‘4 1‘.6 1.‘8 ‘2 2.‘2 2‘.4 2.‘6 2.‘8 3
ProtoZe dvojice (x () Ua ) témér lezi na piimce, lze usoudit, Ze data pochazeji
J

z normalniho rozlozeni.

3.12. Histogram

Umoznuje porovnat tvar hustoty Cetnosti s tvarem hustoty pravdépodobnosti vy-
braného teoretického rozlozeni. (Ve STATISTICE je pojem histogramu Sir$i,
skryva se za nim 1 sloupkovy diagram.)

Zpisob konstrukce ve STATISTICE: na vodorovnou osu se vynaseji tidici in-
tervaly (implicitng 10, jejich pocet 1ze zménit, stejné tak 1 meze tfidicich interva-
1) €1 varianty znaku a na svislou osu absolutni nebo relativni ¢etnosti tfidicich
intervalll ¢i variant. Do histogramu se zakresli tvar hustoty (¢1 pravdépodob-
nostni funkce) vybraného teoretického rozlozeni.

Priklad na histogram
U 70 domdcnosti byly zjistovany tydenni vydaje na nealkoholické napoje (v
K¢).

Vydaje (35,65) | (65,95) | (95,125) | (125,155) | (125,155) | (185,215)
Pocet dom. |7 16 27 14 4 2

Nakreslete histogram.

ReSeni:
Histogram s proloZenou hustotou pravdépodobnosti normalniho rozlozeni
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Vidime, Ze tvar histogramu se pon€kud odchyluje od tvaru hustoty pravdépo-
dobnosti normalniho rozloZeni. Malé hodnoty jsou ¢etnéjsi nez velké — datovy
soubor je kladné seSikmen.

Vlastnosti rozlozeni ¢etnosti datového souboru se projevi ve vzhledu histogra-
mu, N-P plotu a krabicového diagramu, jak vidime na na nasledujicim obrazku:

Rozlozeni s kladnou Normalni rozlozeni RozloZeni se zapornou
sikrnosti sikmosti
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