Priklady na cviceni ke 13. prednasSce

Piiklad 1.: Porovnani koeficientu korelace s danou konstantou

Pro ndhodny vybér rozsahu 50 z dvourozmérného normalniho rozlozZeni se skute¢nym
koeficientem korelace p byl vypocten vybérovy koeficient korelace ri, = 0,5. Na asymptotické
hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu Hy: p = 0,6 proti H: p # 0,6. Test proved’te
pomoci kritického oboru i pomoci p-hodnoty.

Vysledek:

z = 10,5493, realizace u = -1,028.

Testovani pomoci kritického oboru:

kriticky obor W = (— 00, —u0,975> [ <u0,975 ,00) = (— 00, — 1,96> U <1,96,00) , tedy Hyp nezamitame

na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.
Testovani pomoci p-hodnoty: p = 0,303, tedy Hy nezamitame na asymptotické hlading
vyznamnosti 0,05.

Piiklad 2.: Porovnani dvou koeficientii korelace

Jsou dany dva nezavislé nahodné vybéry o rozsazich n = 35, n' =40, prvni pochazi

z dvourozmérného normélniho rozloZeni s koeficientem korelace p, druhy pochézi

z dvourozmérného normalniho rozloZeni s koeficientem korelace p*. Vybérovy koeficient
korelace 1. vybéru nabyl hodnoty 1, = 0,4, 2. vybérur;,” = 0,55. Na asymptotické hlading
vyznamnosti 0,05 testujte Hy: p = p* proti Hy: p # p*. Test proved’te pomoci kritick¢ho oboru
1 pomoci p-hodnoty.

Vysledek:

z=0,423649, 7 = 0,618381, u = -0,8067.

Testovani pomoci kritického oboru:

Kriticky obor W = (= 0, 405 ) 0 (g.76,%0) = (- 00,-1,96) 0 (1,96, ), tedy Ho nezamitéme

na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.
Testovani pomoci p-hodnoty: p = 0,418, tedy Hy nezamitame na asymptotické hlading
vyznamnosti 0,05.

Priklad 3.: Regresni pfimka
V dilné€ pracuje 15 délnikl, u nichz byl zjistén pocet smén odpracovanych za mésic

(proménna X) a pocet zhotovenych vyrobka (proménnd Y).

X:202118172018192120141619211515
Y: 9293838091 8582989060 73 86 96 64 81

a) Orientacné ovéite predpoklad, Zze data pochazeji z dvourozmérného normalniho rozlozeni.
Vypoctéte vybérovy koeficient korelace mezi X a Y, interpretujte jeho hodnotu a na hladiné

vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jsou nezavislé ndhodné veliCiny.

b) Za ptedpokladu, ze regresni piimka dobie vystihuje zavislost Y na X, sestavte regresni
matici, vypoctéte odhady regresnich parametrii a napiste rovnici regresni primky.

¢) Najdéte odhad rozptylu, vypoctéte index determinace a interpretujte ho.
d) Najdéte 95% intervaly spolehlivosti pro regresni parametry.

e) Na hladin€ vyznamnosti 0,05 proved'te celkovy F-test.



f) Na hladin€¢ vyznamnosti 0,05 proved’te dil¢i t-testy.

g) Vypoctéte regresni odhad poctu vyrobkl pro 18 odpracovanych smén.

h) Nakreslete dvourozmérny teckovy diagram s proloZenou regresni piimkou.

ReSeni:

ad a) Orientacni ovéfeni dvourozmérné normality, vypocet vybérového koeficientu korelace a
testovani hypotézy o nezavislosti veli¢in X a Y bylo provedeno v ptikladu 5 ve cviceni k 12.

pfednasce, nyni se soustfedime na regresni analyzu.

ad b) Sestavime regresni matici X typu 15x2, kterd ma v 1. sloupci samé jednicky a ve 2.

sloupci hodnoty proménné X. Podle vzorce b = (X'X)_1 X'y ziskdme odhady regresnich

15 274
parametrl. Nejprve vypocitdme matici X’ X = a k ni inverzni matici (X’ X)" =
274 5084
4,2939 -0,2314 ) 1254
. Dédle ziskame soucin X’y = a nakonec
-0,2314 0,0127 23246

b= 42939 -0,2314 1254 ) (5,0101
-0,2314 0,0127 ) (23246 ) |4,3024)°
Regresni piimka ma tedy rovniciy = 5,0101 + 4,3024 x.

ad ¢) Nyni vypocteme vektor regresnich odhadi proménné Y (vektor predikce):
y=Xb = (91,0574 95,3598 82,4527 78,1503 91,0574 82,4527 86,7551 95,3598

91,0574 65,2432 73,8480 86,7551 95,3598 69,5456 69,5456)°.

Stanovime vektor rezidui:

e=y-y =(0,9426 -2,3598 0,5473 11,8497 -0,0574 12,5473 -4,7551 12,6402 -
1,0574 -5,2432 -0,8480 -0,7551 10,6402 -5,5456 11,4544)°.

Pomoci vektoru rezidui vypocteme rezidudlni soucet ctvercii: Sg = e’e = 238,5169.

S _ 2385169
n-p-1 15-1-1
Daéle potiebujeme celkovy soucet ¢tvercli St = (y — my)’(y — m;), kde m; je sloupcovy vektor
typu nx1 slozeny z priméru m, zévisle proménné veli¢iny Y. V nasem piipadé je m, = 8§3,6.
Po dosazeni do vzorce pro celkovy soucet ctvercu tedy dostaneme St = 1699,6. (Celkovy
soucet Ctverct lze ziskat také tak, Ze vybérovy rozptyl veli¢iny Y vyndsobime n-1: Sy =
14.121,4 = 1699,6.) Regresni soucet ¢tverct pak je: Sg = St — Sg = 1699,6 — 238,5169 =
1461,0831.

Odhad rozptylu: s* = =18,3475.

Index determinace: ID* =2 =—"—""""=(,8597.

Znamena to, Ze variabilita hodnot zavisle proménné veli€iny je z 85,97% vysvétlena regresni
piimkou.

(V ptipadé regresni ptimky plati ID* = r},*. V naSem p¥ipadé bylo zji§téno, Ze 1, = 0,9272,
tedy ID* = 0,8597.)

ad d) Vypocteme smérodatné chyby odhadii regresnich parametrti bpa b;. Pfitom si
uvédomime, ze voo = 4,2939, vi; = 0,0127.



Sy, =S4/Veo = /18,3475 [1/4,2939 =8,8759, s, =s,/v,; =4/1834751/0,0127 =0,4827.
Stanovime meze 95% intervall spolehlivosti pro regresni parametry o a ;. K tomu slouzi
vzorec b, + tl_q/z(n -p —l)sbi ,j=0, 1.

95% interval spolehlivosti pro Bo:

d=b, =ty (13)s, =50101-2,1604[8_8759 = -14,1654

h=b; +tg (13)st =5,0101+2,1604[8,8759 = 24,1856

Znamena to, ze -14,1654 < By < 24,1456 s pravdépodobnosti aspoi 0,95.

95% interval spolehlivosti pro p;:

d=b, —tye(13)s, =4,3024-2,1604[0,4827 =3,2596

h=b, +t,,,(13)s, =4,3024+2,160410,4827 = 53452

Znamena to, ze 3,2596 < 3; < 5,3452 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

ad e) Provedeni celkového F-testu: na hladin€ vyznamnosti a = 0,05 testujeme Hy: B; = 0 proti
H12 [31 ;ﬁ 0.

Testova statistika F = Sk /P = 1461,0831/1

S, /(n—-p-1) 2385169/(15-1-1)
kriticky obor: W = (F,_, (p.n —p =1),00) = (F, o5 (1,13), 20) = (4,6672,0) .
ProtoZze se testova statistika realizuje v kritickém oboru, hypotézu o nevyznamnosti

regresniho parametru B (tj. smérnice regresni ptimky) zamitdme na hladin€ vyznamnosti
0,05. Vysledky testovani vyznamnosti modelu jako celku zapiSeme do tabulky ANOVA:

=79,6341,

zdroj variab. |soucet ¢tvercit | stupné volnosti |podil statistika F
model Sg =1461,0831 [p=1 Sr/p=1461,0831 79,6341
rezidualni Sg=238,5169 |n-p-1=13 Sg/(n-p-1)=18,3475 |-

celkovy St=1699,6 n-1=14 - -

ad f) Provedeni dil¢ich t-testi:
Na hladin€ vyznamnosti o = 0,05 testujeme Hy: By = 0 proti Hy: Bo # 0.

kriticky obor:

W= (_ 0, =t/ (n P~ 1)> D<t1—a/2 (n P~ 1)7 °°) = (_ 0, = t).975 (13» D<t0,975 (13)’ °°) =

= (~ 00, = 2,1604) 02,1604, o0) '
Protoze se testova statistika nerealizuje v kritickém oboru, hypotézu o nevyznamnosti
regresniho parametru P (tj. posunuti regresni ptimky) nezamitame na hladiné vyznamnosti
0,05.

Ke stejnému vysledku dospéjeme, podivame-li se na 95% interval spolehlivosti pro .
Vypocitali jsme, ze -14,1654 < By < 24,1456 s pravdépodobnosti aspoii 0,95. ProtoZe tento
interval obsahuje 0, hypotézu Hy: By = 0 nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.

Na hladin¢ vyznamnosti o = 0,05 testujeme Hy: B; = 0 proti Hy: B; # 0.



kriticky obor:
W= (_ 0, =1 _4/2 (n -p- 1)> D<t1—a/2 (n -p- 1)700) = (_ 00, = 1975 (13» D<t0,975 (13)900) =
= (- 00, 2,1604) [1(2,1604,0) '

Protoze se testova statistika realizuje v kritickém oboru, hypotézu o nevyznamnosti
regresniho parametru f; (tj. smérnice regresni piimky) zamitdme na hladiné vyznamnosti
0,05.

Ke stejnému vysledku dospéjeme, podivame-li se na 95% interval spolehlivosti pro B;.
Vypocitali jsme, ze 3,2596 < ; <5,3452 s pravdépodobnosti aspoii 0,95. ProtoZe tento
interval neobsahuje 0, hypotézu Hy: B; = 0 zamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

V ptipad€ modelu regresni ptimky je dil¢i t-test pro parametr 3, ekvivalentni s celkovym F-
testem.

ad g) Regresni odhad pro x = 18 dostaneme pouhym dosazenim do rovnice regresni piimky:
¥ =5,0101+4,3024[18 =82,45.

ad h)
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Priklad 4.: Regresni parabola
U automobilu Skoda 120 byla zmétena spotieba benzinu (v 1/100 km) v zavislosti na rychlosti
(v km/h).

rychlost |40 |50 |60 |70 |80 |90 |100 [110
spotfeba |5,7 |54 |5,2 |5,2 15,8 16,0 [7,5 |81

a) Data znazornéte graficky dvourozmérnym teckovym diagramem a najdéte vhodnou
regresni funkci.

b) Sestavte regresni matici, vypoctéte odhady regresnich parametri, odhad rozptylu a index
determinace.

c) Urcete 95 % intervaly spolehlivosti pro regresni parametry.
d) Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 proved'te celkovy F-test.
e) Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 proved’te dil¢i t-testy.

f) Urcete regresni odhad spotfeby benzinu pfi rychlosti 80 km/h.



g) Znéazornéte data s prolozenou regresni funkci.

ReSeni:
ad a)

30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
X

Z dvourozmérného teckového diagramu je patrno, ze vhodnou regresni funkci bude parabola:

m(X;BoaBlaBz): Bo +le +BZX2'

ad b) Regresni matice:
1 40 1600

50 2500
60 3600
70 4900
80 6400
90 8100
1 100 10000
1 110 12100
9,751786

b =|-0,150536 |. Regresni parabola ma tedy rovnici:

0,001244

y =9,751786 — 0,150536x + 0,001244x".
Nyni vypocteme vektor regresnich odhadti proménné Y (vektor predikce):

. Podle vzorce b = (X'X)_1 X'y ziskdme odhady regresnich parametri:

S U U U Wy

5,720746 -0,020746
5,334986 0,065014
5,198026 0,001974
. 5,309866 , . -0,109866 '
y=Xb= . Vektor rezidui: e =y -y = . Rezidudlni soucet ¢tvercti:
5,670506 0,129494
6,279946 -0,279946
7,138186 0,361814
8,245226 -0,145226

Sk = e’e = 0,263869.
S, _ 0,263869

Odhad rozptylu: s* = =
Py n—-p-1 8-2-1

=0,052774.



Dale potiebujeme celkovy soucet ¢tverci St = (y — m,)’(y — my), kde m; je sloupcovy vektor
typu nx1 slozeny z priméru m; zavisle proménné veli¢iny Y. V nasem ptipadé¢ m, = 6,1125.
Po dosazeni do vzorce pro celkovy soucet ¢tverci tedy dostaneme St = 8,32875. (Celkovy
soucet Ctvercll lze ziskat také tak, Ze vybérovy rozptyl veli¢iny Y vyndsobime n-1: Sy =
7.1,189821 = 8,32875.) Regresni soucet ¢tverct pak je: Sg = St — Sg = 8,32875 — 0,263869 =
8,06488.
Index determinace: ID* = Se _ 806488 _ 0,9683 .

S; 832875

Znamena to, ze variabilita hodnot zavisle proménné veli¢iny je z 96,83% vysvétlena regresni
parabolou.

ad c¢) Podle vzorce S, =S4/Vji > j=0, 1, 2 vypocteme smérodatné chyby odhadt by, b; a b,
regresnich parametra By, B a B,. Pfitom si uvédomime, Ze voo, Vi1 @ vz, jsou diagondlni prvky
matice (X’ X)™. V nasem pripad& sy, = 0,945689, s, =0,026821, s, =0,000177.
Stanovime meze 95% intervall spolehlivosti pro regresni parametry o a ;. K tomu slouzi
vzorec b; * tl_q/z(n -p —l)sbi ,1=0,1,2.

95% interval spolehlivosti pro Po:

d=b, = tyes(5)s, =9,751786 -2,570610,945689 = 7,3208

h =by +t50,5(5)s,, =9,751786 +2,57060,945689 = 12,1828

Znamena to, ze 7,3208 <y < 12,1828 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

95% interval spolehlivosti pro fB;:

d=b, —tye(S), =—0,150536-2,570610,026821 = -0,2195

h=b, +t,,,5(5)s, =-0,150536+2,57060,026821 = —0,0816

Znamena to, ze -0,2195 < B; <-0,0816 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

95% interval spolehlivosti pro [,:

d=b, —t,;5(5)s,, =0,001244 -2,5706(0,000177 = 0,0008

h=b, +t,5;5(5)s,, =0,001244 +2,570610,000177 = 0,0017

Znamena to, ze 0,0008 < B, <0,0017 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

ad d) Provedeni celkového F-testu: na hladiné vyznamnosti a = 0,05 testujeme
Ho: (B1, B2) = (0, 0) proti Hy: (B1, B2) # (0, 0).

Sz /p _ 8,06488/2
Sg/(n—-p-1) 0,263869/8-2-1)
kriticky obor: W = (F,_, (p.n —p =1),0) = (F, 5 (2,5). ) = (19,2964, o).

ProtoZe se testova statistika realizuje v kritickém oboru, hypotézu o nevyznamnosti

regresniho parametru f3; zamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05. Vysledky testovani
vyznamnosti modelu jako celku zapiSeme do tabulky ANOVA:

Testova statistika F =

=76,41,

zdroj variab. |soucet ¢tvercll | stupné volnosti | podil statistika F
model Sk =8,06488 |[p=2 Sr/p=4,03244 76,41
rezidualni Sg =0,263869 |n-p-1=5 Sg/(n-p-1)=0,05277 |-

celkovy St=8,32875 |n-1=7 - -

ad e) Provedeni dilCich t-testh:
Na hladin€ vyznamnosti o = 0,05 testujeme Hy: By = 0 proti Hy: By # 0.



Testova statistika: t, = b—o = M =10,3118,

s, 0,945689

kriticky obor:

W= (_ 0, = g2 (n P~ 1)> D<t1—a/2 (n P~ 1)700) = (_ 00, =ty 975 (5)> D<to,975 (5)900) =

= (~ 00,~2,5706) 0(2,5706, o)

Protoze se testova statistika realizuje v kritickém oboru, hypotézu o nevyznamnosti
regresniho parametru ) zamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

Ke stejnému vysledku dospéjeme, podivame-li se na 95% interval spolehlivosti pro .
Vypocitali jsme, ze 7,3208 < By < 12,1828 s pravdépodobnosti asponi 0,95. Protoze tento
interval neobsahuje 0, hypotézu Ho: Bp = 0 zamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Na hladin€ vyznamnosti o = 0,05 testujeme Hy: B; = 0 proti Hy: B; # 0.

.. b -
Testova statistika: t, = —- = Z 0150536 _ -5,6126,
s, 0026821

kriticky obor:

W= (_ 0, =114/, (n P~ 1)> D<‘[1—0(/2 (n P~ 1),00) = (_ 0, = 14,975 (5)> D<t0,975 (5)300) =

= (~ 00,~2,5706) [1(2,5706, 0)

ProtoZe se testova statistika realizuje v kritickém oboru, hypotézu o nevyznamnosti
regresniho parametru f3; zamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

Ke stejnému vysledku dospéjeme, podivame-li se na 95% interval spolehlivosti pro B;.
Vypocitali jsme, ze -0,2195 <, <-0,0816 s pravdépodobnosti asponi 0,95. Protoze tento
interval neobsahuje 0, hypotézu Hy: B; = 0 zamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Na hladin€ vyznamnosti o = 0,05 testujeme Hy: B, = 0 proti Hy: B, # 0.

Testova statistika: t, = b, _0,001244 7,0282,
S, 0,000177

kriticky obor:
W= (_ 0, =14/, (n P~ 1)> D<tl—a/2 (n P~ 1)’00) = (_ 00, =t 975 (5)> D<to,975 (5),00) =
= (- 00,~ 2,5706) 0(2,5706, 0) '

Protoze se testova statistika realizuje v kritickém oboru, hypotézu o nevyznamnosti
regresniho parametru 3, zamitdme na hladin¢€ vyznamnosti 0,05.

Ke stejnému vysledku dospéjeme, podivame-li se na 95% interval spolehlivosti pro 3;.
Vypocitali jsme, ze 0,0008 < B, < 0,0017 s pravdépodobnosti aspoii 0,95. Protoze tento
interval neobsahuje 0, hypotézu Hy: B, = 0 zamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

ad f) Regresni odhad pro x = 80 dostaneme pouhym dosazenim do rovnice regresni paraboly:
¥ =9,751786 - 0,150536 (830 + 0,001244 [80> = 5,67 .

ad g)
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