12. Testovani nezavislosti nahodnych veli¢in

12.1. Motivace: Pfi zpracovani dat se velmi Casto setkame s ukolem zjistit, zda
dvé ndhodné veli€iny jsou stochasticky nezavislé. Testovani hypotézy o nezavis-
losti se provadi riznymi zptsoby podle toho, jakého typu jsou dané ndhodné
veli¢iny — zda jsou nominalni, ordindlni, intervalové ¢i pomérové. Nominalni
nahodné veli¢iny umoziiuji obsahovou interpretaci pouze u relace rovnosti, or-
dinélni navic jesté u relace uspotfadani, intervalové pak navic u operace rozdilu a
pomérové i u operace podilu.

Napf. nds mize zajimat, zda ve sledované populaci je barva oc¢i a barva vlasi
nezavisla nebo zda pocet dnll absence a v€k pracovnika jsou nezavislé.
Zpravidla chceme take zjistit intenzitu ptipadné zavislosti sledovanych dvou ve-
li¢in. K tomuto ucelu byly zkonstruovany riizné koeficienty, které nabyvaji hod-
not od 0 do 1 (resp. od -1 do 1). Cim je takovy koeficient blizsi 1 (resp. -1), tim
je zavislost mezi danymi dvéma veli¢inami silngjsi a ¢im je blizsi 0, tim je slab-
Si.

12.2. Definice (definice kontingenc¢ni tabulky)
Necht’ X,Y jsou dvé nominalni ndhodné veli¢iny (tj. obsahova interpretace je

mozna jenom u relace rovnosti). Necht' X nabyva variant Xy, ..., X a Y nabyva
variant Yips oo Yist-
OznaCme:

m, =P (X =x LY = y[k]) ... simultanni pravdépodobnost dvojice variant
(X, Y[kf

m, =P\X = X[j]) ... marginalni pravdépodobnost varianty xj,

n, = P(Y = y[k]) ... marginalni pravdépodobnost varianty yj

Simultanni a marginalni pravdépodobnosti zapiSeme do kontingencni tabulky:

Y (¥ o Yisl | T
X Tk
Xm T .o Ty [T
X[r'l nrl .oe TCrS nr.
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Nyni pofidime dvourozmérny ndhodny vybér rozsahu n z rozloZeni, kterym se
idi dvourozmérny diskrétni ndhodny vektor (X, Y). Zjisténé absolutni simul-
tanni Cetnosti ny dvojice variant (X, yp) uspofadame do kontingencni tabulky:



Y yny - Y] |1
X [Ny
X1 n;; ... N [N,
X[r] n,; ... N, [N
nyg n; ... ng |n

nj = ny + ... + nj je marginalni absolutni Cetnost varianty Xjj;
ny =np + ... + nyg je marginalni absolutni ¢etnost varianty yp

Simultanni pravdépodobnost mjx odhadneme pomoci simultanni relativni Cetnosti

n.
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Pj = ——, marginalni pravdépodobnosti x; a w odhadneme pomoci marginal-
n
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nich relativnich Cetnosti p; = apy=—"".
n

i
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12.3. Véta (véta o testové statistice K)

Testujeme nulovou hypotézu Hy: X, Y jsou stochasticky nezéavislé ndhodné veli-
¢iny proti alternativé H;: X, Y nejsou stochasticky nezavislé ndhodné¢ veliCiny.

Kdyby ndhodné veli¢iny X, Y byly stochasticky nezavislé, pak by platil multi-

plikativni vztah
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Testova statistika: K= L
J: =

n
Plati-li Hy, pak K se asymptoticky fidi rozlozenim y*((r-1)(s-1)).
Kriticky obor: W = <x21—q ((r=1)(s-1)),00).

Hypotézu o nezavislosti veli¢in X, Y tedy zamitame na asymptotické hladiné
vyznamnosti o, kdyz K > y*((r-1)(s-1)).

12.4. Poznamka (podminky dobré aproximace)
Rozlozeni statistiky K Ize aproximovat rozlozenim y*((r-1)(s-1)), pokud teore-

. 7w . n.n
tické Cetnosti ——*

aspon v 80% ptipadl nabyvaji hodnoty vétsi nebo rovné 5 a
n



ve zbylych 20% neklesnou pod 2. Neni-li splnéna podminka dobré aproximace,
doporucuje se slucovani nékterych variant.

12.5. Definice (definice Cramérova koeficientu, vyznam jeho hodnot)
K
n(m-—1)
hodnot mezi 0 a 1. Cim bliZe je 1, tim je tdsndjsi zavislost mezi X a Y, &m blize

je 0, tim je tato zavislost volnéjsi.
Vyznam hodnot Cramérova koeficientu:
mezi 0 az 0,1 ... zanedbatelna zavislost,
mezi 0,1 az 0,3 ... slaba zavislost,

mezi 0,3 az 0,7 ... stifedni zavislost,
mezi 0,7 az 1 ... silna zavislost.

Craméruv koeficient: V =

, kde m = min{r,s}. Tento koeficient nabyva

Carl Harald Cramér (1893 — 1985): Svédsky matematik

12.6. Priklad: V sociologickém prizkumu byl z uchazect o studium na vyso-
kych Skolach potizen ndhodny vybér rozsahu 360. Mimo jiné se zjistovala soci-
alni skupina, ze které uchazec pochazi a typ Skoly, na kterou se hlasi. Vysledky
jsou zaznamenany v kontingen¢ni tabulce:

Typ Skoly |Sociélni skupina| n;
[| IO IV
univerzitni |50| 30 [10] 50 | 140
technicky [30] 50 [20| 10 |110
ekonomicky| 10| 20 |[30| 50 |110
Ny 90]100/60/110]360

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu o nezéavislosti typu
Skoly a socialni skupiny. Vypoctéte Cramértv koeficient.



ReSeni:
Nejprve vypocteme vSech 12 teoretickych Cetnosti:

nn, 140090 _ 35, n,n, 140000 =389, n,n, _ 140060 =233, nn, 140010 _ 08,
n 360 n 360 n 360 n 360

n,n, 110090 _ 275, n,n, _110000 _ 30,6, n,n, _110060 _ 183, n,n, _110010 _ 33,6,
n 360 n 360 n 360 n 360

n,n, _ 110090 _ 27, n,n, _ 110000 30,6, n,n; 110060 _ 183, n,n, _ 110010 _ 33.6.
n 360 n 360 n 360 n 360

Vidime, ze podminky dobré aproximace jsou splnény, vSechny teoretické Cet-
nosti prevysuji Cislo 5.
Nyni dosadime do vzorce pro testovou statistiku K:

(50-35)° , (30-389)° . 4 (50 -33,6)°
35 38,9 33,6
Protoze K > 12,6, hypotézu o nezavislosti typu Skoly a socialni skupiny zamita-

me na asymptotické hladin€é vyznamnosti 0,05. Cramértv koeficient:

V= ‘/3762?2 =0,3267 . Hodnota Cramérova koeficientu svéd¢i o tom, ze mezi ve-

K = =76,84,1=3,5 =4, %005(6) = 12,6.

licinami X a Y existuje stfedn¢ silna zavislost.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvotime novy datovy soubor o tfech proménnych (X - socialni skupina, Y —
typ Skoly, Cetnost) a 12 ptipadech:

1 2 3
X Y Cetnost
1]1 univerzitni 50
2|1 technicky 30
3|1 ekonomicky 10
4[1l  |univerzitni 30
5|1l |technicky 50
6|l ekonomicky 20
711l univerzitni 10
8|1l |technicky 20
9|lll  |ekonomicky 30
10|V | univerzitni 50
11|V | technicky 10
12|1V | ekonomicky 50

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — OK — Specif. Tabulky — List 1 X, List 2
Y — OK, zapneme proménnou vah ¢etnost — OK, Vypocet — na zaloZce Moznosti
zaSkrtneme Oc¢ekavané Cetnosti. Dostaneme kontingencni tabulku teoretickych
cetnosti:



Souhrnna tab.: Ocekavané Cetnosti (typ skoly)
Cetnost oznagenych bunék > 10
Pearsonlyv chi-kv. : 76,8359, sv=6, p=,000000

X Y Y Y Radk.
univerzitni | technicky | ekonomicky | soucty
I 35,0000, 27,5000 27,5000/ 90,0000
Il 38,8889 30,5556 30,5556( 100,0000
11 23,3333 18,3333 18,3333 60,0000
v 42,7778 33,6111 33,6111] 110,0000

V38.skup. 140,0000 110,0000 110,0000] 360,0000

Vsechny teoretické Cetnosti jsou vétsi nez 5, podminky dobré aproximace jsou
splnény. V zéhlavi tabulky je uvedena hodnota testové statistiky K = 76,8359,
pocet stupiii volnosti 6 a odpovidajici p-hodnota. Je velmi blizka 0, tedy na
asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitdme hypotézu o nezévislosti typu
Skoly a socidlni skupiny.

Hodnotu testové statistiky a Cramértiv koeficient dostaneme také tak, Ze na na
zalozce Moznosti zaSkrtneme Pearsonitv & M-V chi kvadrat a Cramérovo V a
na zéloZce Detailni vysledky vybereme Detailni 2 rozm. tabulky.

Statist. : X(4) x Y(3) (typ skol .sta)|
Statist. Chi-kvadr. | sV | p
Pearsonulyv chi-kv. 76,83589 df=6 p=,00000
M-V chi-kvadr. 84,53528 df=6 p=,00000
Fi ,4619881
Kontingenéni koeficient 4193947
Cramér. V ,3266749

12.7. Definice (definice Ctyfpolni kontingen¢ni tabulky)
Necht' r = s = 2. Pak hovofime o ctyipolni kontingenc¢ni tabulce a pouzivame
oznaceni: n;;=a,npp =b, ny; =c¢, Ny =d.

X Y n;,
Y| Y2
Xyl a b |atb
Xp1] € d |ctd
ny |at+c|b+td| n

Testova statistika K pro ¢tyipolni kontingen¢ni tabulku se da zjednodusit do tva-
n(ad - bc)2

a+ b)(c + d)(a + c)(b + d)

Kriticky obor: W = (x?1-a(1).e0)

I'UIK:(

12.8. Véta (véta o testove statistice K pro ¢tyfpolni tabulky)



Testova statistika K pro ¢tyipolni kontingencni tabulku se da zjednodusit do tva-
n(ad - bc)2

a+b)c+d)(a+c)b+d)

Kriticky obor: W = <X21—a (1),0). Hypotézu o nezavislosti ndhodnych veli¢in X, Y

I'llIK:(

tedy zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti o, kdyz K OW.

12.9. Poznamka: U Ctyipolni KT lze rovnéz pouzit nasledujici podminky dobré
aproximace: a+b>5,c+d>(a+c)/3.

12.10. Priklad: U 125 uchazect o studium na jistou fakultu byl hodnocen do-
jem, jakym zapusobili na komisi u Ustni pfijimaci zkousky. Na asymptotické
hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze ptijeti na fakultu nezavisi na
dojmu u pfijimaci zkousky.

piijeti dojem n;j,
dobry | Spatny
ano 17 11 | 28
ne 39 58 197
ny 56 69 |125

Reseni:
Ovétime splnéni podminek dobré aproximace:
a+tb=28>5c+d=97>(a+c)/3=56/3=18,66—v poradku
Dosadime do zjednoduseného vzorce pro testovou statistiku K:
_ n(ad - be)’ _1250{17 38 -1139)’
“(a+b)c+d)atc)b+d) 280735659
Kriticky obor: W = (x’0ss (1), e0) = (3,841, 00).
Protoze testova statistika se nerealizuje k kritickém oboru, nulovou hypotézu
nezamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

=3,6953

12.11. Definice (definice podilu Sanci)

Ve Ctyfpolnich tabulkéch pouzivame charakteristiku OR = ;—d, kterd se nazyva
C

podil Sanci (odds ratio). MlZeme si predstavit, Ze pokus se provadi za dvojich

riznych okolnosti a miize skoncit bud’ ispéchem nebo netspéchem.

Vysledek pokusu|okolnosti| n;.

I | 1T
uspéch a | b |atb
neuspéch c | d Jetd
Ny atc|b+td| n




W W L4 W ] W 4 W (<] v L a
Pomér poctu uspéchii k poctu neuspéchii (tzv. Sance) za 1. okolnosti je —, za
C

druhych okolnosti je g Podil Sanci je OR = E—d.
C
12.12. Véta (asymptoticky interval spolehlivosti pro podil Sanci a jeho vyuziti
k testovani hypotézy o nezéavislosti)
Asymptoticky 100(1-a)% interval spolehlivosti pro skute¢ny podil Sanci méa me-
ze:

I 1 1 1 I 1 1 1
d= exp(anR 3 +E +E +Eu1_a/2], h= exp[anR + o +E+;+Eul_a/2j.
JestliZe interval spolehlivosti neobsahuje 1, pak hypotézu o nezavislosti zamit-

neme na asymptotické hladiné¢ vyznamnosti a.

12.13. Priklad: Pro udaje z ptikladu 12.10. vypoctéte a interpretujte podil Sanci,
sestrojte 95% asymptoticky interval spolehlivosti pro podil Sanci a s jeho pomo-
ci testujte hypotézu, ze ptijeti na fakultu nezavisi na dojmu u ptijimaci zkousky.
Reseni:

ad _ 17158 N DT < , o .

R = 1m0 - 2,298 . Podil Sanci nam tik4, ze uchazec, ktery zaptisobil na
komisi dobrym dojmem, ma asi 2,3 x vétsi Sanci na pfijeti nez uchazeg, ktery
zapusobil Spatnym dojmem. Provedeme dal§i pomocné vypocty:

In OR =0,832,

11 1. 1_ [t 1. 1 1
\/—+—+—+—:\/—+—+—+—:0,439,u0975=1,96
a b c d V17 11 39 58 ’

Dosadime do vzorcii pro meze asymptotického intervalu spolehlivosti pro podil
Sanci:

Ind =InOR - l +l +l+lu1_0{/2 =0,832-0,4390,96 = -0,028
a b ¢ d

Inh =InOR + l+l+l+lu1
a b c d

Po odlogaritmovani dostaneme:

d=e""" =0972,h =¢"** =5433

Protoze interval (0,972; 5,433) obsahuje Cislo 1, na asymptotické hlading vy-

znamnosti 0,05 nezamitdme hypotézu o nezavislosti dojmu u pfijimaci zkousky

a prijeti na fakultu.

=0,832+0,4391,96 = 1,692

-a/2

Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Dolni a horni mez intervalu spolehlivosti pro OR zjistime pomoci
STATISTIKY. Vytvotime datovy soubor o dvou proménnych DM a HM a jed-



nom piipadu. Do Dlouhého jména proménné DM napiSeme vzorec pro dolni
mez:

=exp(log(2,298)-sqrt(1/17+1/11+1/39+1/58)*VNormal(0,975;0;1))

a analogicky do Do Dlouhého jména proménné HM napiSeme vzorec pro horni
mez:

=exp(log(2,298)+sqrt(1/17+1/11+1/39+1/58)*VNormal(0,975;0;1))

1 2
DM HM
0,972244 5,431562

-_—

12.14. Poznamka: Pro Ctyfpolni tabulku navrhl R. A. Fisher pfesny (exaktni)
test nezavislosti zndmy jako Fishertv faktoridlovy test. (Je popsan napi. v knize
K. Zvara: Biostatistika, Karolinum, Praha 1998.) Jestlize p-hodnota pro tento
test < a, pak hypotézu o nezavislosti zamitdme na hladin€¢ vyznamnosti a.

12.15. Definice (definice Spearmanova koeficientu poradové korelace, vyznam
jeho hodnot)

Necht’ X,Y jsou nahodné veli¢iny aspon ordinalniho typu. Pofidime dvouroz-
mérny ndhodny vybér (Xi, Y1), ..., (X, Yn) z rozlozeni, jimz se fidi ndhodny
vektor (X, Y). Oznaéime R; potadi nahodné veliciny X; a Q; potfadi nahodné ve-
liciny Y;,1=1,

Spearmaniiv koeficient pofadové korelace: rg —1—~(—)Z R, -Q,).

Tento koeficient nabyva hodnot mezi —1 a 1. Cim je blizsi 1, tim je silngj3i p¥i-
ma potfadova zavislost mezi velicinami X a Y, ¢im je blizsi —1, tim je siln&;si
nepiima pofadova zavislost mezi veliCinami X a Y.

Charles Edward Spéarmn (1863 — 1945): Britsky psycholog a statistik,
zakladatel faktorové analyzy

12.16. Véta (véta o testovani hypotézy o poradové nezavislosti velicin X, Y)

Na hladin€ vyznamnosti a testujeme hypotézu Hy: X, Y jsou pofadové nezavisle
nahodné veli¢iny proti

- oboustranné alternativé H;: X, Y jsou pofadové zavislé ndhodné veliCiny

- levostranné alternativé H;: mezi X a Y existuje nepiima potadova zavislost

- pravostranné alternativé H;: mezi X a Y existuje pfima potradova zavislost).



Jako testova statistika slouzi Spearmantiv koeficient pofadové korelace rs.
Nulovou hypotézu zamitdme na hladin€ vyznamnosti a ve prospéch

- oboustranné¢ alternativy, kdyz | Is | > 15,1.4(N)

- levostranné alternativy, kdyz rs < - rs,1.2q4(1)

- pravostranné alternativy, kdyZ rg > rg 1.54(n),

kde rs,1.4(n) je kritickd hodnota, kterou pro a = 0,05 nebo 0,01 a n <30 najdeme
v tabulkach. Pozor — kritické hodnoty pro jednostranné alternativy se v bézné
dostupnych tabulkach nenajdou.

12.17. Véta (asymptoticka varianta testu)

r.vn-2
sy =
1/1—r82

ti nulové hypotézy asymptoticky tidi rozlozenim t(n-2).

Kriticky obor pro oboustrannou alternativu:

W= (_ 0, =1 4/ (n - 2)> [ <t1—a/2 (n _2)’00)

Kriticky obor pro levostrannou alternativu:

W= (_ ©,~ 1 4 (n _2)>

Kriticky obor pro pravostrannou alternativu:

W= <t1—a (n _2)=°°)-

Hypotézu o potadové nezavislosti nahodnych veli¢in X, Y zamitame na asym-
ptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz t, 0 W.

Upozornéni: Systém STATISTICA pouziva tuto variantu testu poradové neza-
vislosti bez ohledu na rozsah ndhodného vybéru.

Pro n > 30 Ize pouZit testovou statistiku r,+/n —1  Plati-li Hy, pak r,.vn—1 =

N(0, 1). Nulovou hypotézu tedy zamitame na asymptotické hladin¢ vyznamnosti
o ve prospech
oboustranné alternativy, kdyZ rsv/n —10(-e0,~u, ) O{upg),,) ,

Pro n > 20 Ize pouzit testovou statistiku T, = , které se v pripad¢ platnos-

levostranné alternativy, kdyZ rgvn—10 (— 0, =, o),
pravostranné alternativy, kdyz r,vn—-10 <u1_a,oo)

12.18. Priklad: Dva I€kafi hodnotili stav sedmi pacientli po témz chirurgickém

a4

Cislo pacienta 112|3]4[5|6|7
Hodnoceni 1. 1ékare|4(1[{6(5|3(2|7
Hodnoceni 2. 1ékare |4 (2(5(6|1|3|7

[

Vypoctéte Spearmaniiv koeficient rg a na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hy-
potézu, Ze hodnoceni obou Iékaiti jsou pofadoveé nezavisla.



Refeni:
I :1—%26—_1)[(4—4)2 +(1-2) +(6-5) +(5-6)* +(3-1)* +(2-3)° +(7—7)2]:0,857.

Kritick4 hodnota: rs9s5(7) = 0,745. Protoze 0,857 > 0,745, nulovou hypotézu
zamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA

Vytvotime datovy soubor o dvou proménnych X (hodnoceni 1. 1€kate), Y (hod-
noceni 2. I¢kaie) a sedmi ptipadech. Do proménnych X a Y zapiSeme zjisténa
hodnoceni.

1 2

X Y
1 4 4
2 1 2
3 6 5
4 5 6
5 3 1
6 2 3
7 7 7

Statistiky — Neparametrické statistiky — Korelace — OK — vybereme Vytvoftit
detailni report - Proménné X, Y — OK — Spearmantiv koef. R. Dostaneme tabul-
ku

Spearmanovy korelace (dva lekari.sta)
ChD vynechany parové

Oznac. korelace jsou vyznamné na hl. p <,05000
Pocet | Spearman t(N-2) |Urovefi p
Dvojice proménnych | plat. R
X &Y 7 0,857143| 3,721042 0,013697

Spearmaniiv koeficient potfadové korelace nabyva hodnoty 0,857, testova statis-
tika se realizuje hodnotou 3,721, odpovidajici p-hodnota je 0,0137, tedy na
asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu o potadové nezavis-
losti hodnoceni dvou 1ékaii ve prospéch oboustranné alternativy.

12.19. Definice (definice Pearsonova koeficientu korelace)
Necht (X, Y) je nahodny vektor, pficemz ndhodné veli¢iny X, Y jsou aspoi in-
tervalového typu. Cislo

X-EX) Y-E(Y)|_ c(XY)
E E = JD(X)/D(Y) >0
R(X,Y)= [\/D(X) \/D(Y)] JD(X)+/D(Y) proyDEO)VD(Y)

0 jinak

se nazyva Pearsonuv koeficient korelace.
(Pro vypocet Pearsonova koeficentu korelace musime znat simultanni distribuc-
ni funkci O(x,y) v obecném piipad¢ resp. simultdnni hustotu pravdépodobnosti



¢o(x,y) ve spojitém piipad¢ resp. simultanni pravdépodobnostni funkci n(x,y)
v diskrétnim ptipad¢.)

12.20. Véta (véta o vlastnostech koeficientu korelace)
a) R(a;, Y)=R(X, a;) =R(a;, a) =0
R(X Y)prob b, >0
b) R(a; + b X, a, + byY) = bib)) R(X, Y) = § e
) Rl +0iX, 2% b:Y) = sgn(biby) RIX, 1) {—R(X,Y)pro bb, <0

¢) R(X, X) =1 pro D(X) # 0, R(X, X) =0 jinak

d) R(X,Y)=R(Y, X)

e) |[R(X,Y)/<1 arovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz mezi veli¢inami X, Y
existuje s pravdépodobnosti 1 tplna linedrni zavislost, tj. existuji konstanty a,
b tak, Ze pravdépodobnost P(Y = a + bX) = 1. Pfitom R(X, Y) =1, kdyzZ b >
0aR(X,Y)=-1, kdyz b <0. (Uvedena nerovnost se nazyva Cauchyova —
Schwarzova — Buniakovského nerovnost.)

(Z vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace vyplyva, Ze se hodi pouze

muze dojit k paradoxni situaci, ze Pearsontv koeficient korelace je nulovy.)

[lustrace:
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-0.11 o] [¢]

-0.2+ o O

-0.31 o ¢}

04} o o

-0.5¢ o [¢]

-0.6 o o

-0.7+ o O

-0.81 o O

09 © O A

1 . . I I I . . . .
-1 0.8 06 -04 02 0 02 04 06 08 1

Je-li R(X, Y) = 0, pak fekneme, Ze ndhodné veli¢iny jsou nekorelované. (Zna-
mena to, ze mezi X a Y neexistuje zadna linearni zavislost.)

Je-li R(X, Y) > 0, pak fekneme, Ze nahodné veli€iny jsou kladné korelované.
(Znamena to, Ze s ristem hodnot veli¢iny X rostou hodnoty veliiny Y a

s poklesem hodnot veli¢iny X klesaji hodnoty veli¢iny Y.)

Je-1i R(X, Y) <0, pak fekneme, Ze ndhodné veliiny jsou zaporné korelovane.
(Znamena to, Ze s ristem hodnot veli¢iny X klesaji hodnoty veli¢iny Y a

s poklesem hodnot velic¢iny X rostou hodnoty veliciny Y.)

12.21. Definice (definice vybérového koeficientu korelace)



Necht (X, Y1), ..., (X4, Yy,) ndhodny vybér rozsahu n z dvourozmérného rozlo-
zeni daného distribu¢ni funkci ®(x,y). Z tohoto dvourozmérného nahodného vy-

béru muzeme stanovit:

vybérové priméry M, :lzn:Xi , M, :lzn:Yi ,
0o i=1
vybérové rozptyly S, :%Zn:(xi -M, ), S,’ :LIZHZ(Yi -M, ),
n=15g D=1y
vybérovou kovarianci S,, = L_lzn:(xi -M, )(Y; -M,) a s jejich pomoci zavedeme

i=1

| Z“:X—Ml YMs e s s
vybérovy koeficient korelace R, ={n-15' S, S, S,S, .

0 jinak

12.22. Poznamka: Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace uvedené v 12.20.
se ptenaseji 1 na vybérovy koeficient korelace.

12.23. Véta (véta o koeficientu korelace dvourozmérného normalniho rozlozeni)

Necht nahodny vektor (X, Y) mé4 dvourozmérné normdlni rozlozeni s hustotou
R T T T b
_ 1 2(1‘92){[ Oy j * 01 0y ( 0 j}
¢(Xa Y) - 2 € s
210,0,4/1-p

prigemz ;= E(X), i = E(Y), 6,° = D(X), 0,” =D(Y), p=R(X,Y).
Marginalni hustoty jsou:

< (X_“l)z
— | ol
oo
% 1 _(}'_“22)2
¢2(Y): I¢(X,y)dx == 20,
o 0,21

Je-li p=0, pak pro O(x,y) OR? : ¢(x,y) = ¢, (x)d, (v), tedy ndhodné veli¢iny X, Y
jsou stochasticky nezavislé. Jinymi slovy: stochastickd nezavislost slozek X, Y
normalné rozloZzeného ndhodného vektoru je ekvivalentni jejich nekorelovanosti.
Pro jina dvourozmérna rozlozeni to neplati!

Upozornéni: nadale budeme predpokladat, ze (X, Y), ..., (X4, Y,) je ndhodny
vybér rozsahu n z dvourozmérného normalniho rozlozeni

(3 Hom, o)
M, /)\po,0, O,



12.24. Véta (testovani hypotézy o nezavislosti)

Na hladin¢ vyznamnosti a testujeme Hy: X, Y jsou stochasticky nezéavislé na-
hodné veli€iny (tj. p = 0) proti

- oboustranné alternativé H;: X, Y nejsou stochasticky nezavislé nahodné velici-

ny (4. p 7 0)

- levostranné alternativé H;: X, Y jsou zaporné korelované nadhodné veliCiny (tj.
p<0)

- pravostranné alternativé H;: X, Y jsou kladn¢ korelované nahodné veli¢iny (tj.
p>0).

R,vn-2
JI-R,’

Plati-li nulové hypotéza, pak T ~ t(n-2).
Kriticky obor pro test H, proti
- oboustranné alternativé: W = (-0, —t, 4, (n = 2)) O (t,_g 5 (n - 2),0),

Testova statistika ma tvar: T, =

- levostranné alternativé: W = (-, ~t,_,(n-2)),
- pravostranné alternativé: W =(t,_o(n —2),0).
Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti a, kdyz t, OW .

12.25. Priklad: Mame k dispozici vysledky testli ze dvou ptedmétii zjisténé u
osmi nahodné¢ vybranych studentii ur¢itého oboru.

Cislo studenta 1 12 |3 (4|56 |7 |8
Pocet bodu v 1. testu |80[50|36|58(42[60|56|68
Pocet bodu ve 2. testu|65]60(35|39|48 |44 (48|61

Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vysledky obou testii nejsou
kladn¢ korelované.

Reseni:

Nejprve se musime piesveédcit, Ze uvedené vysledky lze povazovat za realizace
nahodného vybéru z dvourozmérného normalniho rozlozeni. Lze tak ucinit ori-
enta¢né pomoci dvourozmérného teCkového diagramu. Tecky by mély vytvoftit
elipsovity obrazec, protoZe vrstevnice hustoty dvourozmérného normalniho roz-
loZeni jsou elipsy.
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Obrazek sveédci o tom, ze predpoklad dvourozmérné normality je opravnény a Ze
mezi pocty bodli z 1. a 2. testu bude existovat urcity stupenl pfimé linearni zavis-
losti.

Testujeme Hy: p = 0 proti pravostranné alternativé Hy: p > 0.

Vypoctem zjistime: R, = 0,6668, T =2,1917. V tabulkdch najdeme t(95(6) =
1,9432. Kriticky obor: W = <1,9432;oo). Protoze TOW, hypotézu o neexistenci

kladné korelace vysledkili z 1. a 2. testu zamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA

a) Vytvofime datovy soubor o dvou proménnych X, Y a 8 ptipadech. Dvouroz-
mérnou normalitu dat ovéfime pomoci dvourozmérného teCkového diagramu —
viz vyse.

Statistiky — Zéakladni statistiky/tabulky — Korela¢ni matice — OK — 1 seznam
promén. — X, Y — OK — na zdloZce Moznosti vybereme Zobrazit detailni tabulku
vysledkt — Vypocet.

Korelace (dva testy.sta)

Oznag. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000

(Celé pripady vynechany u ChD)
Prom. X & [ Primér |Sm.Odch. | r(X,Y) r2 t N| Konst. Smeér. Konst. | Smérnic
prom. Y zav..Y | zav:Y | zav.: X | zav.: X
X 56,25000/ 13,99745
X 56,25000 13,99745| 1,000000 1,000000 8 0,00000 1,000000 0,00000 1,000000
X 56,25000/ 13,99745
Y 50,00000 10,92834| 0,666802 0,444625 2,191693 0,070909 8 20,71637 0,520598 13,54665 0,854067
Y 50,00000/ 10,92834
X 56,25000 13,99745| 0,666802 0,444625 2,191693 0,070908 8 13,54665 0,854067 20,71637 0,520598
Y 50,00000 10,92831
Y 50,00000 10,92834f 1,000000 1,000000 8 0,00000 1,000000 0,00000 1,000000

Vybérovy koeficient korelace se realizoval hodnotou 0,6668, testova statistika
nabyla hodnoty 2,1917, odpovidajici p-hodnota pro oboustranny test je 0,0709,
tedy pro jednostranny test je 0,035045. Na hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitame
hypotézu o nezavislosti veli¢in X, Y ve prospéch pravostranné alternativy.

b) MlZzeme vyuzit toho, Ze jiZ zname ry,. Statistiky — Pravdépodobnostni kalku-
lator — Korelace — vyplnime n = 8, r = 0,6668, odskrtneme Dvojité, zaSkrtneme
Vypocet p zr — Vypocet. V okénku p se objevi hodnota 0,035455, tedy na hla-



din€ vyznamnosti 0,05 zamitdme hypotézu o nezavislosti veli¢in X a 'Y ve pro-
spéch pravostranné alternativy.

12.26. Véta (test o porovnani koeficientu korelace s danou konstantou)
Necht’ ¢ je redlné konstanta. Testujeme Hy: p = ¢ proti H;: p # c. (Tento test se
provadi napt. tehdy, kdyZz experimentator porovnava vlastnosti svych dat
s vlastnostmi uvadénymi v literatufe.) Test je zaloZen na statistice

U= [Z A —Lj\/n—ﬂ , kterd ma za platnosti Hy pro n > 10 asympto-

2 1-c¢ 2(n-1)

. v A 1. 1+R,, . . .

ticky rozlozeni N(0,1), pfi¢emz Z = ElnT” je tzv. Fisherova Z-transformace.
12

Kriticky obor pro test Hy proti oboustrann¢ alternativé tedy je

W =(~00,~u,g, 2)0{uy_q/5,»). Hy zamitame na asymptotické hlading vyznamnos-

ti o, kdyz UDW.

12.27. Priklad: U 600 vzorki rudy byl stanoven obsah Zeleza dvéma analytic-
kymi metodami s vybérovym koeficientem korelace 0,85. V literatufe se uvadi,
ze koeficient korelace téchto dvou metod ma byt 0,9. Na asymptotické hladiné
vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu
Hy: p=10,9 proti Hy: p #0,9.
Reseni:

1. 1+085 _ 1, 1+0,9 0,9 _
Z= Eln 12085 =1,2562, U = [1,2562 —Eln =09 - 2(600 - 1)}/600 -3 =-5,2976, U9,975
=1,96, W = (— 00,~1,96) [ <1,96,oo). Protoze UO W, Hy zamitame na asymptotické

hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systétmu STATISTICA (pouze priblizny):

Statistiky — Zéakladni statistiky a tabulky — Testy rozdili: r, %, priméry — OK —
vybereme Rozdil mezi dvéma korela¢nimi koeficienty. Do polic¢ka r1 napiSeme
0,85, do policka N1 napiSeme 600, do policka r2 napiSeme 0,9, do policka N2
napiSeme 32767 (vétsi hodnotu systém neumozni) - Vypocet. Dostaneme p-
hodnotu 0,0000, tedy zamitdme nulovou hypotézu na asymptotické hlading vy-
znamnosti 0,05.
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Rozdil mezi dvéma korelacnimi koeficienty

r: IEE—E N-I:IWE o: 0000 £ Jednostr,
2 IEIEI—EI NE:WEI {+ Oboustr.

Fiozdil mezi dvéma primémny [hormalni rozdéleni]

Pz [0, [Esmoat[1i. w0 [ w0000 vipazet
P2 [0, [fsmodz[1. [ nefio [g ¢ Jednost

ﬁ“
[ Wibérow) priimér ve. stiedni hodnota Uboustr.
Fozdil mezi dvéma poméry
P 1. |.50000 M1:10 ™ Jednosh Wipadet
& & p10000 |:|E|: ”Dst " 4
+ oLzt

Pz [ 50000 |§| Nz |10 |§|

Upozornéni: Pokud bychom chtéli pomoci systému STATISTICA provést pies-
n¢j$i test s vyuzitim statistiky U, miZzeme vypocitat Fisherovu Z- transformaci
pomoci Pravdépodobnostniho kalkulatoru — Korelace, kde zadame realizaci vy-
bérového koeficientu korelace, rozsah vybéru. Zajima nas Fisher z.

12.28. Véta (test o porovnani dvou koeficientii korelace)

Necht jsou dany dva nezavislé ndhodné vybéry o rozsazichnan’

z dvourozmérnych normalnich rozlozeni s korela¢nimi koeficienty p a p . Testu-
jeme Hy: p=p proti H;: p £ p . Oznaéme Ry, vybérovy korelaéni koeficient 1.

4 W * 4 W 4 4 14 . 4 W W 1 + R
vybéru a Ry, vybérovy korelacni koeficient 2. vybéru. Polozme Z = %lnﬁ
V)
) 1+R,," L . 7t ,
Z = lln—lz*. Plati-li Hy, pak testova statistika U = Zl Z — ma asympto-
1-Ry, St
n- n -3

ticky rozlozeni N(0,1). Kriticky obor pro test Hy proti oboustranné alternativé
tedy je W =(~o0,~u,_q, 2) 0 (0)_q,2,%). Hy zamitdme na asymptotické hlading vy-

znamnosti o, kdyz UOW .

12.29. Priklad: Lékaisky vyzkum se zabyval sledovanim koncentraci latek A a
B v mo¢i pacientt trpicich urcitou ledvinovou chorobou. U 100 zdravych jedin-
cu ¢inil vybérovy korelacni koeficient mezi koncentracemi obou latek 0,65 au
142 osob trpicich zminénou chorobou byl 0,37. Na asymptotické hladin€ vy-
znamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze korelacni koeficienty v obou skupinéch se
nelisi.

Reseni:



1, 140,65

= 0,7753’ Z* - lln 1+ 0,37 — 0,3884 : U= 0,7753 - 0,3884
2 1-0,65 2 1-037 —
100-3 142-3

=1,96, W = (— 00,~1,96) O <l,96,oo). Protoze UOW, Hy zamitame na asymptotické
hladin¢ vyznamnosti 0,05.

= 2,9242 » Up,975

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdili: r, %, priméry — OK —

vybereme Rozdil mezi dvéma korela¢nimi koeficienty. Do poli¢ka rl1 napiSeme
0,65, do policka N1 napiSeme 100, do policka r2 napiSeme 0,37, do policka N2

napiSeme 142 - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu 0,0038, tedy zamitame nulovou
hypotézu na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

12.30. Véta (véta o asymptotickém intervalu spolehlivosti pro koeficient korela-
ce)

Necht dvourozmérny ndhodny vybér rozsahu n pochazi z dvourozmérného nor-
malniho rozlozeni s koeficientem korelace p. Meze 100(1-a)% asymptotického
intervalu spolehlivosti pro p jsou:

u u . et —e " 1. 1+R
d=tgh| Z-—=22 |, h=tgh| Z+ %2 |pfiemZ tghx = , Z=—In——2,
g( \/n—3) g( \/n—3Jp s et +e " 2 1-Ry,

12.31. Priklad: Pracovnik personalniho oddéleni urcité firmy zkouma4, zda exis-
tuje vztah mezi poctem dni absence za rok (veli¢ina Y) a vékem pracovnika (ve-
li¢ina X). Proto nahodn¢ vybral idaje o 10 pracovnicich.

prac.|1 (2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
27|61(37|23|46(58(29(36|64 (40
15|16 |10/18(9 |7 [14|11|5 |8

=R X

Za ptredpokladu, Ze uvedené udaje tvofi Ciselné realizace nahodného vybéru roz-
sahu 10 z dvourozmérného norméalniho rozloZeni, vypoctéte vybérovy korelacni
koeficient a na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jsou neza-
vislé ndhodné veli€iny. Sestrojte 95% asymptoticky interval spolehlivosti pro
skute¢ny korela¢ni koeficient p.

Reseni:

Ptedpoklad o dvourozmérné normalité dat oveéfime orientacné pomoci dvouroz-
mérného teckového diagramu.



30

25

-20 0 20 40 60 80 100
X

Vzhled diagramu svéd¢i o tom, Ze predpoklad je opravnény.

Testujeme Hy: p = 0 proti H;: p # 0. Vypocitdme R, =-0,9325, tedy mezi vé-
kem pracovnika a po¢tem dnii pracovni neschopnosti existuje silné neptima li-
nearni zavislost. Testova statistika: T = -7,3053, kvantil t,975(8) = 2,306, kriticky
obor W = (— ,~2,306) 0] <2,306,oo). JelikoZz TOW, zamitame na hladiné vyznam-

nosti 0,05 hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y.

wr /4 1 + R - * 4
Vypocitame Z = LRy 1, 1209525 -1,6772 . Meze 95% asymptotického
1,

96
J7

intervalu spolehlivosti pro p jsou tgh[— 1,6772 + J, tedy -0,9842 < p <-0,7336

s pravdépodobnosti priblizné 0,95.



