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3. SKALARNI SOUCIN

Teorie

3.1. Definice. Necht V je vektorovy prostor nad polem K. Pak skaldrni soucin na V je
bilinedrni symetrickd forma, tj. zobrazeni ( , ) :V xV — K takové, ze (z,z) > 0
pro x € V, & # o. (To znamend, ze piislusna kvadratickd forma je pozitivné definitni.)
Redlny vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem nazyvame euklidovsky prostor.

3.2. Definice. Necht R"™ je vektorovy prostor. Definujeme skaldrni soucin pro z,y € R",
= (21,29, ..., Tn), Y= (Y1,Y2, -, Yn) jako (x,y) = > ", x;y;. Takto definovany skaldrni
sou¢in nazyvame standardni skaldrni soucin.

Euklidovsky vektorovy prostor R™ se standardnim skaldrnim souc¢inem budeme znacit FE,,.

3.3. Definice. Velikost (norma) vektoru v v euklidovském prostoru V' je éislo |jv|| =

(v, v).

3.4. Véta. (Cauchyova-Schwartzova nerovnost) Pro kazdé dva vektory v euklidovském
prostoru V' plati
[ {w, )| < [u| {lo]]

3.5. Definice. Necht V je euklidovsky prostor, u,v € V. Uhel, ktery vektory u a v sviraji
je ¢islo av € (0, 7) takové, ze
(u,v)

CosS Q¥ = ————
[l o]l

3.6. Definice. Dva vektory u,v € V', kde V' je euklidovsky prostor, nazveme kolmé (orto-
gondlni), pokud (u,v) = 0.

Dva vektory u,v € V, nazveme ortonormdlni, pokud jsou ortogondlni (tj. (u,v) = 0) a
pokud jejich velikost je rovna jedné (tj. [|ul| =1 A [jv]| = 1).

3.7. Véta. Necht V je euklidovsky prostor a vy, vs,...,v; € V jsou po dvou ortogonalni
vektory ruzné od nulového. Pak jsou tyto vektory linedrné nezavislé.

3.8. Definice. Bazi tvofenou ortogonalnimi vektory nazveme ortogondini bdze. Bazi tvofenou
ortonormalnimi vektory nazveme ortonormdlni baze.

3.9. Véta. Necht V je euklidovsky prostor a ui,us,...,ur € V libovolné vektory. Pak
existuji ortogonalni vektory vy, vs,...,vx € V, které generuji tentyz prostor jako vektory
U1, Uo, . . ., U, tO Zznamena

[Ul,U/Q,...,Uk] - [U17U27'~-7vk}-
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Algoritnus, s jehoz pomoci Ize nalézt vektory vy, vs, ..., v Se nazyva Grammuv-Schmidtiv
ortogonalizacni proces a je popsan v tiloze 1.

3.10. Definice. Rekneme, ze mnoziny A, B C V jsou ortogondini mnoziny (ozn. A L B)

jestlize
Vu € A,Vv € B: (u,v) =0

3.11. Definice. Ortogondlni dopliiek mnoziny A v euklidovském vektorovém prostoru V'
nazveme mnozinu

At ={u eV :(uv)=0VYvec A}

3.12. Definice. Necht V je euklidovsky prostor a U C V je vektorovy podprostor ve V.
Kolmd projekce vektoru v € V do U je vektor Pv € U takovy, ze v — Pv L U.

3.13. Véta. Necht V je euklidovsky prostor a U C V je podprostor. Potom U@ U+ = V.

Regené priklady

Uloha 1: Pouzijte Grammuv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces na bdzi a : u; =
(2,0, =), ug = (=1,1, )T, uz = (1,1, 1) vektorového prostoru Es.

Reseni: Budeme hledat ortogonalni bézi 3 : [vy, v, vs]
1) Za vy zvolime libovolné jeden ze ti{ vektoru puvodni béze « , napf.

v = Uy
a tedy
vy = (2,0,-1)7
2) Hleddme druhy vektor béze vy ve tvaru
Vg = Uz + P1U1
tuto rovnost skalarné vynasobime vektorem vy
(v1,v2) = (v1,u2) + p1(v1,v1)

pozadujeme, aby vektory vy, ve byly kolmé, proto skalarni soucin (vq, v9) = 0; zbylé skaldrni
sou¢iny muzeme uz lehce spocitat (vi,us) = —3, (v1,v1) = 5, pak

3
0=—-3+5p1 ztohoplyne p; = :
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a tedy
3
Vg = <_1> 17 1)T + 5(27 O; _1)T

12\
0
vy =|(=,1,=
muzeme do baze zvolit libovolny nasobek tohoto vektoru, pro snadnéjsi pocitani tedy volme
vy = (1,5,2)7
3) Nyni zbyva najit jesté treti vektor baze vs, ktery musi byt kolmy k obéma predchozim
vektorum v; a vy; predpokladejme jej ve tvaru

VU3 = U3z + q1V1 + @202

tuto rovnost nejdiive skalarné vynasobime vektorem v, a pak vektorem vy, ¢imz dostavame
soustavu dvou rovnic o dvou neznamych q; a go

(v3,v1) = (ug, v1) + q1{(v1,v1) + q2(va, V1)

(v3,v2) = (ug, va) + q1(v1, V) + q2(Va, Va)

z pozadavku vzajemné ortogonality vSech vektoru baze ( plyne

1

0=1+5¢ =z toho plyne ¢ = —F
4
0 =8+ 30g2 z toho plyne g¢» = ~1F

tedy

1 4 1 1 2\7"
0= (1,1, D)= =(2,0,- DT — =(1,5. T ==, —=, =
U3 (7’) 5(77 ) 15<77) 37 3)3

opét muzeme do baze [ zvolit libovolny nasobek tohoto vektoru, napf.
vz = (1,-1,2)"

a tedy ﬁ = [(2? 0) _1)T7 (17 57 2)T7 (17 _1a 2)T}

Uloha 2: Nechf W = [(1,—1,1,0,0)7,(1,0,1,0,1)7,(1,1,0,—1,1)7] je podprostor
v E5. Najdéte ortogondlni dopliiek W+ tohoto podprostoru.

Reseni: Podle definice 3.10. je ortogonalni doplnék podprostoru mnozina viech vektort
kolmych ke vsem vektorim zadaného podprostoru. Rozmyslime-li si tuto definici, je zfejmé,
ze staci hledat mnozinu vsech vektoru kolmych k vektorim baze podprostoru W. Oznacime
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si vektory béze postupné vy, vs,v3 a uvazujeme libovolny vektor x = (xy, z9, 3, 24, 5)"
takovy, ze x € W+, pak plati:

reWwt prave kdyz x L vy Ax L Az L v

a tedy
v e Wt prave kdyz (z,v)) = 0; (z,v5) = 0; (z,v3) = 0
Xy —To +3 =0
z toho plyne 1 +x3 +rs = 0
T +2o —x4 +x5 = 0

dale feSime tuto soustavu rovnic pro nalezeni tvaru vektoru x upravou na schodovity tvar
pomoci elementarnich fadkovych tprav

1 -1 1.0 010 1 -1 1 0 010
1 010 1]0]~l0 1T 0 0 1]O0]~
1 1 0 -111]0 0 2 -1 -1 110
1 -1 100 1] 0
~10 1 00110
0 0 1 1110
zavedeme parametry a, b a dostavame:
Ts=b,xy=a;x3=—a—b,x0o=—-b; 11 =0

podprostor vektoru x, coz je podprostor vektoru kolmych na vektory béze podprostoru
W, a tedy ortogondlni doplnek podprostoru W, je generovan vektory, které dostavame
nezavislou volbou parametru a a b

W+ =1(1,0,-1,1,0)", (0, -1, —1,0,1)7]

Uloha 3: Najdéte kolmy prumét vektoru v do podprostoru W = [wy, ws] v Ey, kde
wy = (1,-1,-1,2)7 wy = (3,1,0, 1), v = (=2,2,2,5)T.

Reseni: Kolmy priumét Pv vektoru v predpokldddme ve tvaru linedrni kombinace vek-
toru baze podprostoru W, do kterého promitame

Pv = ajwi + axws

Aby slo o kolmou projekei, musi byt podle definice 3.11. vektor v — Pv kolmy na podprostor
W, a tedy musi platit:

v—Pv L w

v—Pv 1 ws
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z toho plyne
(v,wy) —ar(wy,wy) —ag(we,wy) = 0
(v,we) —ay(wa, wy) —ag{we,wy) = 0

po vy¢isleni skalarnich souc¢inu dostavame:

8 —7611 —6a2 =0
1 —6@1 —11@2 =0

feSenim této soustavy rovnic je a; = 2 a as = —1, tedy

Pv=2(1,1,-1,2) — (3,1,0,1) = (1,1, -2,3)

Cviéeni

1. Zjistéte zda je zobrazeni g : R?> x R? — R skaldrni souéin

(a) g(z,y) = 191 + T1y2 + Toy1 + T2y
(b) g(x,y) = 4z1y1 + 2x1y2 + Sx2y2
T

(¢) gl

2. Zjistéte, zda je zobrazeni g : R? x R® — R skalarni soucin

LY) = T + T1Yo + Tayh + 222y0

(a) g(u,v) = 3ugvy — ugvy — ugVy + 2ugvy + U V3 + UV + UzV3
(b) g(u,v) = 2usv1 — vy — ugv1 + uzv3
(¢) g(u,v) = uvy + 2u1v9 — UVy + UgVy + uzv] + 2u3v3
(d) g(u,v) = ugvy + 2u9vy — usv3 — UzVe + 3uzvs
(e) g(u,v) = 3uiv; + u1vy + ugvy + ugvy + ugzvs

3. Ve vektorovém prostoru Rs[z] je pro libovolné dva polynomy f, g definovéno redlné
¢islo (f, g). Rozhodnéte, zda je takto definovan skaldrni soucin.

() (f.9) = [, f(t)g(t)dt
(b) (f,9) =1

4. Ve vektorovém prostoru Matss(R) je pro libovolné vektory A = ( Zl 32 ) ,B =
3 Q4

( Zl 22 ) definovano redlné ¢islo (A, B). Rozhodnéte, zda je takto definovan skaldrni
3 04

soucin.

(a) (A, B) =det(A.B)

(b) (A, B) = det(A+ B)

—~
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11.

12.
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(c) (A, B) = aibi + asb
(d) <A, B> = a1b1 + a2b2 + Cl3b3 + a4b4

Zkuste na R? najit takovy skaldrni souc¢in, aby vektory u a v byly na sebe kolmé.

(a) u=(1,2)T, v=(2,3)T
(b) u=(=5,2)T, v=(10,-4)T

Najdéte ortogonaln{ bdzi podprostoru generovaného vektory (3,2, —4,6)%, (8,1, —2, —16),

(5,12,—14,5)T, (11,3,4, —7)T v euklidovském prostoru Ej.

Urcete ortogondlni bazi podprostoru generovaného vektory (1,0, 4, —1)%, (1, —4,0, 1),
(—4,1,1,0)T a jeho ortogondlnfho doplitku v euklidovském prostoru E.

Gramm-Schmidtovym ortogonalizacnim procesem sestrojte ortogonalni bazi pod-
prostoru generovaného vektory (1,1,—1,—1)%, (1,-1,1,1), (=1,-2,0,1)T v euk-
lidovském prostoru FEj.

V euklidovském prostoru V' naleznéte ortogonalni bézi podprostoru W, je-li:

(a) V=FE;, W=1[(1,2,2,-1)T, (1,1,-5,3)T,(3,2,8, -7)T]

(b) V = Ey, W =1(1,0,1,0)T,(0,1,0, =7)T, (3, =2, 3, 14)7]

(c) V=E;, W=1(1,2,0,1,2)7(1,1,3,0,1),(1,3,-3,2,3)T, (1, -1,9, -2, —=1)7]
(d) V=E;,W=][(1,-1,0,1,1)T,(1,-1,1,0, —=1)7 (1, -2,-2,0,0)7, (1, —4,1,3,4)7]

V euklidovském prostoru F, jsou dany vektory u, v. Ukazte, ze tyto vektory jsou
ortogonalni a doplite je na ortogondlni béazi celého prostoru. Pritom:

() u = <1 2,2, 1>T, —(1,3,2,1)7

<b> U= ( ) <_1a3» _374)T

(c) u (1 7,7, 1) v = ( 1,7, -7, 1)
Najdéte ortogonalm bazi vektorového prostoru Rs|x] se skaldrnim souc¢inem defino-

vanym (f, g) f f t)dt. Najdéte matici prechodu od nalezené baze o do stan-
dardni béze 1, z, 2 x3]

V euklidovském prostoru Fs je dan podprostor W. Naleznéte ortogonalni bézi orto-
gondlniho doplitku W+, je-li:

(a) W={(r+s+t,—r+t,r+s,—t,s+t);rste R}

(b) W=1(1,-1,2,1,-3)T,(2,1,-1,-1,2)T, (1,-7,12,7, —19)T, (1,5, =8, =5, 13)7]

V euklidovském prostoru E, naleznéte ortonormalni bazi podprostoru vektoru, které
jsou ortogondlni k vektorim u = (1,1,1,1)%, v = (1,-1, -1, D)7, w = (2,1, 1, 3)T.
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14. Urcete vSechny hodnoty parametru a € R, pro které je zadany vektor u z eukli-

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

dovského prostoru V' normovany. Ptitom:

(a) V=Es,u=(a+1,0,a+2,0,a+1)"
(b) V = Ra[z], se skaldrnim soucinem (f, g) fo t)dt, u = 32> +a
(c) V = Ry[x], se skaldrnim souc¢inem (f, g) f ft)g(t)dt, u=32*+a

Najdéte ortogonaln{ doplnék podprostoru P generovaného vektory (—1,2,0,1)7,
(37 17 _27 4)T7 (_47 17 27 _4>T v E4'

V euklidovském prostoru Ey jsou dany podprostory W = [uy, us, ug] a S = [v], kde
up = (1,1,1, )7, ug = (=2,6,0,8)7, uz = (—3,1,-2,2)T, v = (1,a, 3,b)".

(a) Naleznéte ortogondlni bazi W.

(b) Urcete hodnoty a, b tak, aby podprostory W, S byly kolmé.

Najdéte ortogonaln{ primét vektoru (1,2, 3)” do podprostoru generovaného vektory
(1,1, D)7, (1,1, )T v Es.

Necht je L = [u,v,w] podprostor v E,. Najdéte kolmy priimét vektoru z do L*.

(a) z=(4,2,-5,3)T, u=(51,3,3)T,v=(3-1,-357T, w=(3-1,5—-3)7
(b) z=(2,5,2,-2)7, u=(1,1,2,8)T, v = (0,1,1,3)T, w = (1,-2,1,1)7

V euklidovském prostoru V' najdéte ortogonalni projekci vektoru v do podprostoru
W, je-li:

<
I
Eﬂ
I

—2,2,2,5)7, W = [(1,1,-1,2)T, (3,1,0, 1)7, (2,0, 1, —1)7]
2,7,—3,—6)T, W ={(r +s,r +s,—r — 3s,2r + 3s);7,s € R}
1,2,3, 4T W =1[(0,1,0,1)7]

= (4,-1,-3, 4T, W = [(1,1,1,1)T,(1,2,2,—1)T, (1,0,0,3)7]

e
=3

—_ — ~— ~—
<

| Il
i@

/\/\/—\/-\

Necht u, v jsou vektory z euklidovského prostoru V. Dokazte, Ze plati nerovnost
Hull = Mol | < flu —v]|-

Dokazte, ze pro libovolnych n realnych cisel xq, xs, ..., x, plati nerovnost

<

T T+t T, \/x%+x§+---+x3

n n

(Névod: Pouzijte Cauchyovu-Schwartzovu nerovnost.)



