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Nevlastni integraly

Plan predndasky

@ Nevlastni integrély



Nevlastni integraly
©000000

Stejn& jako je fab f plocha mezi grafem (ohranitené) funkce f(x) a
osou x na (kone¢ném) intervalu [a, b], miZeme chtit najit tuto
plochu na neohrani€eném intervalu [a, 00), (—o0, b], (—o0, 0),
pripadné i pro neohrani&enou funkci f(x). Dostdvame se tak k
pojmu nevlastniho integralu

o) b [e's)
/f, /f, /f.

P¥itom, jak uvidime, v8echna pravidla pro vypodet integralu
zlistdvaji zachovana, jen je potfeba ddvat pozor na neurdité vyrazy
(obsahujici symbol oo) a ty pak spotitat pomoci limity.




Nevlastni integraly
0@00000
Ptiklad

@ Plocha pod ohranitenou funkci f(x) = X—lz na intervalu [1, c0)

/looldx: [—1}002—010—(—1):0“:1.




Nevlastni integraly
0@00000
Ptiklad

@ Plocha pod ohrani&enou funkci f(x) = X—lz na intervalu [1, c0)

/looldx: [—1}“):—1—(—1):0“:1.

1 o

@ Plocha pod neohranienou funkci f(x) = % na intervalu (0, 1]

/olxlzdxz [_i]::(_l)_<_01+>=—l+oo:oo,




Nevlastni integraly
0@00000
Ptiklad

@ Plocha pod ohrani&enou funkci f(x) = X—lz na intervalu [1, c0)

/looldx: [—1}“):—1—(—1):0“:1.

] 00
@ Plocha pod neohranienou funkci f(x) = % na intervalu (0, 1]
je

/olxlzdxz [_i]::(_l)_<_01+>=—l+oo:oo,

o Plocha pod ohraniZenou funkei f(x) = 2 na intervalu [1,00) je

/ 1dx:[Inx]oozlnoo—lnlzoo—Ozoo.
1

X 1




Nevlastni integraly
[e1e] Yololele}

Definice (Nevlastni integral 1. druhu — nekone¢ny integral)

Necht je funkce f(x) definovdna na intervalu [a, 00). Existuje-li
vlastni limita

b—o0

b
lim / f(x)dx =1L,
a

potom ¥ikdme, Ze nevlastni integral faoo f(x) dx konverguje a

klademe ~
/ f(x)dx = L.
a




Nevlastni integraly
[e1e] Yololele}

Definice (Nevlastni integral 1. druhu — nekone¢ny integral)

Necht je funkce f(x) definovdna na intervalu [a, 00). Existuje-li
vlastni limita

b—o0

b
lim / f(x)dx =1L,
a

potom ¥ikdme, Ze nevlastni integral faoo f(x) dx konverguje a

klademe ~
/ f(x)dx = L.
a

Podobné& hovofime o divergenci integralu.




Nevlastni integraly
[e1e] Yololele}

Definice (Nevlastni integral 1. druhu — nekone¢ny integral)

Necht je funkce f(x) definovdna na intervalu [a, 00). Existuje-li
vlastni limita

b—o0

b
lim / f(x)dx =1L,
a
potom ¥ikdme, Ze nevlastni integral faoo f(x) dx konverguje a

klademe ~
/ f(x)dx = L.
a

Podobné& hovofime o divergenci integralu.
Obdobné pro interval [—oo, b].




Nevlastni integraly
[e1e]eY Tolele}

Vypoctéte nevlastni integral pro jeden z typi parcidlnich zlomki

e X
A mdx7 37&0




Nevlastni integraly
[e1e]eY Tolele}
Priklad

Vypoctéte nevlastni integral pro jeden z typi parcidlnich zlomki

e X
/(; de, 3#0

Regeni

Pomoci substituce dostaneme

2

xXc =t
/ 2X22dx: 2x dx = dt _
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X=00 = t=00
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0000e00
Nékdy |ze podobnym zplsobem s vyuZitim pravidla ndvaznosti

vypocitat i nevlastni integrél pres (oboustrann&) nekone¢ny interval
(_007 OO),



Nevlastni integraly
0000800

Nékdy |ze podobnym zplsobem s vyuZitim pravidla ndvaznosti
vypocitat i nevlastni integrél pres (oboustrann&) nekone¢ny interval
(_007 OO),

Ptiklad

V pravdépodobnosti a statistice se ¢asto pouZivd nevlastni integral

1 e 2
— e 2dx=1
V 27T /oo ’

pficemz funkce
1 2
f(x);=——e 2
&)= ——

se nazyva hustota pravdépodobnosti (standardniho) normainiho
rozdéleni. ProtoZe je tato funkce f(x) sudd, zfejmé je pak

o 2 V2
/ e 2 dx = VT _ \/F ~ 1.2533.
0 2 2




00000 e0
Obdobné jako v p¥ipad& nekoneného integrilu Ize postupovat i v
pFipadé& funkce, kterd je v okoli bodu a nebo b neohranitena.



00000 e0
Obdobné jako v p¥ipad& nekoneného integrilu Ize postupovat i v
pFipadé& funkce, kterd je v okoli bodu a nebo b neohranitena.

Definice (Nevlastni integral 2. druhu)

Necht je neohrani¢end funkce f(x) definovéna na intervalu (a, b].
Existuje-li vlastni (pravostrannd) limita

a—at

b
lim / f(x)dx =L,

fikdme, Ze nevlastni integral fab f(x) dx konverguje a klademe

/ab F(x) dx = L.




00000 e0
Obdobné jako v p¥ipad& nekoneného integrilu Ize postupovat i v
pFipadé& funkce, kterd je v okoli bodu a nebo b neohranitena.

Definice (Nevlastni integral 2. druhu)

Necht je neohrani¢end funkce f(x) definovéna na intervalu (a, b].
Existuje-li vlastni (pravostrannd) limita

a—at

b
lim / f(x)dx =L,

fikdme, Ze nevlastni integral fab f(x) dx konverguje a klademe

/ab F(x) dx = L.

Pokud je tato limita nevlastni, filkdme, Ze integral diverguje.




00000 e0
Obdobné jako v p¥ipad& nekoneného integrilu Ize postupovat i v
pFipadé& funkce, kterd je v okoli bodu a nebo b neohranitena.

Definice (Nevlastni integral 2. druhu)

Necht je neohrani¢end funkce f(x) definovéna na intervalu (a, b].
Existuje-li vlastni (pravostrannd) limita

b
lim / f(x)dx =L,

a—at

fikdme, Ze nevlastni integral fab f(x) dx konverguje a klademe

/ab F(x) dx = L.

Pokud je tato limita nevlastni, filkdme, Ze integral diverguje.
Podobng& i v pFipadé funkce definované na intervalu [a, b) a definice

nevlastniho integralu fab f(x) dx pomoci (levostranné) limity
limg_, - ff f(x) dx.




Nevlastni integraly
00000Oe

na intervalu

Ur&ete plochu pod grafem funkce f(x) =
(—1,1).




Nevlastni integraly
00000Oe

na intervalu

Ur&ete plochu pod grafem funkce f(x) =
(—1,1).

Funkece f(x) = ﬁ je na intervalu (—1,1) neohrani¢end a suda.

Plochu vypotitdme jako dvojndsobek plochy na intervalu [0, 1).
1 1 1
P = 2/ ———dx =2 arcsinx |, =2 <( lim arcsin x) — arcsin 0
0 1— X2 x—1—

= 2 (arcsin1 — arcsin0) = 2 <72T - 0) =.

)



Nevlastni integraly
00000Oe

na intervalu

Ur&ete plochu pod grafem funkce f(x) =

(~1,1).

|
<
N

Reseni

Funkece f(x) = \/7 je na intervalu (—1,1) neohrani¢end a suda.
Plochu vypotitdme jako dvojndsobek plochy na intervalu [0, 1).

1

1

P = 2/ ———— dx = 2| arcsin x](l) =2 <( lim arcsin x) — arcsin 0)
0 1 —X2 x—1—

= 2 (arcsin1 — arcsin0) = 2 <72T — 0) =

V tomto pfipadé limita ani neni potreba protoZe primitivni funkce
F(x) = arcsin x k funkci f(x) = \/7 je spojitd v bodé x =1 a

tedy P:fil]_\/ll_jdxz [arcsinx]l_lzg— <—72T> = .




Nekoneéné fady

Plan predndasky

© Nekonetné tady
@ Z3kladni pojmy
@ Nekonelné fady s nezdpornymi &leny
o Kritéria konvergence
o Rady absolutn& a relativn& konvergentn{



00000000
V této kapitole se budeme v&novat souétiim nekoneéné mnoha
s¢itanct — bud &isel nebo mocnin. Jako motivace ndm miize
slouzit geometricka ¥ada, kterou jisté znate ze st¥edni 3koly,
p¥ipadn& Tayloriv polynom funkce f(x) pro libovoln& velkd n. To
nasledn& vede k vyjad¥eni (tedy i obracen&, k mozné definici) viech

elementdrnich funkci pomoci polynomi nekone&ného stupng, tedy
pomoci nekoneénych mocninnych ¥ad.




00000000
V této kapitole se budeme v&novat souétiim nekoneéné mnoha
s¢itancli — bud' &isel nebo mocnin. Jako motivace ndm miize
slouzit geometricka ¥ada, kterou jisté znate ze st¥edni 3koly,
p¥ipadn& Tayloriv polynom funkce f(x) pro libovoln& velkd n. To
nasledn& vede k vyjad¥eni (tedy i obracen&, k mozné definici) viech
elementdrnich funkci pomoci polynomi nekone&ného stupng, tedy
pomoci nekoneénych mocninnych ¥ad.
Budeme pracovat s posloupnosti redlnych &isel

{30,31,32,...73,1,. } = {a"}:iO'

Definice (Nekoneéna ¥ada)

pv4 o0 e Ve
Soucet tvaru ag + a; + a» + - " +ap+:--= Zn:o an nazyvame
nekone&nou (&iselnou) ¥adou. Cislo a,, se nazyva n-ty ¢len.
Cislos,:=ap+ar+a+---+ an, n=20,1,2,... se nazyva

n—ty Caste€ny soucet této nekoneéné fady.




Nekoneéné fady
0@000000

Geometricka ¥ada

Geometrickd ¥ada je soucet tvaru

oo
3+aq+aq2+aq3+---+aq”+--.:Zaqn,
n=0

jsou pevné zv 3 &isla, j éna ¥
kde a, g € R jsou pevné zvolend Cisla, je to tedy nekonetnd ¥ada
pro a, := aq". Cislo g se nazyvd kvocient geometrické ¥ady,
pfi¢emZ g mize byt kladné &i zaporné.



Nekoneéné fady
0@000000

Geometricka ¥ada

Geometrickd ¥ada je soucet tvaru

oo
3+3q+3q2+3q3+~-+aq”+--.:Zaq",
n=0

kde a, g € R jsou pevné zvolend Cisla, je to tedy nekonetnd ¥ada
pro a, := aq". Cislo g se nazyvd kvocient geometrické ¥ady,
pfi¢emZ g mize byt kladné &i zdporné. Posloupnost &asteénych
souttl je

ss,=a+aq+ag*+---+aq" ! +aq",
odkud gs, = aq + aq® + ag® + - - - + ag" + ag"! a odettenim
dostaneme

sn(l—q)=a(l—q""").

Pro g =1 je ztejmé& s, = (n+ 1)a, je-li ¢ # 1, potom je
1— qn+1

Sp—a
n 1_q



Nekoneéné fady
[e]e] Yololelele]

Soucet nekonelné fady

Definice

Existuje-li vlastni limita lim,_,. s, = s, potom Fikdme, Ze
4 YA [ee] . v 7 7w
nekonetna Yada )~ a, konverguje k &islu s, nebo také Ze
ma soucet s, a piSeme
o
g anp =Ss.
n=0




Nekoneéné fady
[e]e] Yololelele]

Soucet nekonelné fady

Definice

Existuje-li vlastni limita lim,_,. s, = s, potom Fikdme, Ze
4 YA [ee] . v/ 7w

nekonetna Yada )~ a, konverguje k &islu s, nebo také Ze

ma soucet s, a piSeme

Existuje-li nevlastni limita lim,_, s, = oo, potom fikdme, Ze
N (e’ . . ~
nekonetna Yada ) ° , a, diverguje k 00 a piseme

o0
Z a, = too.
n=0




Nekoneéné fady
[e]e] Yololelele]

Soucet nekonelné fady

Definice

Existuje-li vlastni limita lim,_,. s, = s, potom Fikdme, Ze

4 YA [ee] . v 7 7w
nekonetna Yada )~ a, konverguje k &islu s, nebo také Ze
ma soucet s, a piSeme

Existuje-li nevlastni limita lim,_, s, = oo, potom fikdme, Ze
N (e’ . . ~
nekonetna Yada ) ° , a, diverguje k 00 a piseme

o0
Z a, = too.
n=0

Pokud limita lim,_ - s, neexistuje, potom ¥ikdme, Ze nekonetna
fada )77 an osciluje.




Nekoneéné fady
[ee]eY Tolelele]

Véta (Konvergence a divergence geometrické ¥ady)

Geometrickd Fada Y, aq" konverguje pro a # 1, pravé kdyz
lg| < 1. V pFipadé& konvergence je pak jeji soucet

> a
E aq" = .
n=0

1-g

Dikaz.

Ztejmy z toho, Ze
1— qn+1

1-gq

Posloupnost {q”+1}:io konverguje k 0, pravé kdyz je |g| < 1, k oo
pro g > 1 a nem3 limitu pro g < —1. Odtud pro |g| < 1 dostadvdme

S, =a

a

lim s, = .
n—o0 1—gq




Nekoneéné fady
0000®000

Jestlize ma dana nekonetnd ¥ada konvergovat, musi se zfejmé jeji
¢leny postupn& zmensovat (v absolutni hodnot&) k nule, jinak by
poslouplnost &asteénych souéti nemohla konvergovat ke
kone¢nému &islu. Plati tedy nasledujici.

Véta (nutnd podminka konvergence)

Jestlize nekonend Fada >, a, konverguje, potom nutné& plati

lim a, =0.
n—o0




Nekoneéné fady
0000®000

Jestlize ma dana nekonetnd ¥ada konvergovat, musi se zfejmé jeji
¢leny postupn& zmensovat (v absolutni hodnot&) k nule, jinak by
poslouplnost &asteénych souéti nemohla konvergovat ke
kone¢nému &islu. Plati tedy nasledujici.

Véta (nutnd podminka konvergence)

Jestlize nekonend Fada >, a, konverguje, potom nutné& plati

lim a, =0.
n—o0

Konvergence fady 2, a, implikuje lims, = s € R a protoze
an = Sp — Sp+1, zfejmé& lima, = lim(s, — sp,—1) =s—s =0. O




Harmonicka ¥fada

Nekoneéné fady
00000®00

P¥edchozi podminka je skutedné pouze podminkou nutnou:
Priklad

Rada > 121 n se nazyva harmonicka (kazdy jeji ¢len je

n
harmonickym pimérem dvou sousednich €lend (tj.
1 _ 1.1 1
; — 2(3,,,1 + an+1) )




Nekoneéné fady
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Harmonicka ¥fada

P¥edchozi podminka je skutedné pouze podminkou nutnou:

Priklad

Rada Ecli% n se nazyva harmonickd (kazdy jeji €len je
harmonickym pimérem dvou sousednich €lend (tj.

i = %(ﬁ + anlﬂ) ). Z¥ejmé je lim,_oo 1 = 0, pFitom ale Yada
diverguje, nebot

1 1 1
S]_:]., 52:1+§, 54>52+2Z:1+2§
> s+ 4 1—1-1—3 L > sg+8 1—1+4 L
=3 = g~ 5 516 > %8 16 >
1
sn>1+n-§,

odkud je snadno vid&t, Ze {n};" _ diverguje.




Nekoneéné fady
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Pravidla pro nekoneéné fady

P¥imo z definice diky obodbnym vlastnostem limit plyne nasledujici
véta.

Necht nekone&né Fady Y o> qan a >, bn konverguji a necht
plati > 0" an=A,> 7"y by = B. Pak plati:




Nekoneéné fady
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Pravidla pro nekoneéné fady

P¥imo z definice diky obodbnym vlastnostem limit plyne nasledujici
véta.
Necht nekone&né Fady Y o> qan a >, bn konverguji a necht
plati > 0" an=A,> 7"y by = B. Pak plati:
© pravidlo konstantniho nasobku: pro libovolné ¢ € R nekonecnd
Fada Y 0 c.an konverguje a plati

(o] (o)
E c.a,,:cg ap, =c.A.
n=0 n=0




Nekoneéné fady
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Pravidla pro nekoneéné fady

P¥imo z definice diky obodbnym vlastnostem limit plyne nasledujici
véta.

Necht nekone&né Fady Y o> qan a >, bn konverguji a necht
plati > 0" an=A,> 7"y by = B. Pak plati:

© pravidlo konstantniho nasobku: pro libovolné ¢ € R nekonecnd
Fada Y 0 c.an konverguje a plati

(o] (o)
E c.a,,:cg ap, =c.A.
n=0 n=0

@ Pravidlo souctu a rozdilu: nekone¢nd Fada " (an £ bp)
konverguje a plati

i (an + bp) ZaniZb = A+B.
n—0




Nekoneéné fady
0000000e®

P¥edchozi vé&ta nic nefikd o soutinu (a podilu) nekonenych ¥ad.
Tato problematika je mnohem sloZitéjsi, neZ se na prvni pohled
zd4, a kolem soutinu Yad existuje celd teorie (protoze existuji rtizné
soutiny nekone&nych ¥ad). Uv&domte si totiZ, Ze p¥i ndsobeni
mnohodlentl plati

(a0 +a1+---+an) - (bo+b1+---+ by)
:aob0+aob1+"'+aobn+31b0+81b1+"'+31bn+"'+anbn,

tedy dostdvame nejen diagonalni souliny a;b;, ale také viechny
smiené souciny a;b;. A pro soutin takovychto nekonetnych
mnohotlend (tedy pro sou&in nekonetnych ¥ad) bude situace jesté
mnohem sloZit&jsi, protoZe bude zileZet na tom, jakym zplisobem
vysledny soucet jednotlivych soutind uspofaddme (viz pozdgji
uvedené priklady).



Nekoneéné fady
®000

Pro nekonecné ¥ady s nezapornymi &leny existuje nékolik kritérif
pro uréeni jejich konvergence/divergence. Viechna kritéria jsou
zaloZena na faktu, Ze pro fadu s nezdpornymi €leny je jeji
posloupnost &astecnych souctli neklesajici.



Nekoneéné fady
®000

Pro nekonecné ¥ady s nezapornymi &leny existuje nékolik kritérif
pro uréeni jejich konvergence/divergence. Viechna kritéria jsou
zaloZena na faktu, Ze pro fadu s nezdpornymi €leny je jeji
posloupnost &astecnych souctli neklesajici.

A pokud je tedy neklesajici posloupnost {Sn}:O:o shora ohraniéena,
musi mit limitu (rovnu svému supremu). Tedy kazdad nekonena
Yada s nezdpornymi &leny bud konverguje nebo diverguje k oo (.
nemiZe divergovat k —oo ani oscilovat).



Nekoneéné fady
®000

Pro nekonecné ¥ady s nezapornymi &leny existuje nékolik kritérif
pro uréeni jejich konvergence/divergence. Viechna kritéria jsou
zaloZena na faktu, Ze pro fadu s nezdpornymi €leny je jeji
posloupnost &astecnych souctli neklesajici.

A pokud je tedy neklesajici posloupnost {Sn}:O:o shora ohraniéena,
musi mit limitu (rovnu svému supremu). Tedy kazdad nekonena
¥ada s nezdpornymi &leny bud konverguje nebo diverguje k oo (.
nemiZe divergovat k —oo ani oscilovat).

Véta (srovndvaci kritérium)

Necht {an}:ozo a {bn}:ozo jsou posloupnosti nezapornych &isel,
pro které plati 0 < a, < b, pro vSechna n od jistého ng
Q Jestlize 3,7 b, konverguje, potom také konverguje Fada
2 n=0n-
Q Jestlize Y " an diverguje k 0o, potom také Fada ) ;" b,
diverguje k c.




Nekoneéné fady
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Pro pouZiti srovnavaciho kritéria je zfejmé potfeba mit v zdsobé&
néjaky soubor nekoneénych ¥ad, o kterych vime, Ze jsou
konvergentni/divergentni.

Priklad

Nekonend Yada 1+ & + & + 3 + & + -+ = oo o L konverguje
podle srovnavaciho kritéria, protoze vSechny jeji ¢leny Ize shora
omezit prislusnymi ¢leny konvergentni fady

1 1 1 <1
1414+ -+ =+ —+-.-=1 E—.
+l+s+5+55+ +n:02"

Pro soucet uvedené ¥ady pak zfejmé plati odhad
1

=1 =1
n=0 n=0 2




Nekoneéné fady
feeY Yol

Priklad

Nekoneéna ¥ada

Inl In2 In3 > Inn

1+2+3+ n
n=1

diverguje k co podle srovnavaciho kritéria, protoze jeji ¢leny lze
zdola omezit pFislusnymi &leny (divergentni) harmonické ¥ady, tj.

plati

Inn

> pro vSechna n > 2.

S|

n




P¥iklad
Nekone¢na Yada y 72 4 2 konvergUJe podle srovndvaciho kritéria,
protoZe pro n > 2 plati X 2 < n(n 7 2 Fada

= 1 = 1

konverguje, nebot jde o teleskopickou Yadu, jejiz ¢aste€né soutty
maji tvar
1 1 1 1 1 1

e T T —1-
e 2T T3ttt L T 7o

a tedy lim,_o s, = 1.




P¥iklad
Nekone¢na Yada y 72 4 2 konvergUJe podle srovndvaciho kritéria,
protoZe pro n > 2 plati X 2 < n(n 7 2 Fada

o0 o
N ey Dty
s (n—1)n prt n(n+1)
konverguje, nebot jde o teleskopickou Yadu, jejiz ¢aste€né soutty
maji tvar
1 1 n 1 1 P 1 1 1 1
S = _ = _— = o _ — — —
! 2 2 3 n n+1 n+1

a tedy lim,_o s, = 1.
Soucet Yady je Y o7, 2 je tedy shora omezen &islem 2.




P¥iklad
Nekone¢na Yada y 72 4 2 konvergUJe podle srovndvaciho kritéria,
protoZe pro n > 2 plati X 2 < n(n 7 2 Fada

= 1 = 1

konverguje, nebot jde o teleskopickou Yadu, jejiz ¢aste€né soutty
maji tvar
1 1 1 1 1 1

=14 4.4 —1_
e 2T T3ttt L T 5ol

a tedy lim,_o s, = 1.

Soucet Yady je Y o7, 2 je tedy shora omezen &islem 2.
Vydisleni této Fady je z historie zndmo jako basilejsky problém,
ktery vy¥esil v roce 1735 Leonhard Euler (diikaz viz wikipedia
nebo si potkejte na Taylorovy a Fourierovy ¥ady).




Nekoneéné fady

Véta (integrélni kritérium)

Necht >~7° ; an je nekone¢nd Yada s nezdpornymi &leny. Necht f(x)
Je funkce definovand na intervalu [N, c0) pro n&jaké N € [0, c0),
ktera je na tomto intervalu nezapornad, nerostouci a plati

f(n) = an pro vSechna n > N.

Potom

9 [e'e)
Z a, konverguje & / f(x)dx konverguje,
n=0

Z ap diverguje k oo & / f(x) dx = oc.
n=0




Nekoneéné fady
C

Priklad

Harmonicka ¥ada )7 ; % diverguje k co podle integralniho

kritéria, protoZe funkce f(x) := L je na intervalu [1,00) kladna,
klesajici a plati f(n) = % pro n > 1, pfi¢emZ je nevlastni integral

*1
/ — dx = oo.
1 X




Nekoneéné fady
C

co 1
n=1 nP

Ur&ete, pro které mocniny p € R nekonena ¥ada )
konverguje Ci diverguje.




Nekoneéné fady
C

o 1
n=1 nP

Ur&ete, pro které mocniny p € R nekonena ¥ada )
konverguje Ci diverguje.

Reseni

Pro p < 0 jde o ¥adu ;7 ; n~P, kterd md nezdporné rostouci,
proto diverguje k oo. Rovnéz v pripadech p = 0,1 ¥Yada zfejmé
diverguje.




Nekoneéné fady
C

o 1
n=1 nP

Ur&ete, pro které mocniny p € R nekonena ¥ada )
konverguje Ci diverguje.

Reseni

Pro p < 0 jde o ¥adu ;7 ; n~P, kterd md nezdporné rostouci,
proto diverguje k oo. Rovnéz v pripadech p = 0,1 ¥Yada zfejmé
diverguje.

Pro p > 0,p # 1 je funkece f(x) = X—lp na intervalu [1, 00) kladna,
klesajici a plati f(n) = n—lp pro n > 1. Vy3etfime konvergenci

nevlastniho integralu [~ L dx. Mame

@ q x P+l 7 . xP 1
—dx = = lim — .
1 XxP —p+1 1 x—ool—p 1—p




Nekoneéné fady
C

o 1
n=1 nP

Ur&ete, pro které mocniny p € R nekonena ¥ada )
konverguje Ci diverguje.

Regenf

Pro p < 0 jde o ¥adu ;7 ; n~P, kterd md nezdporné rostouci,
proto diverguje k oo. Rovnéz v pripadech p = 0,1 ¥Yada zfejmé
diverguje.

Pro p > 0,p # 1 je funkece f(x) = X—lp na intervalu [1, 00) kladna,
klesajici a plati f(n) = n—lp pro n > 1. Vy3etfime konvergenci

nevlastniho integralu [~ L dx. Mame

@ q x P+l 7 x1=pP 1
/ —dx = = lim — .
1 XxP —p+1 1 x—ool—p 1—p
Odtud snadno plyne divergence pro p > 1 a konvergence pro
p < (0,1).




Nekoneéné fady
C

Véta (podilové kritérium)

Necht "7 ; an je nekone&nd Fada s kladnymi &leny a
predpokladejme, Ze existuje (vlastni nebo nevlastni) limita

. dn+1
lim L —

n—oo  ap




Nekoneéné fady
C

Véta (podilové kritérium)

Necht "7 ; an je nekone&nd Fada s kladnymi &leny a
predpokladejme, Ze existuje (vlastni nebo nevlastni) limita

. dn+1
lim L —

n—oo  ap

Potom
© tato Fada konverguje, pokud je q < 1,
@ tato Fada diverguje k oo, pokud je g > 1 nebo q = oo,
@ tento test nedivd odpovéd , pokud je q = 1.




C
Priklad

Pro nekoneénou fadu

nl 120 31 4l
+tmtEtato

1
n=1
plati
+1)!
aoit _ I _ (4Dl (nfD)onln
a, o T (n+D)moal T (n+1)".(n+1).nl

nn

n" n n 1 1 1<1
p— pr— pr— f— _— —
RV RSy ) L (e L

pricemz ve vypoctu jsme pouzili limitu definujici Eulerovo &islo e.
Uvedena fada tedy konverguje podle podilového kritéria.




Nekoneéné fady
C

V&ta (odmocninové kritérium)

Necht » "> an je nekonecnd Fada s nezapornymi &leny pro
vsechna n > N pro n&jaké N € NU {0} a pFedpoklddejme, Ze
existuje (vlastni nebo nevlastni) limita limp_o /an = q.




Nekoneéné fady
C

V&ta (odmocninové kritérium)

Necht » "> an je nekonecnd Fada s nezapornymi &leny pro
vsechna n > N pro n&jaké N € NU {0} a pFedpoklddejme, Ze
existuje (vlastni nebo nevlastni) limita lim,_.o /a, = q.
Potom

© tato rada konverguje, pokud je q < 1,

@ tato Fada diverguje k oo, pokud je g > 1 nebo q = oo,

© tento test neddvd odpovéd, pokud je g = 1.




P¥iklad
Pro nekoneénou fadu

e 1 1 3 1 5 1 7 .
anoan:§+27+§+27+§+27+7+...,tj.

, pro n liché,
an =

NERNE

, pro n sudé,

s podilovym kritériem neuspé&jeme,




C
Priklad

Pro nekoneénou fadu
e 1 1 3 1 5 1 7 .
anoan:§+27+§+27+f+27+7+...,tj.

, pro n liché,
an =

NERNE

, pro n sudé,

s podilovym kritériem neusp&jeme, zatimco odmocninové kritérium
pouZit Ize, nebot

n . L,
/o5 = ‘f, pro n liché,
Van = 1 _1
/55 = 5 pro n sudé.
. 0 v
Plati tedy nerovnosti % < a, < @ pro viechna n € N.

Limita vyrazu na pravé strané se spolte pres exponencidlni funkci a
, . . . . 1
I'Hospitalovo pravidlo: lim, o v/n = lim,_o nn =

1

=el=1.

nn

n

sl

Inn _ elim,,_,oo _ elimn_,oo

. 1
lim,—oo €n



Nekoneéné fady
C

Priklad

Vsimnéte si, Ze podilové ani odmocninové kritérium nelze pouil't
pro vySet¥eni konvergence/divergence nekone&né ¥ady > °°
protoZe pro podilové kritérium je

n= 1nP'

1
_ antl1 . (n+1)p . n p_
g= lim = lim ~—— = lim =

n—oo g n—0o0 _— n—oo
n nP

n \P
n—oo n—+ 1




Nekoneéné fady
C

Priklad

Vsimnéte si, Ze podilové ani odmocninové kritérium nelze pouil't
pro vySet¥eni konvergence/divergence nekone&né ¥ady > °°

n=1 nP'
protoZe pro podilové kritérium je

1
. dn+1 . (n+1)P . n p
g= lim = lim ~—— = lim =
n—oo  a, n—oo n—oo \ n-+1

P
:<Iim n ) —1P =1,
n—oo n—+ 1

a pro odmocninové kritérium je

: . 1\’
= Jim, v = Jm = im (57 ) =

B 1 Y_1 o,
 \limpooo/n/) 1P 7

Zde jsme opét pouzili limitu lim,_ o /n = 1.




Nekoneéné fady

Alternujici fady

Uved me je$t& kritérium konvergence pro nekone&né ¥ady, jejich?
¢leny méni znaménka.

Necht {a,,} _ o Je posloupnost nezapornych ¢isel. Potom se
nekone&nd rada ag—ait+a—az+---=y -o(—1)"an, pFipadng
—ag+a—a+a— = Zn_ ( )"Jrl an, nazyva

alternujici ¥ada.




Nekoneéné fady

Alternujici fady

Uved me je$t& kritérium konvergence pro nekone&né ¥ady, jejich?
¢leny méni znaménka.

Necht {a,,} _ o Je posloupnost nezapornych ¢isel. Potom se
nekone&nd rada ag—ait+a—az+---=y -o(—1)"an, pFipadng
—ag+a—a+a— = Zn_ ( )"Jrl an, nazyva

alternujici ¥ada.

Pro alternujici ¥ady se nutnd podminka pro konvergenci stav4 i
podminkou postaujici.

Jestlize je {a,,}:io nerostouci posloupnost kladnych &isel, potom
nekone&nd alternujici ¥ada >~ ;" (—1)" a, konverguje, pravé kdyz
plati lim,_~(—1)"a, = 0.




Nekoneéné fady

Rady absolutn& a relativn& konvergentn{

Nejprve si v§imnéme, Ze pokud konverguje ¥ada absolutnich
hodnot, potom konverguje plivodni fada.

JestliZe konverguje Fada "2 o |an

> o @n-

, potom konverguje také rada




Nekoneéné fady

Rady absolutn& a relativn& konvergentn{

Nejprve si v§imnéme, Ze pokud konverguje ¥ada absolutnich
hodnot, potom konverguje plivodni fada.

, potom konverguje také rada

JestliZe konverguje Fada "2 o |an

> o @n-

Diikaz.

Z¥ejmé pro kazdé n plati nerovnosti

—lan| < an < lan|,= 0 < ap+ |an| < 2|a,|. Tedy pokud >~77 ) |an|
konverguje, konverguje také Yada > ,° ;2 |an| (podle pravidla
konstantniho nasobku). A déle, podle srovnavaciho kritéria,
konverguje také fada > 7, (an + |a,,]). A protoZe plati rovnost

an = (an + |an|) — |a|, mdme

S 0an =D meo (an =+ |anl) — Y5 lan|, odkud dostavame ¥adu
>0 o an jako rozdil dvou konvergentnich ¥ad. Tedy tato Yada také
konverguje podle pravidla rozdilu. [




Nekoneéné fady

Poznamka

Opatna implikace ve vété zfejmé neplati, protoZe napt. alternujici
harmonickd Yada > 0° ; (—1)"~1 L konverguje ale ptislugnd ¥ada
absolutnich hodnot je harmonlcka fada Zoo_l -, ktera diverguje k
ooy




Nekoneéné fady

Poznamka

Opacnd implikace ve vét& zfejmé neplati, protoZe nap¥. alternujici
harmonickd Yada > 0° ; (—1)"~1 L konverguje ale ptislugnd ¥ada
absolutnich hodnot je harmonicka ¥ada >°° . 1, ktera diverguje k

n=1 n>
w,

Definice

Rada > 2o an konverguje absolutng (je absolutn& konvergentni),
pokud konverguje pFislusna fada absolutnich hodnot, tj. pokud
konverguje fada Y7 4 |an|.

Jestlize nekonend ¥ada ) 2, a, konverguje, ale nekonverguje
absolutng, potom ¥ikdme, Ze tato ¥ada konverguje relativné (je
relativn& konvergentni).




Priklad

Q Alternujici harmonicka ¥ada >0, (—=1)""1 L konverguje
relativné.




P¥iklad
Q Alternujici harmonicka ¥ada >0, (—=1)""1 L konverguje
relativné.
@ NekoneZnd ¥ada > °° , (—1)"1 % konverguje absolutng,

~ 7 v s v g o0 1
protoZe ptisludnd Fada absolutnich hodnot » %,
konverguje.




P¥iklad
Q Alternujici harmonicka ¥ada >0, (—=1)""1 L konverguje
relativné.
@ NekoneZnd ¥ada > °° , (—1)"1 % konverguje absolutng,

~ 7 v s v g o0 1
protoZe ptisludnd Fada absolutnich hodnot » %,
konverguje.




P¥iklad
Q Alternujici harmonicka ¥ada >0, (—=1)""1 L konverguje
relativné.
@ NekoneZnd ¥ada > °° , (—1)"1 % konverguje absolutng,

~ 7 N % g o0 1
protoZe ptisludnd Fada absolutnich hodnot » %,
konverguje.

Rozdil mezi absolutn& a relativn& konvergentni Fadou je zejména v
tom, Ze ¢leny absolutné konvergentni fady miizeme libovolné&
preskladavat a nejenze dostaneme opét konvergentni ¥adu, ale tato
nova presklddand ¥ada bude mit stejny soulet jako ¥fada plvodni.
Naproti tomu &leny relativné konvergentni ¥Yady nelze preskldddvat
vilbec. Lze totiz jednoduse ukdzat, Ze rliznym preskladanim téze
relativné konvergentni ¥ady lze vytvoFit ¥fadu divergujici k +oo,
konvergujici k libovolné pfedem zvolenému redlnému &islu, &i Fadu
oscilujici. To vyplyva z toho, Ze v relativné konvergentni ¥adé musf
byt soulet v8ech kladnych ¢&lenl oo a souéet viech zapornych &leni
—00, a pfi tom musi ¢leny samotné konvergovat k nule.



Nekoneéné fady

Souéin ¥ad

Ptiklad

V tomto p¥ikladu si ukdZeme, Ze i kdyZ ob& ¥fady Y " a, a
Y021 by konverguji, potom ¥ada > 77, (an. by) konvergovat
nemusi.

UvaZujme nekone¢né Yady, kde a, = b, := (—1)"! \1[ Potom
jsou pfislusné nekoneéné fady konvergentni, coz plyne z
Leibnitzova kritéria, zatimco fada soudini

>~ (an b= 3 (0 o) Zf

diverguje k oo




Nekoneéné fady

P¥iklad

Na druhou stranu muZe nastat i situace, Ze takovato fada soudint
Y021 (an. cn) konverguje, prestoze jedna z ¥ad Y7 an
nekonverguje. Vezméme si nap¥. fadu

%9 [e'e) 1
E Ch = —ﬁ,
n=1 n=1

kterd diverguje k oo, zatimco fada soudinii

> Gone =3 (-1

n=1 n=1

Sl
S
‘.-
S
N—
Il
(e
0
—
~
3
A
S|

konverguje
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