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Nekoneéné fady
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@ Nekonetné vady
@ Taylorovy a Maclaurinovy ¥ady



Nekoneéné fady
©0000

Pokud se v Taylorové polynomu budou brat &leny se stéle vy$&imi
derivacemi (az do nekonetna), dostaneme Taylorovu ¥adu
prisludnou k dané funkci f(x).

Definice (Taylorova a Maclaurinova ¥ada)

Necht f(x) je funkce, kterd m3d na n&jakém intervalu (obsahujicim
bod xg jakoZto vnit¥ni bod) derivace viech ¥adi. Taylorova ¥ada se
stfedem v bod& xp pFisludnd k funkci f(x) je mocninnd ¥ada
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Tzn. Taylorova fada je mocninnd ¥ada se stfedem v bod€ xp a
.. ()

koeficienty a, = f n(!XO).

Pokud je xp = 0, potom se Taylorova fada nazyva

Maclaurinovou fadou pfislusnou k funkci f(x).

= f(x0) + f'(x0) (x — x0) + (x — x0)* +

(X — X0)3 +




Nekoneéné fady
0@000
Priklad

@ ProtoZe ma funkce f(x) = sin x derivace vech ¥adl a
hodnoty funkce sin x a jejich derivaci v bodé xop = 0 jsou
postupné 0, 1, 0, —1, 0, 1, 0, —1, atd., Maclaurinova ¥ada pro
funkci sin x je tvaru

(e.9]
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Jeji polomér konvergence je R = oc.




Nekoneéné fady
0@000
Priklad

@ ProtoZe ma funkce f(x) = sin x derivace vech ¥adl a
hodnoty funkce sin x a jejich derivaci v bodé xop = 0 jsou
postupné 0, 1, 0, —1, 0, 1, 0, —1, atd., Maclaurinova ¥ada pro
funkci sin x je tvaru
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n

Jeji polomér konvergence je R = oc.

@ Protoze ma funkce f(x) = e* derivace viech ¥adi a hodnoty
funkce e~ a jejich derivaci v bod& xp = 0 jsou vSechny rovny
1, Maclaurinova ¥ada pro funkci €* je tvaru

(e}

Low_, 1 1 1 1
z;)n! +x+§x+§x+—x +§X+
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Jeji polomér konvergence je R = oc.




Nekoneéné fady
00®00
Ptiklad

Funkce .

e < rox #0

F(x) = ; pro x # 0,

0, pro x = 0,
je spojita a ma derivace vech ¥adl na celém R. V bodé xg =0
toto Ize ukdzat pomoci vypo&tu jednostrannych derivaci f/(0) a
f1(0), f”(0) a £’(0). Zejména jsou viechny tyto derivace v bod&
xp = 0 rovny 0. Tedy p¥islusnd Maclaurinova ¥ada je tvaru

(0.0}
f(m(0 0 0
> © i —0r0.x+22+ 83420
n! 2 3!
n=0
Tedy jedna se o nulovou ¥adu, kterd samozfejmé konverguje pro

vdechna x € R k nulové funkci s(x) = 0, kterd neni rovna pivodni
funkei f(x).




Nekoneéné fady
[ee]eY To)

Otdzku, kdy Taylorova (Maclaurinova) ¥ada funkce f(x)
konverguje k funkci f(x), zodpovidd nésledujici tvrzeni, které je
bezprostfednim disledkem obdobné véty o Taylorové polynomu.

Véta (o konvergenci Taylorovy ¥ady)

@ Taylorova Fada funkce f(x) konverguje na svém
konvergen&nim intervalu | k funkci f(x), tj. plati rovnost

> £(n)
f(x) = Z o) (x —x0)" pro viechna x € I,

& pro posloupnost Taylorovych zbytkii {Rn(x)}:io plati
limp—o0o Ra(x) =0 pro viechna x € .




Nekoneéné fady
[ee]eY To)

Otdzku, kdy Taylorova (Maclaurinova) ¥ada funkce f(x)
konverguje k funkci f(x), zodpovidd nésledujici tvrzeni, které je
bezprostfednim disledkem obdobné véty o Taylorové polynomu.

Véta (o konvergenci Taylorovy ¥ady)

@ Taylorova Fada funkce f(x) konverguje na svém
konvergen&nim intervalu | k funkci f(x), tj. plati rovnost

> £(n)
f(x) = Z o) (x —x0)" pro viechna x € I,

& pro posloupnost Taylorovych zbytkii {Rn(x)}:io plati
limp—o0o Ra(x) =0 pro viechna x € .
Q@ Zejména, pokud jsou viechny derivace f(")(x) stejn&
ohrani¢ené na intervalu |, potom Taylorova Fada konverguje k
f(x).
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Maclaurinovy fady elementarnich funkci

sinx:ioj(_il)nxm”rl pro x € R

(2n+1)! )
n=0
o0

_1)n
cos X = Z ((2,3! x3" pro x € R.
n=0
= 1
X:me” pro x € R.

n=0
o~ (—1)"

In(1+x) = Z x" pro x € (—1,1].
n=1 n

1

o0
l_X:Zx" pro x € (—1,1).
n=0

1 o0
T :Z(—l)”x" pro x € (—1,1).

—_ N
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© Aplikace nekonetnych ¥ad



Aplikace nekoneénych ¥ad

Nekone&né ¥ady (a to Yady &iselné i Yady funkci) maji mnoho
aplikaci. Mezi jinymi jde o:

@ priblizné vypolty funkénich hodnot
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Nekone&né ¥ady (a to Yady &iselné i Yady funkci) maji mnoho
aplikaci. Mezi jinymi jde o:

@ priblizné vypolty funkénich hodnot

@ aproximace funkci
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Aplikace nekoneénych ¥ad

Nekone&né ¥ady (a to Yady &iselné i Yady funkci) maji mnoho
aplikaci. Mezi jinymi jde o:

@ priblizné vypolty funkénich hodnot

@ aproximace funkci

@ vypocet limit

@ vypocet integrald vyssich funkci




Aplikace nekoneénych ¥ad

Nekone&né ¥ady (a to Yady &iselné i Yady funkci) maji mnoho
aplikaci. Mezi jinymi jde o:

p¥iblizné vypolty funkénich hodnot

aproximace funkci

vypodet integrall vyssich funkci

°
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@ vypocet limit
°
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¥eSeni diferencidlnich rovnic
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Aplikace nekoneénych ¥ad

Nekone&né ¥ady (a to Yady &iselné i Yady funkci) maji mnoho
aplikaci. Mezi jinymi jde o:

p¥iblizné vypolty funkénich hodnot

aproximace funkci

vypodet integrall vyssich funkci

°
°
@ vypocet limit
°
°

¥eSeni diferencidlnich rovnic

Pomoci prvnich n &lenli Taylorova rozvoje uréete ptibliznou
hodnotu

ove (n=5),
o /245 (n=2).




Aplikace nekoneénych ¥ad

P¥i odhadech hodnot funkci je samozfejmé potfeba znat i
poZadovanou pfesnost, resp. umét (shora) odhadnout chybu, jiz se
dopoustime.

Je-li {a,,}iozl nerostouci posloupnost nezapornych ¢&isel spliiujici
lima, = 0, pak pro zbytek R, = (—1)"ans1 + (=1)"* a0 + - -
alternujici Fady >_(—1)""1a, plati, Ze

|Rn| < ant1-




Aplikace nekoneénych ¥ad

P¥i odhadech hodnot funkci je samozfejmé potfeba znat i
poZadovanou pfesnost, resp. umét (shora) odhadnout chybu, jiz se
dopoustime.

Véta

Je-li {an}zozl nerostouci posloupnost nezapornych ¢&isel spliiujici
lima, = 0, pak pro zbytek R, = (—1)"ans1 + (=1)"* a0 + - -
alternujici Fady >_(—1)""1a, plati, Ze

|Rn| < ant1-

Véta

Necht >~ a, je &iselnd Fada, pro niZ plati

| an+1

|<g<1,
an

pak pro zbytek této Fady plati |R,| < |an| - qu'




Aplikace nekoneénych ¥ad

Vypottéte sin 18° s chybou menéi nez 104,




Aplikace nekoneénych ¥ad

Vypottéte sin 18° s chybou menéi nez 104,

Regeni

S vyuzitim Maclaurinovy ¥ady pro sin x dostdvame po dosazenf{
x = &
— 10

LT T 1 x 1
sin— = — — —

_ et BT UL I
10 10 3!(10) 5! 10)
Podle véty o odhadu zbytku alternujici ¥ady vidime, Ze stadi vzit
prvni dva ¢leny ¥ady, nebot

1 x 7
|Ro| < ang1 = — >

- - —4
51100 = 120,105 <10




Aplikace nekoneénych ¥ad

Vypottéte sin 18° s chybou menéi nez 104,

Regeni

S vyuzitim Maclaurinovy ¥ady pro sin x dostdvame po dosazenf{
o % 1 1

. 7r T3 T \5

sin— = — — —(— ()5

N6~ 10 3t Taln
Podle véty o odhadu zbytku alternujici ¥ady vidime, Ze stadi vzit
prvni dva ¢leny ¥ady, nebot

1 x 7

R: 1= (=) == <107%
IRe| < an1 = 51(35)" = 155 105 < 10
Dostavame tak odhad

o T 1 73

sin18 e 3!(10) ~ 0, 309.
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Vypocet limit

sin x
~ -

Vypoctéte limitu limy_,q
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Vypocet limit

Priklad

Vypottéte limitu lim,_q X

% °

v
Regeni

Z rozvoje sin x dostaneme

odkud snadno ziskdme vyslednou limitu rovnu jedné.

N




Aplikace nekoneénych ¥ad

Vypocet limit

Priklad

sin x
~ -

v
Regeni

Z rozvoje sin x dostaneme

Vypoctéte limitu limy_,q

odkud snadno ziskdme vyslednou limitu rovnu jedné.

Priklad

Vypoctéte limitu

lim (x — x? In(l + %))

X—00

\




Aplikace nekoneénych ¥ad
Integraly vyssich funkci

Priklad

smx

Primitivni funkce k funkci

sin x _ 1 1 5 1 1
/x dx—/X-<x—3!x —|—ax ﬂx—k >dx

1x3 1x° (—1)" ot
=X"33 ey TCT Z PIFEI NI TR

je funkce

V.




Aplikace nekoneénych ¥ad
Integraly vyssich funkci

Priklad

smx

Primitivni funkce k funkci

sinx 1 1 5 1 5 1 4
/x dx—/X-<x—3!x —|—ax—ﬂx + ... ) dx

1 1x° (=1)" 2n+1
=X"33 ey TCT Z2n+1) IR R

je funkce

P¥iklad

< <
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<
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<
<
—
~
N
Tla
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<
N
<
|
\

4).

P¥iblizn& vypottéte [;/°

\




Aplikace nekoneénych ¥ad

Basilejsky problém

P¥iklad (Leonhard Euler, 1735)

Urcete soudet Ciselné Yady

(e.9]

Z =14, +1+i+i+
= 9" 16




Aplikace nekoneénych ¥ad

Basilejsky problém

P¥iklad (Leonhard Euler, 1735)

Ur&ete soulet &iselné Fady

Z =1+ +1+i+i+
n2 9 ' 16

|
K
N
A

Reseni

Funkce S"X m3 rozvoj $nX =1 — ix + 5 LE — ,x6—|—.... Jeji

kofeny j JSOU ziejmé =+, j:27r j:37r 447, atd. a tedy tuto funkci
Ize rozloZit na (nekonegny) soutin kofenovych &initeld

(-2 02 g) ()
-(-2) (- 3) (- 5m) ()
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ReZenf (dokon&eni)

Porovnanim koeficientfi u x> (po roznasobeni) dostaneme

3! 72 472 9x2  16mw2
¢ili po vynasobeni &islem —72 dostaneme

w2 1 1 1 1
T T s .
6 IR T Zn2
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© Aproximace pomoci Fourierovych ¥ad
@ Vzdilenost funkci
@ Ortogonalni systémy
@ Fourierovy fady



Aproximace pomoci Fourierovych ¥ad

Fourierovy ¥ady

P¥ijemné vlastnosti mocninnych ¥ad zaroven poukazuji na hranice
Jjejich pouzitelnosti p¥i modelovdni zavislosti néjakych praktickych
jevi nebo procesli. Zejména neni mozné pomoci mocninnych ¥ad
dob¥e modelovat po &astech spojité funkce. Jak uvidime vzapéti, je
moZné pro konkrétnéji vymezené pot¥eby nachdzet lepsi sady
funkci f,(x) nez jsou hodnoty f,(x) = x". Nejznamé&jsimi p¥iklady
jsou Fourierovy fady pouZivané pro aproximaci periodickych funkci
a tzv. wavelety.



Aproximace pomoci Fourierovych ¥ad
®00
Definice

Pro pevny interval | = [a, b], kone&ny nebo nekone¢ny, definujeme
kvadrat vzdalenosti funkci na [ takto:

b
If —gl” = /a 1f(x) — g(x)|? dx.

Samoziejmé je tfeba predpokladat, Ze tento Riemanniyv integral
existuje. Velikost ||f|| funkce f je pak jeji vzdalenost od funkce
nulové, tj.

b
IFI? = / 1) dx.




Aproximace pomoci Fourierovych ¥ad
®00
Definice

Pro pevny interval | = [a, b], kone&ny nebo nekone¢ny, definujeme
kvadrat vzdalenosti funkci na [ takto:

If —gl? = / 1£(x) — g(x)|? dx.

Samoziejmé je tfeba predpokladat, Ze tento Riemanniyv integral
existuje. Velikost ||f|| funkce f je pak jeji vzdalenost od funkce

nulové, tj.
b
IFI? = / 1) dx.

Funguje dob¥e pro mnoZinu S = S|a, b] omezenych a po &astech
spojitych realnych funkci na /.




Aproximace pomoci Fourierovych ¥ad
oeo

Z vlastnosti integralu plyne, Ze S je vektorovy prostor a Ze nami
pravé uvazovana velikost je odvozena z dobfe definovaného
skalarniho soudinu, tj. symetrického bilinedrniho zobrazeni

b
(Fe) = / F(x)g(x) dx.

s pFislugnymi vlastnostmi.



Aproximace pomoci Fourierovych ¥ad
oeo

Z vlastnosti integralu plyne, Ze S je vektorovy prostor a Ze nami
pravé uvazovana velikost je odvozena z dobfe definovaného
skalarniho soudinu, tj. symetrického bilinedrniho zobrazeni

b
(Fe) = / F(x)g(x) dx.

s pFislugnymi vlastnostmi.

V kone&nérozmé&rném pfipadé jsme takto definovali velikost
vektorli. Nyni je to naprosto stejné a pokud ziZime nasi definici na
vektorovy prostor generovany nad redlnymi &isly jen kone¢n& mnoha
funkcemi f1,..., fx, dostaneme opé&ét dob¥e definovany skalarni
soudin na tomto kone¢nérozmérném vektorovém podprostoru.



Aproximace pomoci Fourierovych ¥ad
ooe

Mame-li generatory g; s vlastnosti

0 proi#j

(& 85) = . o
pro 1 =y

hovofime o tzv. ortonormalni bazi (pracujeme také s
ortogondlnimi).



Aproximace pomoci Fourierovych ¥ad
ooe

Mame-li generatory g; s vlastnosti

0 proi#j
(gi,8j) = e
1 proi=y
hovofime o tzv. ortonormalni bazi (pracujeme také s
ortogondlnimi).
Grammova—Schmidtova ortogonalizace, kterad z libovolného
spoletného systému generdtort f; vytvoFi nové ortogonalni
generatory g; téhoZ prostoru, tj. (g, gj) = 0 pro viechny i # j.



Aproximace pomoci Fourierovych ¥ad
ooe

Mame-li generatory g; s vlastnosti

0 proi#j
<gi7gj> = . .
1 proi=y
hovofime o tzv. ortonormalni bazi (pracujeme také s
ortogondlnimi).
Grammova—Schmidtova ortogonalizace, kterad z libovolného
spoletného systému generdtort f; vytvoFi nové ortogonalni
generatory g; téhoZ prostoru, tj. (g, gj) = 0 pro viechny i # j.
Spotteme je postupné: g = f; a formulemi

(for1,8i)

grr1=frpr+ a8+ +ag, ai= “Tlal?
1

pro ¢ > 1.



Aproximace pomoci Fourierovych ¥ad
ooe

Mame-li generatory g; s vlastnosti

0 proi#j
(& 85) = . o
pro i =j

hovofime o tzv. ortonormalni bazi (pracujeme také s
ortogondlnimi).

Grammova—Schmidtova ortogonalizace, kterad z libovolného
spoletného systému generdtort f; vytvoFi nové ortogonalni
generatory g; téhoZ prostoru, tj. (g, gj) = 0 pro viechny i # j.
Spotteme je postupné: g = f; a formulemi

fé 1, 8i
841 = fp1 +ar1g1 + -+ age, ai = _<HJCE"21>
1
pro ¢ > 1.
P¥ikladem jsou nap¥. Legendreovy polynomy.



Aproximace pomoci Fourierovych ¥ad
[ JeleleTolo)

P¥ipomeiime si vyhody, které ortonormalni baze podprostorli mély
pro kone¢n&rozmérné vektorové prostory. MiZzeme pokradovat v
prikladu Legendreovych polynomi Py(x), P1(x) a Pa(x), které
generuji a Ry[x]| a uvaZovat tfeba V = R.[x]. Pro libovolny
polynom h € V bude funkce

H = <h7 h1>h1 + <h7 h2>h2 + <h7 h3>h3

jednoznaéné urlenou funkci, kterd minimalizuje vzdalenost
|lh — H|| mezi v8emi funkcemi v Ry[x].



Aproximace pomoci Fourierovych ¥ad
[ JeleleTolo)

P¥ipomeiime si vyhody, které ortonormalni baze podprostorli mély
pro kone¢nérozmérné vektorové prostory. MiiZzeme pokradovat v
prikladu Legendreovych polynomi Py(x), P1(x) a Pa(x), které
generuji a Ry[x]| a uvaZovat tfeba V = R.[x]. Pro libovolny
polynom h € V bude funkce

H = <h7 h1>h1 + <h7 h2>h2 + <h7 h3>h3

jednoznaéné urlenou funkci, kterd minimalizuje vzdalenost

|lh — H|| mezi v8emi funkcemi v Ry[x].

Koeficienty pro nejlep$i aproximaci zadané funkce pomoci funkce z
vybraného podprostoru je mozné tedy ziskat prosté integraci.
Stejné tak ale tato formule zada nejlepsi aproximaci polynomem
nejvye druhého stupné& pro libovolnou funkci h € S|a, b] ve smyslu
nasi vzdalenosti funkci na tomto prostoru.
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Posledni pt¥iklad vybizi k zobecnéni — co se stane, kdyZ zvolime
Gplné& libovolny spoletny systém linedrné nezavislych funkci v &
takovy, Ze kazdé dvé rizné z nich maji nulovy skaldrni soué&in?
Takovému systému funkci na intervalu / ¥ikdme ortogonalni
systém funkci. Jestlize jsou vSechny funkce f, v posloupnosti po
dvou ortogondlni a zdrovefi je pro viechna n velikost ||f,]| =1
normovana, hovofime o ortonormalnim systému funkci.
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0®0000

Posledni pt¥iklad vybizi k zobecnéni — co se stane, kdyZ zvolime
Gplné& libovolny spoletny systém linedrné nezavislych funkci v &
takovy, Ze kazdé dvé rizné z nich maji nulovy skaldrni soué&in?
Takovému systému funkci na intervalu / ¥ikdme ortogonalni
systém funkci. Jestlize jsou vSechny funkce f, v posloupnosti po
dvou ortogondlni a zdrovefi je pro viechna n velikost ||f,]| =1
normovana, hovofime o ortonormalnim systému funkci.

Necht tedy tvo¥i posloupnost funci f, ortogonaini systém po
Castech spojitych funkci na intervalu | = [a, b] a pfedpokladejme,
7e pro konstanty ¢, konverguje fada

00
= E Cnfn
n=1

stejnomé&rn& na /. Pak snadno vyjdd¥ime skalarni sou&in (F,f,) po
jednotlivych séitancich:

(F.£) Zcm/ X) dx = el ol
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Lze tedy otekdvat , v jakou odpovéd je mozné doufat, a tu ndm
skutetné dava nasledujici véta:

Véta

Necht f,, n=1,2, ..., je ortogonaini posloupnost funkci
Riemannovsky integrovatelnych na | = [a, b] a necht g je libovolnd
funkce, jejiZz kvadrat je Riemannovsky integrovatelny na |.
Oznaéme

b
e = [Ify]| 2 / f,(x)g(x) dx

(tzv. Fourierovy koeficienty funkce g ).
(1) Pro libovolné pevné n € N mad ze vsech linedrnich kombinaci
funkci f1, . .., f, nejmensi vzdalenost od g vyraz

h,, = Zn: C,'f,'(X).
i=1




Aproximace pomoci Fourierovych ¥ad
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Véta (pokratovani)

(2) (Besselova nerovnost) Rada &isel S°°° | c2||f,||? vZdy
konverguje a plati

(%)
>l < el
n=1

(3) Vzddlenost g od &dstecnych souttii s, = Zﬁzl cnfn jde v
limité k nule, tj.

lim |lg — s[> =0,

k—oo

tehdy a jen tehdy, kdyZ plati

(0.)
> lfal* =gl
n=1

(tzv. Parsevalova rovnost).




Aproximace pomoci Fourierovy
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pouze sudé funkce.
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Zkusme |épe porozumét vyznamu jednotlivych tvrzeni této véty.
N3$ ortogonalni systém funci je libovolny, nemiZeme ofekavat, Ze
Ize dob¥e aproximovat jakoukoliv funkci pomoci linedrnich
kombinaci funkci f;. Nap¥. kdyZ se omezime u ortogonalnich
polynom(i pouze na sudé stupné, urcité budeme dob¥e aproximovat
pouze sudé funkce.

Nicméné hned prvni tvrzeni ndm ¥ika, Ze vZdycky budeme
dosahovat nejlepsi mozné aproximace &astec¢nymi soutty.

Druhé a tfeti tvrzeni pak mizeme vnimat jako analogii ke kolmym
primétim do podprostoril vyjaddfenych pomoci soufadnic.
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Skute¢né, pokud pro nasi funkci g bodové konverguje ¥ada
F(x) =302 cnfn(x), pak je funkce F(x) kolmym prim&tem g do
vektorového podprostoru viech takovychto ¥ad.
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Skute¢né, pokud pro nasi funkci g bodové konverguje ¥ada

F(x) =302 cnfn(x), pak je funkce F(x) kolmym prim&tem g do
vektorového podprostoru viech takovychto ¥ad.

Zarovei ale naSe véta nefikd, Ze by ¢astecné soulty uvaZované fady
musely bodov& konvergovat k n&jaké funkci. Tj. Fada F(x) nemusi
byt obecn& konvergentni ani v p¥ipad&, kdy nastane rovnost v (3).
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Fourierovy ¥ady

Ptedchozi véta naznaluje, Ze umime se spotetnymi ortogondlnimi
systémy f, funkci pracovat velice podobné jako s koneénymi
ortogonalnimi bazemi vektorovych prostord, jsou tu ale zdsadni

rozdily:
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Ptedchozi véta naznaluje, Ze umime se spotetnymi ortogondlnimi
systémy f, funkci pracovat velice podobné jako s koneénymi
ortogonalnimi bazemi vektorovych prostord, jsou tu ale zdsadni
rozdily:
@ Neni snadné ¥ici, jak vypadd cely prostor konvergentnich nebo
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Fourierovy ¥ady

Ptedchozi véta naznaluje, Ze umime se spotetnymi ortogondlnimi
systémy f, funkci pracovat velice podobné jako s koneénymi
ortogonalnimi bazemi vektorovych prostord, jsou tu ale zdsadni
rozdily:

@ Neni snadné ¥ici, jak vypadd cely prostor konvergentnich nebo
stejnom&rn& konvergentnich fad F(x) =Y 72 cpfp.
@ Pro danou integrovatelnou funkci umime najit jen nejlepsi
mozné pribliZzeni takovou ¥adou F(x).
V pfipadg, Ze misto ortogonalniho systému f,, mdame systém

ortonormalni, jsou formulky ve vé&t& o néco jednodussi, Zadné dalsi
zlepSeni ale nenastane.
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Jako pékny ptiklad na integrovani Ize elementdrnimi metodami
ovéfit, Ze systém funkci

1, sinx, cosx, sin2x, cos2x, ..., sinnx, cos nx,

je ortogondlni systém na intervalu [—m, 7] (a také na kterémkoliv
jiném intervalu o délce 27r).
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Jako pékny ptiklad na integrovani Ize elementdrnimi metodami
ovéfit, Ze systém funkci

1, sinx, cosx, sin2x, cos2x, ..., sinnx, cos nx,

je ortogondlni systém na intervalu [—m, 7] (a také na kterémkoliv
jiném intervalu o délce 27r).

Rady z ptedchozi véty odpovidajici tomuto systému nazyvime
Fourierovy fady. | v obecném p¥ipadé diskutovaném vyse se nékdy
hovoti o obecnych Fourierovych ¥adach vzhledem k ortogonalnimu
systému funkci f,. Koeficienty ¢, se pak nazyvaji Fourierovy
koeficienty funkce f.
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Na intervalu [—m, 7] jsou velikosti v8ech funkci krom& prvni vidy
/7, prvni ma velikost v/27. Lze dokdzat, Ze na% systém funkci je
tplnym ortogonalnim systémem, nebudeme to zde ale dokazovat.
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Na intervalu [—m, 7] jsou velikosti viech funkci krom& prvni vZdy
/7, prvni ma velikost V2. Lze dokézat, e n4 systém funkci je
tplnym ortogonalnim systémem, nebudeme to zde ale dokazovat.
Ve smyslu vzdalenosti funkci definované pomoci naseho skalarniho
soudinu proto budou &astetné soutty Fourierovy ¥ady F(x) pro
libovolnou funkci g(x) s konenym integrdlem fabg(x)2 dx, tj.

0 oo
=3 Z: ap cos(nx) + by sin(nx))

s koeficienty

ap = 1 /ﬂ g(x)cos(nx)dx, b, = 1 /7r g(x)sin(nx) dx,

™ J_x ™ J—x

vzdy konvergovat k funkci g(x).
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Shriime nase dvahy do nasledujiciho tvrzeni.

Véta

|

Fourierova Fada libovolné integrovatelné funkce g(x) na intervalu
[—7, 7] mad vzhledem k systému

1, sinx, cosx, sin2x, cos2x, ..., sinnx, cos nx,
tvar

(0.0}
a
50 Z ap cos(nx) + by sin(nx))

s koeficienty

By = 1 /Tr g(x)cos(nx)dx, b,= 1 /7r g(x)sin(nx) dx.

T ) m
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Shriime nase dvahy do nasledujiciho tvrzeni.

|

Véta

Fourierova Fada libovolné integrovatelné funkce g(x) na intervalu
[—7, 7] mad vzhledem k systému

1, sinx, cosx, sin2x, cos2x, ..., sinnx, cos nx,
tvar

(0.0}
a
50 Z ap cos(nx) + by sin(nx))

s koeficienty

™ J)_x ™ J—m

By = 1 /Tr g(x)cos(nx)dx, b,= 1 /7r g(x)sin(nx) dx.

Je-li g(x) sudd, jsou vsechny b, nulové a je-li licha, jsou viechny
an nulové.
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Z obecnéjsich ldvah Ize odvodit, Ze z konvergence v tomto smyslu
vzdy vyplyva bodovd konvergence ¢dste¢nych souttil ve skoro
v8ech bodech x € /. Nebudeme zde ale ani vysvétlovat, co
znamena skoro viechny, ani nebudeme takovy vysledek dokazovat.
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Z obecnéjsich ldvah Ize odvodit, Ze z konvergence v tomto smyslu
vzdy vyplyva bodovd konvergence ¢dste¢nych souttil ve skoro
v8ech bodech x € /. Nebudeme zde ale ani vysvétlovat, co
znamena skoro viechny, ani nebudeme takovy vysledek dokazovat.
Jako ptiklad uved' me Fourierovu ¥adu pro periodickou funkci
vzniklou zGZenim Heavisideovy funkce na jednu periodu. Tj. nase
funkce g bude na intervalu [, 0] rovna —1 a na intervalu [0, 7]
bude rovna 1. ProtoZe jde o funkci lichou, jisté budou v8echny
koeficienty u funkci cos(nx) nulové, a pro koeficienty u funkci
sin(nx) spotteme

1 (7 2 [T 2
b, == i dx = — i dx = —(1—(-1)").
- /7r g(x)sin(nx) dx 7r/0 sin(nx) dx n7r( (="
Vysledna Fourierova ¥ada je tedy tvaru
4/ . 1. 1.
g(x) = — [ sin(x) + = sin(3x) + =sin(5x) + ...
™ 3 5

a soudet jejich prvnich péti a prvnich padesati ¢leni je na
nésledujicich dvou obréazcich.
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Vsimnéme si, Ze se zvySujicim se pottem £len(i Yady se vyrazné
spresiiuje aproximace s vyjimkou stdle se zmensujiciho okoli bodu
nespojitosti, na némz je ale maximum odchylky stale zhruba stejné.
Je to obecn3d vlastnost Fourierovych ¥ad, které se ¥ika Gibbsiv jev.

t=2 t=24.
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PovSimnéme si také, Ze v samotném bodé& nespojitosti je hodnota
aproximujici funkce pravé v poloviné mezi limitami zprava a zleva
pro Heavisideovu funkci. Nelze olekavat, Ze by konvergence pro
funkce s body nespojitosti mohla byt stejnomé&rna (to by totiz g
musela byt coby stejnomé&rnd limita spojitych funkci sama spojita!).
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Bez podrobného diikazu si uvedeme nasledujici vétu podavajici
uceleny obrdzek o bodové konvergenci Fourierovych fad. Nejde o
nutné podminky konvergence a v literatufe lze najit ¥adu jinych
formulaci. Tato je ale jednoducha a postihuje velké mnozZstvi
uzite¢nych p¥ipada.
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Véta (Dirichletova)

Necht g je po &dstech spojitd a monotonni na intervalu [—m, 7).
Pak jeji Fourierova Fada F(x) konverguje na [—m, 7| a soucet je
@ roven hodnoté& g(xg) v kaZdém bodé& xy € [—7, 7|, ve kterém
Je funkce g(x) spojit3,
@ v kaZdém bodé& nespojitosti xy funkce g(x) roven

% ( lim_g(x)+ lim_ g(X)) ;

X—>X0 X*)XO

@ v krajnich bodech intervalu [—m, | je roven

1

( lim g(x)+ lim g(x)).
2 \x——nt X—T—

Pokud navic je g(x) spojitd, periodickd s periodou 27t a viude

existuje jeji po &astech spojita derivace, pak konverguje jeji

Fourierova Fada F(x) stejnomérné.
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