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Plán p̌rednášky
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2 Závěrečné shrnut́ı
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Lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu – nehomogenńı

Minule jsme ukázali, že homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice 1.
řádu lze snadno vy̌rešit pomoćı separace proměnných. Řešeńım
rovnice y ′ = a(x)y je, jak jsme ukázali,

y = C e
R

a(x) dx .

V (obvykleǰśım) p̌ŕıpadě nehomogenńı rovnice lze postupovat v́ıce
způsoby, ukážeme stručně metodu integračńıho faktoru a obecněǰśı
metodu variace konstanty :

Integračńı faktor

V tomto p̌ŕıpadě se nejprve celá rovnice vynásob́ı vhodnou funkćı
µ(x) (tzv. integračńım faktorem), aby po úpravách vznikl výraz pro
derivaci součinu. Integračńı faktor je funkce

µ(x) := e−
R

a(x) dx .
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Variace konstanty

Nejprve vy̌reš́ıme p̌ridruženou homogenńı rovnici.

Variace konstanty spoč́ıvá v nahrazeńı konstanty v řešeńı
p̌ridružené rovnice funkčńı proměnnou, tj. hledáme řešeńı ve
tvaru y = C (x) · e

R
a(x) dx .

Po dosazeńı do původńı rovnice dostaneme
C ′(x) · e

R
a(x) dx = b(x).

Odtud dostaneme řešeńı

C (x) =

∫
b(x) · e−

R
a(x) dx dx .

Poznamenejme, že v obou p̌ŕıpadech žrejmě poč́ıtáme tytéž
integrály, takže z výpočetńıho hlediska jsou oba postupy
ekvivalentńı.
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C (x) =

∫
b(x) · e−

R
a(x) dx dx .

Poznamenejme, že v obou p̌ŕıpadech žrejmě poč́ıtáme tytéž
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Po dosazeńı do původńı rovnice dostaneme
C ′(x) · e

R
a(x) dx = b(x).

Odtud dostaneme řešeńı
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Lineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu

Lineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu je rovnice tvaru

a(x) y ′′ + b(x) y ′ + c(x) y = f (x),

kde funkce a, b, c , f : I → R jsou koeficienty v této rovnici.
Lineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu maj́ı podobné vlastnosti jako
lineárńı rovnice 1. řádu, zejména jejich řešeńı existuj́ı a jsou určena
jednoznačně pomoćı dvou počátečńıch podḿınek
y(x0) = y0, y

′(x0) = y1, tj. je zadána hodnota funkce a jej́ı
derivace (neboli bod v rovině, kterým muśı řešeńı proj́ıt, a pak
sklon, pod kterým muśı řešeńı t́ımto bodem proj́ıt).

O těchto rovnićıch existuje velké množstv́ı literatury, obvykle se
studuj́ı zejména rovnice s konstantńımi koeficienty

a y ′′ + b y ′ + cy = f (x),

které maj́ı mnoho aplikaćı nap̌r. p̌ri modelováńı mechanického a
elektromagnetického kmitáńı.
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a(x) y ′′ + b(x) y ′ + c(x) y = f (x),

kde funkce a, b, c , f : I → R jsou koeficienty v této rovnici.
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Pro ilustraci uved’me lineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu s
konstantńımi koeficienty, kterou vy̌reš́ıme (bez jakýchkoliv daľśıch
znalost́ı teorie diferenciálńıch rovnic) pomoćı nekonečných řad.

Př́ıklad

Vy̌rešte diferenciálńı rovnici y ′′ + y = 0 pomoćı nekonečných řad.

Řešeńı

Hledejme řešeńı této rovnice ve tvaru mocninné řady
y =

∑∞
n=0 an xn. Potom podle pravidla pro derivaci mocninné řady

plat́ı

y ′ =
∞∑

n=1

an n xn−1 =
∞∑

n=0

an+1 (n + 1) xn,

y ′′ =
∞∑

n=2

an n (n − 1) xn−2 =
∞∑

n=0

an+2 (n + 2) (n + 1) xn.
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Řešeńı (pokr.)

Dosazeńım do rovnice y ′′ + y = 0 dostáváme

0 =
∞∑

n=0

an+2 (n + 2) (n + 1) xn

︸ ︷︷ ︸
y ′′

+
∞∑

n=0

an xn

︸ ︷︷ ︸
y

=

=
∞∑

n=0

[
an+2 (n + 2) (n + 1) + an

]
xn

Tedy posledńı uvedená řada je mocninná řada pro konstantńı funkci
s(x) ≡ 0, a proto muśı všechny jej́ı koeficienty být nulové, tj.

an+2 (n + 2) (n + 1) + an = 0 pro všechna n ∈ N ∪ {0}.
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Řešeńı

Odtud vycháźı rekurentńı vztah pro jednotlivé koeficienty

an+2 = − an

(n + 2) (n + 1)
pro všechna n ∈ N ∪ {0}.

Tedy jsou-li koeficienty a0 a a1 dány (všimněte si, že a0 = y(0) a
a1 = y ′(0), tj. tyto koeficienty jsou dány počátečńımi podḿınkami
ve sťredu hledané mocninné řady), potom je

a2 = −a0

2
, a3 = − a1

3 . 2
,

a4 = − a2

4 . 3
=

a0

4!
, a5 = − a3

5 . 4
=

a1

5!
,

...
...

a2k = (−1)k a0

(2k)!
, a2k+1 = (−1)k a1

(2k + 1)!
.
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Řešeńı (dokončeńı)

Celkově je tedy hledané řešeńı tvaru

y =
∞∑

n=0

an xn = a0 + a1 x − a0

2!
x2 − a1

3!
x3 +

a0

4!
x4 +

a1

5!
x5 + . . .

= a0

{
1− 1

2!
x2 +

1

4!
x4 − 1

6!
x6 + · · ·+ (−1)k 1

(2k)!
x2k + . . .

}
+ a1

{
x − 1

3!
x3 +

1

5!
x5 − 1

7!
x7 + · · ·+ (−1)k 1

(2k + 1)!
x2k+1 + . . .

}
= a0

{ ∞∑
k=0

(−1)k 1

(2k)!
x2k

}
+ a1

{ ∞∑
k=0

(−1)k 1

(2k + 1)!
x2k+1

}
.

Vid́ıme tedy, že hledané obecné řešeńı je lineárńı kombinaćı dvou
funkćı, p̌ričemž uvedené mocninné řady konverguj́ı pro všechna
x ∈ R (jejich poloměr konvergence je R =∞). Neboli obecné
řešeńı uvedené diferenciálńı rovnice je (pro C := a0 a D := a1)
rovno y = C cos x + D sin x , x ∈ R, C ,D ∈ R.
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Závěrečné shrnut́ı

1 Polynomiálńı interpolace a extrapolace, splajny, aproximace
metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.
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Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u – flashback Hledáme funkci tvaru
f (x) = a · x + b s neznámými a, b ∈ R tak, aby hodnota

n∑
i=1

(f (xi )− yi )
2

byla minimálńı.

Následuj́ıćı tvrzeńı lze snadno odvodit pomoćı metody na nalezeńı
extrému funkce dvou proměnných (tato metoda je analogíı pro
hledáńı extrému funkce jedné proměnné, p̌resněji viz MB103).

Věta

Mezi p̌ŕımkami tvaru f (x) = a · x + b má nejmenš́ı součet čtverc̊u
vzdálenost́ı funkčńıch hodnot v bodech x1, . . . , xn od hodnot yi

funkce splňuj́ıćı

a
∑

x2
i + b

∑
xi =

∑
xiyi

a
∑

xi + b · n =
∑

yi
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f (x) = a · x + b s neznámými a, b ∈ R tak, aby hodnota
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vzdálenost́ı funkčńıch hodnot v bodech x1, . . . , xn od hodnot yi

funkce splňuj́ıćı
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Závěrečné shrnut́ı

1 Polynomiálńı interpolace a extrapolace, splajny, aproximace
metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

2 Reálná č́ısla, infima, suprema, limita posloupnosti a funkce,
spojitost.

3 Exponenciálńı a logaritmická funkce – způsob definice
(p̌ŕır̊ustky do zoo).

4 Derivace funkce, diferencovatelné funkce, pravidla, inverzńı
funkce, implicitně definovaná funkce, pr̊uběh funkce, úlohy na
hledáńı extrémů.

5 Aproximace – diferenciál, Taylor̊uv polynom.
6 Primitivńı funkce – metody výpočtu.
7 Riemannův integrál, jeho vlastnosti a aplikace.
8 Nekonečné řady – kritéria a typy konvergence.
9 Posloupnosti a řady funkćı, stejnoměrná spojitosti, Taylorovy

a Fourierovy řady, jejich využit́ı p̌ri aproximaci.
10 Elementárńı diferenciálńı rovnice.
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hledáńı extrémů.
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6 Primitivńı funkce – metody výpočtu.
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7 Riemannův integrál, jeho vlastnosti a aplikace.
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	Diferenciální rovnice -- dokoncení
	Záverecné shrnutí

