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Diferencidlni rovnice — dokonenf

Linearni diferencialni rovnice 1. fddu — nehomogenni

Minule jsme ukazali, Ze homogenni linearni diferencidlni rovnice 1.
¥adu Ize snadno vyFesit pomoci separace proménnych. Resenim
rovnice y' = a(x)y je, jak jsme ukazali,

y = Cefa(x)dx.
V (obvyklejsim) p¥ipad& nehomogenni rovnice Ize postupovat vice

zpUsoby, ukazeme stru€¢né& metodu integraniho faktoru a obecn&jsi
metodu variace konstanty:
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Integraéni faktor

V tomto pfipadé se nejprve celd rovnice vynasobi vhodnou funkci
1(x) (tzv. integratnim faktorem), aby po tpravach vznikl vyraz pro
derivaci sou€inu. Integra¢ni faktor je funkce

(u(x) = e~ Jalx)dx
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@ Nejprve vyfesime pridruzenou homogenni rovnici.
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@ Nejprve vyfesime pridruzenou homogenni rovnici.

@ Variace konstanty spocivd v nahrazeni konstanty v fesenf{
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C'(x) - ef 2 & = p(x).

@ Odtud dostaneme FeSeni

Clx) = / b(x) - e=J 2V gy

Poznamenejme, Ze v obou p¥ipadech zfejmé po&itame tytéz
integraly, takze z vypocetniho hlediska jsou oba postupy
ekvivalentni.
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Linedrni diferencialni rovnice 2. ¥adu

Lineadrni diferencidlni rovnice 2. ¥adu je rovnice tvaru
a(x)y" + b(x)y' + c(x) y = f(x),

kde funkce a, b, c,f : | — R jsou koeficienty v této rovnici.
Linearni diferencidlni rovnice 2. ¥ddu maji podobné vlastnosti jako
linedrni rovnice 1. ¥adu, zejména jejich Fedeni existuji a jsou uréena
jednoznaéné pomoci dvou pocateénich podminek

y(x0) = y0,¥'(x0) = y1, tj. je zaddna hodnota funkce a jeji
derivace (neboli bod v roving, kterym musi ¥eSeni projit, a pak
sklon, pod kterym musi fe¥eni timto bodem projit).
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y(x0) = y0,¥'(x0) = y1, tj. je zaddna hodnota funkce a jeji
derivace (neboli bod v roving, kterym musi ¥eSeni projit, a pak
sklon, pod kterym musi fe¥eni timto bodem projit).

O t&chto rovnicich existuje velké mnoZstvi literatury, obvykle se
studuji zejména rovnice s konstantnimi koeficienty

ay"+ by +cy =f(x),

které maji mnoho aplikaci nap¥. p¥i modelovani mechanického a
elektromagnetického kmitani.
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Pro ilustraci uved me linedrni diferencialni rovnici 2. ¥adu s
konstantnimi koeficienty, kterou vyfedime (bez jakychkoliv dal3ich
znalosti teorie diferencidlnich rovnic) pomoci nekoneZnych ¥ad.

Vy¥este diferencidlni rovnici y” + y = 0 pomoci nekone&nych ¥ad.
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Reseni

|
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Hledejme FeSeni této rovnice ve tvaru mocninné fady
y = 2 oanx". Potom podle pravidla pro derivaci mocninné ¥ady
plati

o0 (o)
= E a,nx"1 = E ant1(n+1)x"
n=1 n=0

o0
:Za,,n (n—1)x Zan+2 n+2)(n+1)x"
n=2




Regeni (pokr.)

Dosazenim do rovnice y” + y = 0 dostdvdme
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n=0
~————
y/l y

o
Z anto ( (n—i—l)—i—a,,]x"
n=0
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Dosazenim do rovnice y” + y = 0 dostdvdme

O—Za,,+2 n+2)( n+1x+Zan =

n=0

—_———
y// y

o

Z anto ( (n—i—l)—i—a,,]x"

n=0

Tedy posledni uvedend ¥ada je mocninna ¥ada pro konstantni funkci
s(x) =0, a proto musi v3echny jeji koeficienty byt nulové, tj.

ant2(n+2)(n+1)+a,=0 pro v8echna n € N U {0}.




Resenf
Odtud vychazi rekurentni vztah pro jednotlivé koeficienty

a = £l
N2 = —
(

—_— Sech NuU {0}.
i) (D) pro viechna n € {0}

Tedy jsou-li koeficienty ap a a; dany (vdimné&te si, Ze ap = y(0) a
a1 = y'(0), tj. tyto koeficienty jsou ddny pocateZnimi podminkami
ve stfedu hledané mocninné ¥ady), potom je

a 2 a =l
2 — T 3= - ;
2 3.2
L_ 2 _ 2 R 't
YT 43 g >~ 5.4 5D
ao a1
2= D gy e = (0" Gy
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Regeni (dokongeni)

Celkov& je tedy hledané YeSeni tvaru

(e.0)
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Regeni (dokongeni)

Celkov& je tedy hledané YeSeni tvaru

(e.0)
_ _ 4 o 4d1 3, 4 4, 91 5
y_;)a,,x"_ao—l—alx—mx —ﬁx +EX +ax + ...
3 1 , 1, 6 k1 oo
—ao{l—ZIX +EX e X +--4+(-1) (2k)!X +
1 3 1 5 14 k1 2k+1
+31{X—3!X "‘ax —ﬂX ++(_1) mx —+. ..
= ap { i (—1)* L x2k} + a1 { i (—1)k _t x2k+1}.
par (2k)! pa (2k + 1)!

Vidime tedy, Ze hledané obecné ¥esenf je linedrni kombinaci dvou
funkci, pficemz uvedené mocninné ¥ady konverguji pro viechna
x € R (jejich polomé&r konvergence je R = c0). Neboli obecné
Feeni uvedené diferencialni rovnice je (pro C :=ag a D := a1)
rovno y = C cos x + D sin x, xeR, C,DeR.
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@ Polynomidlni interpolace a extrapolace, splajny, aproximace
metodou nejmensich &tverci.
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Metoda nejmensich ¢tverci — flashback Hledame funkci tvaru
f(x) =a-x+ b s neznamymi a, b € R tak, aby hodnota
n
D (F06) = yi)?
i=1
byla minimalni.
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Metoda nejmensich ¢tverci — flashback Hledame funkci tvaru
f(x) = a-x+ b s nezndmymi a, b € R tak, aby hodnota
n

D (F06) = yi)?

i=1
byla minimalni.
Ndsledujici tvrzeni Ize snadno odvodit pomoci metody na nalezeni
extrému funkce dvou proménnych (tato metoda je analogii pro
hledani extrému funkce jedné promé&nné, presngji viz MB103).

Véta

Mezi pfimkami tvaru f(x) = a - x + b md nejmensi soucet Ctvercii
vzdalenosti funk&nich hodnot v bodech xi, ..., x, od hodnot y;
funkce spliiujici

3ZXi2+bZXi:ZXi}/i
aZX,-—Fb-n:Zy,-
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@ Polynomidlni interpolace a extrapolace, splajny, aproximace
metodou nejmensich &tverci.

@ Reidlna &isla, infima, suprema, limita posloupnosti a funkce,
spojitost.
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funkce, implicitné definovand funkce, pribéh funkce, dlohy na
hledani extrémd.
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