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Splajny

| u polynomidlnich interpolaci s derivacemi potad zlstavaji
problémy zminéné uz v p¥ipadé jednoduchych interpolaci hodnot —
sloZitost vypoltl a nestabilita. Navic pFibyva problém spojeny

s odhadem derivaci pokud je zaddna pouze mnoZina hodnot.
Pouziti derivaci vSak podbizi jednoduché vylepSeni metodiky —
splajny.
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Nabizi se tedy vyuZiti malych polynomidlnich kouskd, které ale
musime umét rozumné navazovat.
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Splajny

| u polynomidlnich interpolaci s derivacemi potad zlstavaji
problémy zminéné uz v p¥ipadé jednoduchych interpolaci hodnot —
sloZitost vypoltl a nestabilita. Navic pFibyva problém spojeny

s odhadem derivaci pokud je zaddna pouze mnoZina hodnot.
Pouziti derivaci vSak podbizi jednoduché vylepSeni metodiky —
splajny.

Nabizi se tedy vyuZiti malych polynomidlnich kouskd, které ale
musime umét rozumné navazovat.

Nejjednodussi je propojeni vzdy dvou sousednich bodi linedrnim
polynomem. Tak se nej¢astéji zobrazuji data. Z pohledu derivaci to
znamenad, Ze budou na jednotlivych dsecich konstantni a pak se
skokem zmeéni.
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O néco sofistikovangjsi moznosti je pfedepsat v kazdém bodé&
hodnotu a derivaci, tj. pro dva body budeme mit 4 hodnoty a
jednoznaéné tim uréime Hermitelv polynom 3. stupné, viz vyse.
Tento polynom pak miiZzeme pouZit pro viechny hodnoty nezavislé
proménné mezi krajnimi hodnotami xp < x;. Hovo¥fime o intervalu
[x0, x1]. Takové polynomidlini p¥iblizeni po kouskach uz bude mit tu
vlastnost, e derivace na sebe budou navazovat.
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O néco sofistikovangjsi moznosti je pfedepsat v kazdém bodé&
hodnotu a derivaci, tj. pro dva body budeme mit 4 hodnoty a
jednoznaéné tim uréime Hermitelv polynom 3. stupné, viz vyse.
Tento polynom pak miiZzeme pouZit pro viechny hodnoty nezavislé
proménné mezi krajnimi hodnotami xp < x;. Hovo¥fime o intervalu
[x0, x1]. Takové polynomidlini p¥iblizeni po kouskach uz bude mit tu
vlastnost, e derivace na sebe budou navazovat.

V praxi ale neni pouhé navazovani prvni derivace dostatetné (viz
tfeba koleje tramvaji) a navic pfi namé&¥enych datech nemivame
hodnoty derivaci k dispozici. P¥fimo se proto vnucuje pokus
vyuZivat pouze zadané hodnoty ve dvou sousednich bodech, ale
pozadovat zdroven rovnost prvnich i druhych derivaci u sousednich
kousk( polynom tfetiho stupné!
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Kubicky interpolaéni splajn

Definition
Necht xp < x3 < -+ < x, jsou redlné (nebo raciondIni) hodnoty, ve
kterych jsou zaddny poZadované hodnoty yp, . .., y,. Kubickym
interpola&nim splajnem pro toto zadani je funkce S : R — R
(nebot S : Q — Q), kterd spliiuje nasledujici podminky:

@ ziZeni S na interval [x;_1, x;] je polynom S; t¥etiho stupng,

i=1,...,n
@ Si(xi—1) = yi—1 a Si(x;) = yj pro vdechny i =1,...n,
o S/(x;) = Sj,1(x) pro v8echny i =1,...,n—1,

o S5/(x;) =S/ 1(xi) pro vdechny i =1,...,n— 1.
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Kubicky splajn pro n+ 1 bod( sestdva z n kubickych polynomd, tj.
méame k dispozici 4n volnych parametri (prvni defini¢ni podminka).
Dal3i podminky p¥itom zadavaji 2n+ (n— 1) + (n — 1) rovnosti, tj.
dva parametry zlistdvaji volné. P¥i praktickém pouZiti se dodavaji
predpisy pro prvni derivace v krajnich bodech (tzv. aplny splajn)
nebo jsou druhé derivace zadany jako nula (tzv. pFirozeny splajn).
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[eJele] ]

Kubicky splajn pro n+ 1 bod( sestdva z n kubickych polynomd, tj.
méame k dispozici 4n volnych parametri (prvni defini¢ni podminka).
Dal3i podminky p¥itom zadavaji 2n+ (n— 1) + (n — 1) rovnosti, tj.
dva parametry zlistdvaji volné. P¥i praktickém pouZiti se dodavaji
predpisy pro prvni derivace v krajnich bodech (tzv. aplny splajn)
nebo jsou druhé derivace zadany jako nula (tzv. pFirozeny splajn).
Vypoclet celého splajnu uz neni bohuZel tak jednoduchy jako

u nezdvislych vypoctli Hermiteovych polynomi tfetiho stupné,
protoZe data se prolinaji vZdy mezi sousednimi intervaly.

Vypolty splajnli jsou v8ak zdkladem taktka vSech grafickych
bali¢kid pracujicich s k¥ivkami, proto je pochopeni principu jejich
fungovani velmi dileZité. Ti z vas, ktefi tihnout k po&itaové

VLY Ot Mav
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Aproximace je narozdil od interpolace postup, ktery bere ohled na
to, Ze pracujeme s potencidlné nepfesnymi vstupnimi daty, a
nesnazi se proto trefit presné do zadanych bodi, ale vystupem je
funkce, kterd md ze zadané t¥idy funkci (ve vhodném smyslu)
nejmensi vzdalenost od zadanych bodti. Castym ptipadem je
rovnéZ situace, kdy ¥feSime tzv. pfeuréenou soustavu rovnic, tj.
mdame vice rovnic neZ neznamych (nap¥. z vy3e uvedenych divod
nechceme aproximovat n+ 1 danych bodd hodnotami polynomu
stupn& n ale stupng nizsiho).
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Metoda nejmensich ¢tverci

Metoda nejmensich &tverci je zaloZena na tom, Ze hleddme funkci
z dané mnoZiny (nap¥. linedrni polynomy, kvadratické polynomy,
polynomy stupné& nejvySe n, ale i mnohé jiné funkce v zavislosti na
zvoleném modelu), jejiz hodnoty v danych bodech xi, ..., x, maji
nejmensi soucet druhych mocnin vzdalenosti od zadanych
hodnot yi,..., ¥n.
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Metoda nejmensich ¢tverci

Metoda nejmensich &tverci je zaloZena na tom, Ze hleddme funkci
z dané mnoZiny (nap¥. linedrni polynomy, kvadratické polynomy,
polynomy stupné& nejvySe n, ale i mnohé jiné funkce v zavislosti na
zvoleném modelu), jejiz hodnoty v danych bodech xi, ..., x, maji
nejmensi soucet druhych mocnin vzdalenosti od zadanych
hodnot yi,..., ¥n.

Tato metoda se velmi ¢asto objevuje ve zejména ve statistice
(regresni analyza).

UkaZme si pouZiti této metody v nejjednodussim p¥ipadé, kdy
méame dano n bodi ([x1, y1], .-, [Xn, ¥n]) @ hleddme p¥imku, kterd
nejlépe vystihuje rozloZeni téchto bodd.
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Hleddme tedy funkci tvaru f(x) = a-x+ b s nezndmymi a,b € R
tak, aby hodnota

> (Fa) = i)
i=1
byla minimalni.
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Hleddme tedy funkci tvaru f(x) = a-x+ b s nezndmymi a,b € R
tak, aby hodnota

byla minimalni.

S pomoci odhadii nebo zdkladnich metod diferencidlniho po&tu
(toho budeme schopni za n&kolik tydnii) Ize snadno odvodit
nasledujici tvrzeni.

Mezi pfimkami tvaru f(x) = a- x + b ma nejmensi soucet tvercii
vzdalenosti funk&nich hodnot v bodech xi, . .., x, od hodnot y;
funkce spliiujici

aZx,?—i—be,- :iny,-
aZX,-—Fb-n:Zy,-
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Redlnd ¢isla zavedeme v podstaté intuitivné jako obrazy bod{ na
pfimce, kde vyznadime bod 0 oznalujici pocatek a rozhodneme o
kladném smé&ru (doprava). Zna&ime R. Matematicky lze redlnd
¢isla zavést pomoci axiom.
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Redlnd ¢isla zavedeme v podstaté intuitivné jako obrazy bod{ na
pfimce, kde vyznadime bod 0 oznalujici pocatek a rozhodneme o
kladném smé&ru (doprava). Zna&ime R. Matematicky lze redlnd
¢isla zavést pomoci axiom.

P¥ipomé&iime si nyni vlastnosti (axiomy) redlnych &isel vetng
souvislosti uspo¥adani a ostatnich relaci. Dé&lici ¢ary v tabulce
naznaduji, jak axiomy postupné zaru€uji, Ze jsou redlnd &isla
komutativni grupou vi&i s¢itdni, Zze R\ {0} je komutativni grupa
vidi nasobeni, R je pole, mnoZina R spolu s operacemi +, - a's
relaci uspofadani je tzv. uspofadané pole a kone¢né poslednimu
axiomu miZeme rozumét tak, Ze R je dostatecné husté, tj. nechybi
ndm tam body, jako nap¥. druhd odmocnina ze dvou v &islech
racionalnich.
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Redlnd ¢isla zavedeme v podstaté intuitivné jako obrazy bod{ na
pfimce, kde vyznadime bod 0 oznalujici pocatek a rozhodneme o
kladném smé&ru (doprava). Zna&ime R. Matematicky lze redlnd
¢isla zavést pomoci axiom.

P¥ipomé&iime si nyni vlastnosti (axiomy) redlnych &isel vetng
souvislosti uspo¥adani a ostatnich relaci. Dé&lici ¢ary v tabulce
naznaduji, jak axiomy postupné zaru€uji, Ze jsou redlnd &isla
komutativni grupou vi&i s¢itdni, Zze R\ {0} je komutativni grupa
vidi nasobeni, R je pole, mnoZina R spolu s operacemi +, - a's
relaci uspofadani je tzv. uspofadané pole a kone¢né poslednimu
axiomu miZeme rozumét tak, Ze R je dostatecné husté, tj. nechybi
ndm tam body, jako nap¥. druhd odmocnina ze dvou v &islech
racionalnich.

Zarovefi si uvédomujme, které z axioma plati pro Q a C.
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R1) (a+b)+c=a+(b+c), pro viechny a, b, c € R

R2) a+b=b+a, proviechny a, be R

R3) existuje 0 € R takovy, Ze pro viechny a € R platia+0=a

R4) pro vdechny a € R existuje opa&ny prvek (—a) € R takovy,
Ze platia+(—a)=0

(R5) (a-b)-c=a-(b-c), pro vdechny a, b, c € R

(R6) a-b=b-aproviechny a, b€ R

(R7) existuje 1 € R takovy, Ze pro viechny a€ R plati1-a=a
(R8) pro kazdy a € R, a # 0 existuje inverzni prvek a~! € R

takovy, e plati a-a ' =1
(R9) a-(b+c)=a-b+a-c, proviechny a, b, ce R
(R10) relace < je Uplné usporadani, tj. reflexivni, antisymetricka,
tranzitivni a Gplnd relace na R
(R11) proa,b,ceRplati, 2eza< bvyplyvd a+c<b+c
(R12) pro v8echny a,b € R, a> 0, b > 0, plati také a- b >0
(R13) kazda neprazdnd ohrani¢end mnoZzina A C R md supremum.
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Horni a dolni zavory, suprema a infima

Pojem suprema ma smysl| pro kazdou uspo¥ddanou mnoZinu, my se
zde omezime na redlnd &isla.
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Horni a dolni zavory, suprema a infima

Pojem suprema ma smysl| pro kazdou uspo¥ddanou mnoZinu, my se
zde omezime na redlnd &isla.
Necht je ddna neprdzdnd mnozina A C R. Prvek b € R nazveme

horni zdvorou mnoZziny A, pokud Vx € A: x < b,

tj. pokud je prvek b vétsi (nebo roven) nez viechny prvky v
mnoZiné A. Obdobné& se definuje dolni zdvora mnoZiny A, tj. je to
prvek a € R s vlastnosti, Ze a < x pro viechny x € A.
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Horni a dolni zavory, suprema a infima

Pojem suprema ma smysl| pro kazdou uspo¥ddanou mnoZinu, my se
zde omezime na redlnd &isla.
Necht je ddna neprdzdnd mnozina A C R. Prvek b € R nazveme

horni zdvorou mnoZziny A, pokud Vx € A: x < b,

tj. pokud je prvek b vétsi (nebo roven) nez viechny prvky v
mnoZiné A. Obdobné& se definuje dolni zdvora mnoZiny A, tj. je to
prvek a € R s vlastnosti, Ze a < x pro viechny x € A.

Rekneme, e mnoZina A je shora ohranitens (shora omezend),
pokud ma A alespofi jednu horni zadvoru. Podobné se definuje
zdola ohrani¢end (zdola omezend) mnoZina A. MnoZina A je
ohranitend (omezend), pokud je A souasn& zdola i shora
ohrani¢ena. Viz pfiklady redlnych intervald.




Redlna &isla
fe1eX Yol

Horni a dolni zavory, suprema a infima

Pojem suprema ma smysl| pro kazdou uspo¥ddanou mnoZinu, my se
zde omezime na redlnd &isla.
Necht je ddna neprdzdnd mnozina A C R. Prvek b € R nazveme

horni zdvorou mnoZziny A, pokud Vx € A: x < b,

tj. pokud je prvek b vétsi (nebo roven) nez viechny prvky v
mnoZiné A. Obdobné& se definuje dolni zdvora mnoZiny A, tj. je to
prvek a € R s vlastnosti, Ze a < x pro viechny x € A.

Rekneme, e mnoZina A je shora ohranitens (shora omezend),
pokud ma A alespofi jednu horni zadvoru. Podobné se definuje
zdola ohrani¢end (zdola omezend) mnoZina A. MnoZina A je
ohranitend (omezend), pokud je A souasn& zdola i shora
ohrani¢ena. Viz pfiklady redlnych intervald.

Nejmensi horni zdvora mnoZiny A se nazyva supremum mnoZiny A.
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Tj. prvek b € R je supremum mnoZiny A, pokud jsou splnény
nasledujici dv& podminky:

e VxeA: x<b(t. bjehorni zdvora mnoziny A),

@ je-li y € R horni zadvora mnoziny A, potom je b <y (tj. b je

nejmensi horni zavora).

Supremum mnoZiny A znalime jako b = sup A.
Obdobné se definuje infimum mnoZiny A, neboli je to nejvétsi dolni
zavora mnoZiny A, zna¢ime a = inf A.
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Tj. prvek b € R je supremum mnoZiny A, pokud jsou splnény
nasledujici dv& podminky:

e VxeA: x<b(t. bjehorni zdvora mnoziny A),

@ je-li y € R horni zadvora mnoziny A, potom je b <y (tj. b je

nejmensi horni zavora).

Supremum mnoZiny A znalime jako b = sup A.
Obdobné se definuje infimum mnoZiny A, neboli je to nejvétsi dolni
zavora mnoZiny A, zna¢ime a = inf A.

Je-li A libovolny z intervalid (0, 1), [0,1], [0,1) nebo (0, 1], potom
je vzdy

supA=1 a infA=0.

M3-li mnoZina A nejvétsi (resp. nejmensi) prvek b, potom je
b = sup A (resp. b = inf A).



Tj. prvek b € R je supremum mnoZiny A, pokud jsou splnény
nasledujici dv& podminky:

e VxeA: x<b(t. bjehorni zdvora mnoziny A),

@ je-li y € R horni zadvora mnoziny A, potom je b <y (tj. b je

nejmensi horni zavora).

Supremum mnoZiny A znalime jako b = sup A.
Obdobné se definuje infimum mnoZiny A, neboli je to nejvétsi dolni
zavora mnoZiny A, zna¢ime a = inf A.

Je-li A libovolny z intervalid (0, 1), [0,1], [0,1) nebo (0, 1], potom
je vzdy

supA=1 a infA=0.

M3-li mnoZina A nejvétsi (resp. nejmensi) prvek b, potom je

b = sup A (resp. b = inf A). Zatimco nejv&tsi & nejmensdi prvek
nemusi v A existovat, i kdyZ je mnoZina A ohrani¢end, supremum a
infimum existuji (v ohraniteném p¥ipadé) vzdy (jak je vidét z vyse
uvedeného axiomu R19).
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Limita

V tomto odstavci se budeme podrobné& zabyvat situaci, kdy se
n&jaké hodnoty funkce (nebo posloupnosti) bliZi k n&jakému &islu
&i k +00. To pak pFirozen& vede k zavedeni pojmu limita.
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Limita

V tomto odstavci se budeme podrobné& zabyvat situaci, kdy se
n&jaké hodnoty funkce (nebo posloupnosti) bliZi k n&jakému &islu
&i k +00. To pak pFirozen& vede k zavedeni pojmu limita.

Priklad

K pfiblizeni pojmu /imita miiZze dob¥e poslouZit jiz znamy pojem
infima & suprema. Zfejm& je 0 = inf(0,1), 1 =sup(0,1), a
pFritom ani jedno z &isel 0, 1 v mnoZin& (0, 1) nelezi. UvaZujme
posloupnost bodi

CCEER R

pro zvysujici se n. Potom vidime, Ze se hodnoty této posloupnosti

nekone&né& blizi k hodnoté infima (k nule), ale nikdy této hodnoty
nedosdahnou. Podobné toto plati pro posloupnost
{”71}2022 ={1 3 2, ...} €(0,1) a hodnotu suprema 1.

n

)

N =
W[
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Limita funkce

Podobné jako v p¥ipadé redlnych posloupnosti (tj. vlastn& funkci
N — R) je asi intuitivn& zfejmé, co je minéno limitou funkce v
bodé X0 -
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Limita funkce

Podobné jako v p¥ipadé redlnych posloupnosti (tj. vlastn& funkci
N — R) je asi intuitivn& zfejmé, co je minéno limitou funkce v
bodé X0 -

Funkce f(x) ma limitu L v bod& xg, pokud se funk&ni hodnoty
f(x) libovoln& blizi k &islu L, kdyZ je x dostate&n& blizko k xp.

Priklad
Uvadime rGzné druhy limit — vlastni/nevlastni limita ve

vlastnim/nevlastnim bod&.

(a) Pro funkci f(x) =3x +1 mame
lim,—3(3x + 1) = 10, limy—oo(3x + 1) = o0.

| A
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Limita funkce

Podobné jako v p¥ipadé redlnych posloupnosti (tj. vlastn& funkci
N — R) je asi intuitivn& zfejmé, co je minéno limitou funkce v
bodé X0 -

Funkce f(x) ma limitu L v bod& xg, pokud se funk&ni hodnoty
f(x) libovoln& blizi k &islu L, kdyZ je x dostate&n& blizko k xp.

P¥iklad
Uvadime rGzné druhy limit — vlastni/nevlastni limita ve
vlastnim/nevlastnim bod&.
(a) Pro funkci f(x) =3x +1 mame

limy—3(3x + 1) = 10, limyx—0o(3x + 1) = oo.
(b) Pro funkci f(x) = % méame (viz obr.)

. 1 . 1 . 1
limx_o 57 = 00, limy_ oo 2 =0, limy_ sz =0.

| A




Limita posloupnosti a funkce
0®0000000000

Limita funkce

Podobné jako v p¥ipadé redlnych posloupnosti (tj. vlastn& funkci
N — R) je asi intuitivn& zfejmé, co je minéno limitou funkce v
bodé X0 -

Funkce f(x) ma limitu L v bod& xg, pokud se funk&ni hodnoty
f(x) libovoln& blizi k &islu L, kdyZ je x dostate&n& blizko k xp.

Priklad
Uvadime rGzné druhy limit — vlastni/nevlastni limita ve

vlastnim/nevlastnim bod&.
(a) Pro funkci f(x) =3x +1 mame

| A

lim,—3(3x + 1) = 10, limy—oo(3x + 1) = o0.
(b) Pro funkci f(x) = % méame (viz obr.)
lime—o > =00,  limyooo 5 =0,  limy_oo 5 =0.

(c) Cojelimygl?




Limita posloupnosti a funkce
00®000000000

Okoli bodu

Okolim bodu a € R nazyvame libovolny otevfeny interval O,
ktery a obsahuje.

Je-li okoli definované jako interval Os(a) = (a — d,a+ d) pro
kladné &islo §, hovo¥fime o J-okoli bodu a (a v p¥ipadé mnoziny
O\ {a} o ryzim (téZ prstencovém) okoli bodu a).



Limita posloupnosti a funkce
00®000000000

Okoli bodu

Okolim bodu a € R nazyvdame libovolny otevfeny interval O,
ktery a obsahuje.

Je-li okoli definované jako interval Os(a) = (a — d,a+ d) pro
kladné &islo §, hovo¥fime o J-okoli bodu a (a v p¥ipadé mnoziny
O\ {a} o ryzim (téZ prstencovém) okoli bodu a).

Pro diskusi limit je vhodné rozsi¥it mnoZinu redlnych &isel R
(vlastnich bodii) o dv& nekone&né hodnoty +o0o (neviastni body),
R* =R U {+£o0} . Pro tyto dcely si zavadime i pravidla pro
poditani s témito formaln& p¥idanymi hodnotami pro libovolna
konecna &isla a € R:

a+o0o=00
a—00=—00
a-oo=o00, je-lia>0

a-oo=—o0, je-lia<0



Limita posloupnosti a funkce
00®000000000

Okoli bodu

Okolim bodu a € R nazyvdame libovolny otevfeny interval O,
ktery a obsahuje.

Je-li okoli definované jako interval Os(a) = (a — d,a+ d) pro
kladné &islo §, hovo¥fime o J-okoli bodu a (a v p¥ipadé mnoziny
O\ {a} o ryzim (téZ prstencovém) okoli bodu a).

Pro diskusi limit je vhodné rozsi¥it mnoZinu redlnych &isel R
(vlastnich bodii) o dv& nekone&né hodnoty +o0o (neviastni body),
R* =R U {+£o0} . Pro tyto dcely si zavadime i pravidla pro
poditani s témito formaln& p¥idanymi hodnotami pro libovolna
konecna &isla a € R:

a+o0o=00
a—o00=—-
a-oo=o00, je-lia>0
a-oo=—o0, je-lia<0

Okolim nekonetna, resp. —oo, rozumime interval (a, o), resp.

ya \



Limita posloupnosti a funkce
000®00000000

Limita

Bud xp, L € R*. Funkce f(x) md v bod& xg limitu L, piseme

lim f(x) =L,

X—X0

pokud pro kaZzdé okoli O(L) bodu L existuje okoli O(xp) bodu xp
tak, Ze pro viechna x € O(x) \ {x0} Jje f(x) € O(L).




Limita posloupnosti a funkce
000®00000000

Limita

Bud xp, L € R*. Funkce f(x) md v bod& xg limitu L, piseme

lim f(x) =L,

X—X0

pokud pro kaZzdé okoli O(L) bodu L existuje okoli O(xp) bodu xp
tak, Ze pro viechna x € O(x0) \ {x0} je f(x) € O(L).

Poznamka

To, Ze pozadujeme, aby x # xp, znamend, Ze limita nezavisi na
hodnoté funkce v bodé xp!, tj. zajimaji nds pouze hodnoty v
ryzim okoli bodu xp.




Limita posloupnosti a funkce
0000@0000000

UkaZte z definice, Ze lim,_3(3x + 1) = 10.




Limita posloupnosti a funkce
0000@0000000

UkaZte z definice, Ze lim,_3(3x + 1) = 10.

Regen(

Bud & > 0 libovolné. Chceme najit &islo § > 0 takové, aby

ly — 10| < e, kdykoliv bude 0 < |x — 3| < 4. Tedy

€

|(3x+1)—10| <&, t. [3x-9<e, i |x—3\<3

W[m

Stadi tedy vzit |6 : , pripadné libovolné jiné § spliiujici

0<o< 3.




Limita posloupnosti a funkce
00000®000000

UkaZte z definice, Ze limy_ oo % =0.




Limita posloupnosti a funkce
00000®000000

Priklad

UkaZte z definice, Ze limy_ oo % =0.

Reseni

| A

Bud & > 0 libovolné. Chceme najit &islo a > 0 takové, aby

ly — 0] < &, kdykoliv bude x > a. Tedy

L<e, ti. I<e ot x>l Stad tedy vzit a:= 1,
ptipadné libovolné jiné a spliiujici a > %

A\



Limita posloupnosti a funkce
00000®000000
N/
Priklad

UkaZte z definice, Ze limy_ oo % =0.

| A

Regenf

Bud & > 0 libovolné. Chceme najit &islo a > 0 takové, aby
ly — 0] < &, kdykoliv bude x > a. Tedy

Ll<e, . Ll<e  ti x>l Staditedy vzt a:=
pFipadné libovolné jiné a spliiujici a > %

1
£ 1

v

Ve vlastnich bodech xp se mizZeme bliZit k bodu xp také jen zprava
nebo jen zleva, tj. v definici limity pouZijeme v pouze pravé ryzi
okoli bodu xg nebo pouze levé ryzi okoli bodu xp. Dostdvame pak
pojmy limity zprava a limity zleva.



Limita posloupnosti a funkce
000000@00000
~ /]
Priklad

Pro funkci sgn x (signum=znaménko) definovanou jako
1, pro x > 0,
sgnx (= «¢ —1, pro x < 0,
0, pro x = 0,
plati
lim sgnx =1, lim sgnx = —1.
x—0t = x—0~ &




Limita posloupnosti a funkce
000000@00000
~ /]
Priklad

Pro funkci sgn x (signum=znaménko) definovanou jako
1, pro x > 0,
sgnx (= «¢ —1, pro x < 0,
0, pro x = 0,
plati
lim sgnx =1, lim sgnx = —1.
x—0F = x—0~ &

Pro funkci % plati

lim — = oo, lim
x—0t X x—0— X




Limita posloupnosti a funkce
0000000e0000

Limita posloupnosti

Jestlize je funkce f je definovdana pouze pro pfirozena ¢&isla,
hovofime o limitach posloupnosti realnych nebo komplexnich
Cisel. Zfejm& ma smysl prat se pouze po limitdch v oo (tj. jedinym
hromadnym bodem N je o0) a piseme pro f(n) = a,

lim a, = a.

n—oo
Podle definice to pak znamena, Ze pro kazdé okoli O(a) limitni
hodnoty a existuje index N € N takovy, Ze a, € O(a) pro viechny
n > N. Ve skuteénosti jsme tedy v tomto specidlnim p¥ipadé
preformulovali definici konvergence posloupnosti. Rikame také, Ze
posloupnost a,, konverguje k a.



Limita posloupnosti a funkce
000000008000

Kdy limita neexistuje?

@ skok — funkce ma ob& jednostranné limity vlastni, které jsou
ale rizné (viz funkce sgn),



Limita posloupnosti a funkce
000000008000

Kdy limita neexistuje?

@ skok — funkce ma ob& jednostranné limity vlastni, které jsou
ale rizné (viz funkce sgn),

@ nekonelny skok — funkce ma obé jednostranné limity, pfi¢emz
alespoii jedna z nich je nevlastni (tj. £00), tyto jednostranné
limity jsou ale riizné (viz funkce 1/x ),




Limita posloupnosti a funkce
000000008000

Kdy limita neexistuje?

@ skok — funkce ma ob& jednostranné limity vlastni, které jsou
ale rizné (viz funkce sgn),

@ nekonelny skok — funkce ma obé jednostranné limity, pfi¢emz
alespoii jedna z nich je nevlastni (tj. £00), tyto jednostranné
limity jsou ale riizné (viz funkce 1/x ),

e oscilace — nap¥. funkce f(x) = sin 1 v bod& xo = 0.




Limita posloupnosti a funkce
000000008000

Kdy limita neexistuje?

@ skok — funkce ma ob& jednostranné limity vlastni, které jsou
ale rizné (viz funkce sgn),

@ nekonelny skok — funkce ma obé jednostranné limity, pfi¢emz
alespoii jedna z nich je nevlastni (tj. £00), tyto jednostranné
limity jsou ale riizné (viz funkce 1/x ),

e oscilace — nap¥. funkce f(x) = sin 1 v bod& xo = 0.




Limita posloupnosti a funkce
000000008000

Kdy limita neexistuje?

@ skok — funkce ma ob& jednostranné limity vlastni, které jsou
ale rizné (viz funkce sgn),

@ nekonelny skok — funkce ma obé jednostranné limity, pfi¢emz
alespoii jedna z nich je nevlastni (tj. £00), tyto jednostranné
limity jsou ale riizné (viz funkce 1/x ),

e oscilace — nap¥. funkce f(x) = sin 1 v bod& xo = 0.

Pyiklad
Funkce

(x) 1, prox € Q (tj. pro x raciondlni),
x) =
7 0, prox & @Q (tj. pro x iraciondlni),

nema limitu v Zddném bodé xg € R*, protoze v libovolném okoli
zvoleného bodu xp se nachdazaji jak racionalni tak iraciondlnf &isla a
tedy tato funkce zde nabyva hodnot 1 i 0 (a tedy zde nemiize mit
limitu).




Limita posloupnosti a funkce
000000000800

Vlastnosti limit

@ Funkce f(x) md v bodé& xy € R* nejvyse jednu limitu.




Limita posloupnosti a funkce
000000000800

Vlastnosti limit

@ Funkce f(x) md v bodé& xy € R* nejvyse jednu limitu.
@ Ma-li f(x) vlastni limitu L € R v bodé xg € R*, potom je f(x)
na néjakém ryzim okoli bodu xo ohramicena.




Limita posloupnosti a funkce
000000000800

Vlastnosti limit

@ Funkce f(x) md v bodé& xy € R* nejvyse jednu limitu.
@ Ma-li f(x) vlastni limitu L € R v bodé xg € R*, potom je f(x)
na néjakém ryzim okoli bodu xo ohramicena.

© Limita existuje, pravé kdyZ existuji obé jednostranné limity a
jsou si rovny, tj.

lim f(x)=L < lim f(x)=L= lim f(x).

X—X X—>x0+ X—Xg




Limita posloupnosti a funkce
000000000080

Vlastnosti limit

Jsou-li

lim f(x) =L, lim g(x) = M,

X—X0 X—X0

kde L, M € R (pouze vlastni limity!) a xop € R*, potom

lim [f(x) £ g(x)] =L+ M,

X—X0
lim f(x).g(x)=L.M,
X—X0
. f(x) L
lim —= = — kud M
Jim 2() - M’ pokud M # 0,
lim |f(x‘—| I|m F()| = IL|.

X—X0




Limita posloupnosti a funkce
00000000000e

Vlastnosti limit

Véta (O trech limitdch)

Necht xo, L € R*. Je-li g(x) < f(x) < h(x) na n&akém ryzim okoli
bodu xp a je-li

lim g(x) =L= lim h(x),

X—Xp X— X
potom také existuje limita funkce f(x) a je rovna &islu L, tj.

lim f(x) = L.

X—X0




Limita posloupnosti a funkce
00000000000e

Vlastnosti limit

Véta (O trech limitdch)

Necht xo, L € R*. Je-li g(x) < f(x) < h(x) na n&akém ryzim okoli
bodu xp a je-li
lim g(x) =L= lim h(x),

X—X0 X—X0

potom také existuje limita funkce f(x) a je rovna &islu L, tj.

lim f(x) = L.

X—X0

Priklad

Rozhodnéte, jestli ma funkce xsin % limitu v bodé xg = 0.

|
A\

N




Limita posloupnosti a funkce
00000000000e

Vlastnosti limit

Véta (O trech limitdch)

Necht xo, L € R*. Je-li g(x) < f(x) < h(x) na n&akém ryzim okoli
bodu xp a je-li

lim g(x) =L= lim h(x),

X—Xp X— X
potom také existuje limita funkce f(x) a je rovna &islu L, tj.

lim f(x) = L.

X—X0

Priklad

Rozhodnéte, jestli ma funkce xsin % limitu v bodé xg = 0.

| A\

Reseni
ProtoZe je funkce sin x ohrani¢ena (jedni¢kou shora a minus
jednitkou zdola), pro x # 0 plati nerovnosti —|x| < xsin% < |x].

v




Spojitost

Plan prednéasky

@ Spojitost



Spojitost

Spojitost

Spojitost funkce je dileZitym znakem jejiho chovéni. Uvidime, Ze
spojité funkce maji témé¥ viechny dileZité vlastnosti.

Definice

Funkce f(x) je spojita v bod& xo € R, jestlize existuje v tomto
bod& vlastni limita L, v bod& xq existuje funk&ni hodnota f(xp) a
tato dv& &isla jsou si rovna, tj. limy_, f(x) = f(xo).

Obdobné spojitost zprava a zleva.




Spojitost

Spojitost

Spojitost funkce je dileZitym znakem jejiho chovéni. Uvidime, Ze
spojité funkce maji témé¥ viechny dileZité vlastnosti.

Definice

Funkce f(x) je spojita v bod& xo € R, jestlize existuje v tomto
bod& vlastni limita L, v bod& xq existuje funk&ni hodnota f(xp) a
tato dv& &isla jsou si rovna, tj. limy_, f(x) = f(xo).

Obdobné spojitost zprava a zleva. Funkce f je spojitd na mnoZiné
A, jestliZe je spojitd ve ve vech bodech xg € A (pfFip.
jednostranng).




Spojitost

Spojitost

Spojitost funkce je dileZitym znakem jejiho chovéni. Uvidime, Ze
spojité funkce maji témé&¥ viechny dileZité vlastnosti.

Definice

Funkce f(x) je spojita v bod& xo € R, jestlize existuje v tomto
bod& vlastni limita L, v bod& xq existuje funk&ni hodnota f(xp) a
tato dv& &isla jsou si rovna, tj. limy_, f(x) = f(xo).

Obdobné spojitost zprava a zleva. Funkce f je spojitd na mnoZiné
A, jestliZe je spojitd ve ve vech bodech xg € A (pfFip.
jednostranng).

| A

P¥iklad

Z vlastnosti limity snadno plyne, Ze kazdy polynom (a tedy i kazdy
splajn) je spojitou funkci na celém R. Kazda raciondlni lomena
funkce je pak spojitd ve viech bodech, kde je nenulovy jmenovatel.




@ Funkce f(x) = V4 — x? je spojitd na intervalu [—2,2], tj.
feC[-22].




@ Funkce f(x) = V4 — x? je spojitd na intervalu [—2,2], tj.
feC[-22].

@ Funkce f(x) = 1 je spojita na intervalu (—o0,0), na intervalu
(0,00), ale neni spojitd na intervalu (—oo, c0) (tedy na R).




Spojitost

Vlastnosti spojitych funkci

Vlastnosti

@ Jsou-li funkece f(x) a g(x) spojité v bod& xp, pak jsou zde
spojité i funkce

(F£g)(x), f(x).g(x), 200 PO g(x0) # 0.




Spojitost

Vlastnosti spojitych funkci

Vlastnosti

@ Jsou-li funkece f(x) a g(x) spojité v bod& xp, pak jsou zde
spojité i funkce
f(x)
f+g)(x), f(x).g(x), ——= prog(x) #0.
(f+g)(x), f(x).&(x) 2(3) (xo)
@ (Vé&ta o zdme&nnosti limitniho prechodu a funkce.) Necht
xo € R*. Je-li limy_, g(x) = M a je-li funkce f(y) spojita v
bodé yo = M, potom
lim f(g(x)) = f( lim g(x)) = f(M).

X—X0 X—XQ




Spojitost

Vlastnosti spojitych funkci

Vlastnosti

@ Jsou-li funkece f(x) a g(x) spojité v bod& xp, pak jsou zde
spojité i funkce
f(x)
f+g)(x), f(x).g(x), ——= prog(x) #0.
(f£g)(x), f(x) &(x) 2(3) (x0)
@ (Vé&ta o zdme&nnosti limitniho prechodu a funkce.) Necht
xo € R*. Je-li limy_, g(x) = M a je-li funkce f(y) spojita v
bodé yo = M, potom
lim f(g(x)) = f( lim g(x)) = f(M).
X—X0 X—X0
© (Spojitost slozené funkce.) Je-li funkce g(x) spojitd v bod& xq
a je-li funkce f(y) spojitd v bod& yy = g(xp), potom je
slozend funkee (f o g)(x) = f(g(x)) spojitd v bod& xo.




Spojitost

Vlastnosti spojitych funkci

Véta (Weierstrassova)

Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu [a, b, tj. na uzavfeném
kone¢ném intervalu, potom je na tomto intervalu ohrani¢end a
nabyva v ném své nejmensi a nejvétsi hodnoty.




Spojitost

Vlastnosti spojitych funkci

Véta (Weierstrassova)

Je-li funkce f(x) spojita na intervalu [a, b], tj. na uzavfeném
kone¢ném intervalu, potom je na tomto intervalu ohrani¢end a
nabyva v ném své nejmensi a nejvétsi hodnoty.

Véta (Bolzanova)

Je-li funkce f(x) spojita na intervalu [a, b], tj. na uzavfeném
kone&ném intervalu, potom f(x) nabyvd v tomto intervalu vsech
hodnot mezi svou nejmensi a nejvétsi hodnotou.

Disledek

Je-li funkce f(x) spojita na intervalu [a, b] a maji-li hodnoty f(a) a
f(b) riznd znaménka, pak existuje bod c € (a, b) tak, Ze plati
f(c) =0, tj. rovnice f(x) = 0 md v intervalu (a, b) alespori jedno
reseni




Spojitost

Zakladni limity

Urlete )
. sinx
lim —.
x—0 X




Spojitost

Zakladni limity

Priklad

Urcete

Pro x € (0, %) plati sinx < x < tgx (viz obr.).
A protoZe je pro tato x hodnota sinx > 0, je

X 1 : sin x
tj. cosx < — < 1.

1< - )
sinx  cosx X

JelikoZ je funkce cos x spojita (v nule), ob& strany nerovnosti se
pro x — 07 bliZi k 1, a tedy podle vé&ty o tfech limitich je

sin x
=1.

lim
x—0t X
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