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Derivace v praxi

Je-li s(t) poloha hmotného bodu na p¥imce v &ase t, potom je
vyraz
celkovd dréha  s(t) — s(to)

celkovy ¢as t—to

roven primé&rné rychlosti za ¢asovy usek [ty, t]. Z¥ejmé je pak

() = s(t0) _

lim t
o t— to 0)
rychlost v okamZiku tp, a tedy je
v(t) = $'(t), rychlost je derivace dréhy.

Zde je nutné vzit v Gvahu, Ze rychlost v(t) ma znaménko, tj.
v(t) > 0 ve sméru pohybu, kdy se s(t) zv&tduje a v(t) < 0, kdyz
se s(t) zmen3uje.
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zrychleni

ProtoZe je zrychleni a(t) zmé&na rychlosti, podobné plati, Ze

() v(w)
t—to t—to

= V/(to)

je zrychleni v okamzZiku tg, a tedy je

a(t) = v/(t), zrychleni je derivace rychlosti.
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ProtoZe plati, ze

3 zména prace
vykon = ————,
zmé&na &asu
je
P(t) = W'(t), vykon je derivace préce.
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ProtoZe plati, ze
3 zména prace
vykon = ————,
zména &asu
je
P(t) = W'(t), vykon je derivace préce.

proud

Protoze plati, Ze

L, zména napéti
elektricky proud = ——,
zména &asu

je

I(t) = U'(t), proud je derivace napéti.
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Vlastnosti a pravidla derivaci

V tomto odstavci odvodime zdkladni vlastnosti funkce a jeji
derivace a pravidla pro pocitani derivaci.

M3&-1Ii f(x) v bodé& xo vlastni derivaci f'(xq), potom je funkce f(x)
spojita v bodé xg.
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Vlastnosti a pravidla derivaci

V tomto odstavci odvodime zdkladni vlastnosti funkce a jeji
derivace a pravidla pro pocitani derivaci.

M3&-1Ii f(x) v bodé& xo vlastni derivaci f'(xq), potom je funkce f(x)
spojita v bodé xg.

Chceme ukazat, Ze limy_., f(x) = f(x0). ProtoZe existuje vlastni
f'(xo) je

Jim £() = Jim [F(x) = £(x0) + f(x0)] =
(L= tbo)

X — X0

= lim -(x —x0) + f(x0) > = f'(x0) .0+ f(x0) = f(x0)-
X—Xo —_———

% —0 — f(x0)

— f'(x0)

le tedv £l ) enniitd v hodZ wa ]
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Pravidla pro derivace

@ Pravidlo konstantniho nasobku:

[c- f(x)]" = c- F'(x).
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Pravidla pro derivace

@ Pravidlo konstantniho nasobku:

[c- f(x)]" = c- F'(x).

@ Pravidlo souctu a rozdilu:

[F(x) £ g(x)]" = f'(x) £ g'().
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Pravidla pro derivace

@ Pravidlo konstantniho nasobku:

[c- f(x)]" = c- F'(x).

@ Pravidlo souctu a rozdilu:

[F(x) £ g(x)]" = f'(x) £ g'().

© Pravidlo soucinu:

[F(x).g(x)]" = f'(x). g(x) + f(x) . g'(x)-
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Pravidla pro derivace

@ Pravidlo konstantniho nasobku:
[c- f(x)]" = c- F'(x).
@ Pravidlo souctu a rozdilu:
[f(x) £8(3)] = F(x) £6'(x).
© Pravidlo soucinu:
[F(x).g(x)]" = f'(x). g(x) + f(x) . g'(x)-
Q Pravidlo podilu (g(x) #0) :

[f(X)]' _ (x)-8(x) = f(x) . g'(x)
g(x) [g(x)]? '
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Véta (Derivace slozené funkce)

Ma-li funkce y = f(u) derivaci v bod& uy := g(xo) a funkce
u = g(x) derivaci v bodé& xp, potom m4 sloZend funkce
y = (fog)(x) =f(g(x)) derivaci v bod& xo a plati

(fog)(x)=f"(u0).g'(x0) =f'(g(x0)) - &' (x0)-
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Intuitivné mizZeme pravidlim velice snadno rozumét, kdyz si

derivaci funkce y = f(x) pfedstavime jako podil pfirtistkl zavislé
promé&nné y a nezavislé proménné x:

By

Ax’
Samoziejmé pak p¥i y = h(x) = f(x) + g(x) je pFirtistek y dan
soultem pFirlstkd f a g a pfirGstek zavislé proménné zlstava
stejny. Je tedy derivace soultu sou¢tem derivaci.
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Intuitivné mizZeme pravidlim velice snadno rozumét, kdyz si

derivaci funkce y = f(x) pfedstavime jako podil pfirtistkl zavislé
promé&nné y a nezavislé proménné x:

oty
Ax

Samoziejmé pak p¥i y = h(x) = f(x) + g(x) je pFirtistek y dan

soultem pFirlstkd f a g a pfirGstek zavislé proménné zlstava

stejny. Je tedy derivace soultu sou¢tem derivaci.

U soucinu musime byt malinko pozorné&jsi. Pro

y = h(x) = f(x)g(x) je p¥irastek
Ay = f(x + Ax)g(x + Ax) — f(x)g(x)
= f(x + Ax)(g(x + Ax) — g(x)) + (f(x + Ax) — f(x))g(x)
Nyni ale kdyZ budeme zmen3ovat pfirlistek Ax, jde vlastné o
vypodet limity souctu soudinli a o tom uZ vime, Ze jej Ize poditat

jako soucet soudinti limit. Proto z nasi formulky Ize otkavat pro
derivaci sou&inu fg vyraz fg' + f'g.
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Diikaz.
Pravidla (i) a (ii) jsou trividlni z definice derivace (jako limity).
Ukazeme pravidlo soudinu:

f(x).g(x) — f(x0) - g(x0)

(f.g) (x0) = lim

X—X0 X — X0
i T80 = flx0) - £() + F(0) . £(x) = £(x0) -E(0)
X—X0 X — X0
= lim {f(x) —flx), g(x) + f(xo) g(x)—g(xo)}
X—X0 X — Xp ~—~ ~—~—— X — X0
P —g(x) —f(x) ;
— (Xo) —8 (XO)

— f’(Xo) .&(x0) + f(x0) _g,(Xo),




Vlastnosti derivaci
Jesté zajimavéjsi je to pro derivaci sloZené funkce g = ho f, kde

defini¢ni obor funkce z = h(y) obsahuje obor hodnot funkce
y = f(x). Vhled do problému ndm poskytne nasledujici p¥iklad.



Vlastnosti derivaci
Jesté zajimavéjsi je to pro derivaci sloZené funkce g = ho f, kde

defini¢ni obor funkce z = h(y) obsahuje obor hodnot funkce
y = f(x). Vhled do problému ndm poskytne nasledujici p¥iklad.

Priklad
UvaZzujme soukoli t¥ ozubenych kol, pfi¢emz kolo A ma 12 zubi,

kolo B ma 4 zuby a kolo C m3 6 zubi (viz obr.). Jestlize kolo A
udéld y otacek, kolo B udéla u otalek a kolo C ud&la x otacek,

potom plati
1 3 2 tedy e 1 13 1
=_-u u=—x =-—UuU=--Xx==Xx
y=3u 5% yle y=g 35 5

Vidime, Ze p¥i sklddani funkci se velikost zm&n (= derivace) ndsobi.

Opét vypsanim p¥iristkd dostavame
Az _Azly
- Ax Ay Ax’
MiZeme tedy olekavat, Ze pravidlo pro vypoclet bude
(ho FY(x) = H(f(x))F (x).

g
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Diikaz.

Vztah pro derivaci podilu Ize snadno odvodit pfimo z definice,
ukazeme zde ale, jak jej odvodit pomoci pravidla pro derivaci
slozené funkce.
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Diikaz.

Vztah pro derivaci podilu Ize snadno odvodit pfimo z definice,
ukazeme zde ale, jak jej odvodit pomoci pravidla pro derivaci
sloZené funkce.

Pro funkci (1/g) = (g~!) pravidlo pro derivaci sloZené funkce ¥ik,
7e (g71) = —g? - g’ a kone&n& pravidlo pro derivaci soutinu ndm
dava pravé kyzeny vzorec:

(FleY =(f-g 'Y =g ~fg g’ =— 5
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Derivace inverznich funkci

Jiz davno jsme formulovali pojem inverzni funkce: Pokud k dané
funkci f : R — R inverzni funkce f ! existuje (nezam&Xujme
znateni s funkci x — (f(x))™!), pak je ddna jednozna¥né
kterymkoliv ze vztahii f~1o f =idg, fof~ ! =idg, a druhy jiz
pak plati také. Pokud je f definovdno na podmnoZingé A C R a
f(A) = B, je existence f~! podmin&na stejnymi vztahy s
identickymi zobrazenimi id resp. idg na pravych stranich.
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Derivace inverznich funkci

Jiz davno jsme formulovali pojem inverzni funkce: Pokud k dané
funkci f : R — R inverzni funkce f ! existuje (nezam&Xujme
znateni s funkci x — (f(x))™!), pak je ddna jednozna¥né
kterymkoliv ze vztahii f~1o f =idg, fof~ ! =idg, a druhy jiz
pak plati také. Pokud je f definovdno na podmnoZingé A C R a
f(A) = B, je existence f~! podmin&na stejnymi vztahy s
identickymi zobrazenimi id resp. idg na pravych stranich.
Pokud bychom v&d&li, Ze pro diferencovatelnou funkci f je i 1
diferencovatelnd, vztah pro derivaci slozené funkce ndm (pro

y = f(x)) dava

L= (id)() = (F o )00 = (FY (Fx)) - /(%)

a tedy p¥imo vime formuli (zjevné f’(x) v takovém p¥ipad& nemize
byt nulové)

i 1
(Y0 = 75
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— Ay

y T .y . e
To dob¥e odpovida intuitivni predstavg, Ze pro y = f(x) je f' = z%

zatimco pro x = f~1(y) je (F 1) (y) = ﬁ—;. Takto skuteén&
muZeme derivace inverznich funkci pocitat:

Véta

Je-li f diferencovatelnd funkce na okoli bodu xo a f'(xp) # 0, pak
existuje na n&jakém okoli bodu yo = f(xo) funkce f= inverzni k f

a plati vztah .

(f_l)/(yﬂ) = f/(XO) :
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To dob¥e odpovida intuitivni pfedstavé, Ze pro y = f(x) je f' = %
zatimco pro x = f~1(y) je (F 1) (y) = ﬁ—;. Takto skuteén&

muZeme derivace inverznich funkci pocitat:

Véta

Je-li f diferencovatelnd funkce na okoli bodu xy a f'(xp) # 0, pak
existuje na n&jakém okoli bodu yo = f(xo) funkce f= inverzni k f
a plati vztah
1

1) (%) = 5—-

( ) (y0) f/(XO)
Pokud je f'(xg) = 0 izolovanym nulovym bodem derivace f'(x) a
inverzni funkce k f na okoli f(xp) existuje, pak je derivace funkce
f~1 v bodé& f(xp) nevlastni (pFitom je rovna +oo , pravé kdy? je f
na daném okoli f(xy) rostouci).
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Urkete derivaci funkce /x.
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Urkete derivaci funkce /x.

Rezenf
Funkce y = f~1(x) = ¥/x je inverzni k funkci x = f(y) = y>.
ProtoZe f'(y) = 3y?, mame

1 1 1
f_l 7 = — = —— = —
( (X)) f/(y) 3y2 3 3 X2
Vidime (at uZ z pFedchozi véty nebo limitnim pfechodem v
predchozim vypo&tu), Ze v bod& xp = 0 ma funkce /x derivaci oo.

v
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Jiny pohled na derivaci inverzni funkce

Oznatme jako ¢ (znamy) smérovy dhel te€ny ke grafu funkce

x = f(y) v bod& [yp, xo] vzhledem ke kladnému sméru osy y a jako
1 (nezndmy) smé&rovy Uihel te¢ny ke grafu funkce y = f~1(x) v
bod& [xp, yo] vzhledem ke kladnému sméru osy x, pficemz plati, Ze
tg o = f'(yo) je zndma hodnota a my chceme ur&it nezndmou
hodnotu

tgy = (F 1) (x0).
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Jiny pohled na derivaci inverzni funkce

Oznatme jako ¢ (znamy) smérovy dhel te€ny ke grafu funkce

x = f(y) v bod& [yp, xo] vzhledem ke kladnému sméru osy y a jako
1 (nezndmy) smé&rovy Uihel te¢ny ke grafu funkce y = f~1(x) v
bod& [xp, yo] vzhledem ke kladnému sméru osy x, pficemz plati, Ze
tg o = f'(yo) je zndma hodnota a my chceme ur&it nezndmou
hodnotu

tgy = (1) (x0)-
Vzhledem k tomu, Ze ¢ + 1 = 7 (promyslete!), pro tgp # 0

s
5”‘(5*50) __cosp 1
cos(%—cp) T osing T tgp’

dostaneme tg ) = tg(5 — ¢) =

Je tedy
1

—1y/ _
(f ) (XO) - f-/(yo)




Vlastnosti derivaci
0000000000000e

Jiny pohled na derivaci inverzni funkce

Oznatme jako ¢ (znamy) smérovy dhel te€ny ke grafu funkce

x = f(y) v bod& [yp, xo] vzhledem ke kladnému sméru osy y a jako
1 (nezndmy) smé&rovy Uihel te¢ny ke grafu funkce y = f~1(x) v
bod& [xp, yo] vzhledem ke kladnému sméru osy x, pficemz plati, Ze
tg o = f'(yo) je zndma hodnota a my chceme ur&it nezndmou
hodnotu

Vzhledem k tomu, Ze ¢ + ¢ = % (promyslete!), pro tg ¢ # 0

s
5”‘(5*50) __cosp 1
cos(%—cp) T osing T tgp’

tgy = (F 1) (x0).

dostaneme tg ) = tg(5 — ¢) =

Je tedy .
(f_l)/(XO) = f-/(yo)

Je-li tgp = 0 (te¥na ke grafu plvodni funkce x = f(y) je
vodorovna), potom je te¢na ke grafu inverzni funkce y = f~1(x)
svisla, tj. (F1)'(xo) je nevlastni.
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Definice

Rikdme, Ze redlna nebo komplexni funkce f ma derivaci druhého
¥adu v bod& xg, jestlize derivace f’ existuje na n&jakém okoli bodu
Xp a existuje jeji derivace v bodé xp. Piseme

f"(x0) = (') (x0)

nebo také f(?)(xg). Funkce f je dvakrat diferencovatelna na
néjakém intervalu A, jestlize ma druhou derivaci v kazdém jeho
bodé.
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Definice

Rikdme, Ze redlna nebo komplexni funkce f ma derivaci druhého
¥adu v bod& xg, jestlize derivace f’ existuje na n&jakém okoli bodu
Xp a existuje jeji derivace v bodé xp. Piseme

f"(x0) = (') (x0)

nebo také f(?)(xg). Funkce f je dvakrat diferencovatelna na
néjakém intervalu A, jestlize ma druhou derivaci v kazdém jeho
bodé.

Derivace vy$sich ¥adl definujeme induktivné. Zname jiz pojem
prvni a druha derivace a fikdme, Ze redlnd nebo komplexni funkce f
je k-krat diferencovatelna pro néjaké pfirozené &islo k v bod& xp,
jestlize je (k — 1)-krét diferencovatelnd na n&jakém okoli bodu xp a
jeji (k — 1)-ni derivace m3 v bod& xq derivaci.
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Definice

Rikdme, Ze redlna nebo komplexni funkce f ma derivaci druhého
¥adu v bod& xg, jestlize derivace f’ existuje na n&jakém okoli bodu
Xp a existuje jeji derivace v bodé xp. Piseme

f"(x0) = (') (x0)

nebo také f(?)(xg). Funkce f je dvakrat diferencovatelna na
néjakém intervalu A, jestlize ma druhou derivaci v kazdém jeho
bodé.

Derivace vy$sich ¥adl definujeme induktivné. Zname jiz pojem
prvni a druha derivace a fikdme, Ze redlnd nebo komplexni funkce f
je k-krat diferencovatelna pro néjaké pfirozené &islo k v bod& xp,
jestlize je (k — 1)-krét diferencovatelnd na n&jakém okoli bodu xp a
jeji (k — 1)-ni derivace m3 v bod& xq derivaci.

Pro k-tou derivaci funkce f(x) uZivame zna&eni f(K)(x).
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Jestlize existuji derivace viech ¥adl na néjakém intervalu, ¥ikdme,
Ze je tam funkce f hladka. Vétsinou se také uziva konvence, Ze
0-krat diferencovatelnad funkce znamena spojitou funkci. Pro
funkce, jejichZ k-td derivace je spojitd, uzivime oznaleni t¥ida
funkci CX(A) na intervalu A, kde k miize nabyvat hodnot
0,1,...,00. Casto pieme pouze C¥, je-li defini¢ni obor zndm z
kontextu.
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Diferencovatelnost polynomi a splajnii

Vysledkem derivovani polynomu je opét polynom, ale derivaci se
vzdy o jedni¢ku sniZuje jeho stupefi, dostaneme po kone¢ném
poltu derivaci nulovy polynom. PY¥esnéji Ye¢eno, pravé po k + 1
derivacich, kde k je stuperi polynomu, dostaneme nulu.
Samoziejmé& pak existuji derivace viech ¥adu, tj. f € C°(R).
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Diferencovatelnost polynomi a splajnii

Vysledkem derivovani polynomu je opét polynom, ale derivaci se
vzdy o jedni¢ku sniZuje jeho stupefi, dostaneme po kone¢ném
poltu derivaci nulovy polynom. PY¥esnéji Ye¢eno, pravé po k + 1
derivacich, kde k je stuperi polynomu, dostaneme nulu.
Samoziejmé& pak existuji derivace viech ¥adu, tj. f € C°(R).

RaciondlIni funkce lomené budou nekone¢né diferencovatelné ve
viech bodech svého defini¢niho oboru.
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Diferencovatelnost polynomi a splajnii

Vysledkem derivovani polynomu je opét polynom, ale derivaci se
vzdy o jedni¢ku sniZuje jeho stupefi, dostaneme po kone¢ném
poltu derivaci nulovy polynom. PY¥esnéji Ye¢eno, pravé po k + 1
derivacich, kde k je stuperi polynomu, dostaneme nulu.
Samoziejmé& pak existuji derivace viech ¥adu, tj. f € C°(R).

RaciondlIni funkce lomené budou nekone¢né diferencovatelné ve
viech bodech svého defini¢niho oboru.

P¥i konstrukci splajnti jsme pohlidali, aby vysledné funkce byly t¥idy
C2(R). Jejich t¥eti derivace budou po &4stech konstantni funkce.
Proto nebudou splajny pat¥it do C3(RR), prestoZe jejich véechny
derivace vyssich ¥adl budou nulové ve vech vnit¥nich bodech

jednotlivych intervall v interpolaci. Promyslete si podrobné tento
pFiklad!
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Derivace elementarnich funkei
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Zatim mame shromazdény tyto typy funkci:

@ polynomy f definované na celém R s hodnotami v R nebo v C,

'Pozd¥ji znovu zadefinujeme goniometrické funkce pomoei mocninnych ¥ad.
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Zatim mame shromazdény tyto typy funkci:
@ polynomy f definované na celém R s hodnotami v R nebo v C,

@ racionalni funkce f/g definované na celém R krom& kone¢né
mnoZziny ko¥enl polynomu g ve jmenovateli zlomku, s
hodnotami v R nebo C,

'Pozd&ji znovu zadefinujeme goniometrické funkce pomoei mocninnych ¥ad.
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Zatim mame shromazdény tyto typy funkci:
@ polynomy f definované na celém R s hodnotami v R nebo v C,

@ racionalni funkce f/g definované na celém R krom& kone¢né
mnoZziny ko¥enl polynomu g ve jmenovateli zlomku, s
hodnotami v R nebo C,

@ mocninné funkce x? s obecnym b € R, definované pro x >0 a
hodnotami v R,

'Pozd&ji znovu zadefinujeme goniometrické funkce pomoei mocninnych ¥ad.



Derivace elementarnich funkei
©000000000000000000000

Zatim mame shromazdény tyto typy funkci:

@ polynomy f definované na celém R s hodnotami v R nebo v C,

@ racionalni funkce f/g definované na celém R krom& kone¢né
mnoZziny ko¥enl polynomu g ve jmenovateli zlomku, s
hodnotami v R nebo C,

@ mocninné funkce x? s obecnym b € R, definované pro x >0 a
hodnotami v R,

@ exponencialni funkce a* o libovolném zakladu a > 0
definované pro véechna x € R a s hodnotami v R a k nim
inverzni funkce logaritmické o zdklad a > 0,a# 1,

'Pozd&ji znovu zadefinujeme goniometrické funkce pomoei mocninnych ¥ad.
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Zatim mame shromazdény tyto typy funkci:
@ polynomy f definované na celém R s hodnotami v R nebo v C,

@ racionalni funkce f/g definované na celém R krom& kone¢né
mnoZziny ko¥enl polynomu g ve jmenovateli zlomku, s
hodnotami v R nebo C,

@ mocninné funkce x? s obecnym b € R, definované pro x >0 a
hodnotami v R,

@ exponencialni funkce a* o libovolném zakladu a > 0
definované pro véechna x € R a s hodnotami v R a k nim
inverzni funkce logaritmické o zdklad a > 0,a# 1,

@ goniometrické funkce sin x, cos x (a funkce tg x, cotg x od nich
odvozené) definované jako soufadnice bodu na jednotkové
kruznici, kde |x| je délka oblouku od [1,0] k [cos x, sin x] v

pFislugném smyslu.?

'Pozd&ji znovu zadefinujeme goniometrické funkce pomoei mocninnych ¥ad.
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Derivace mocniny

Vime, e pro n € NU {0} je (x") = nx"~1. Nyni ukdZeme, Ze
stejny vztah plati pro libovolné (redlné) exponenty, nejen pro
pFirozena Cisla.
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Derivace mocniny

Vime, e pro n € NU {0} je (x") = nx"~1. Nyni ukdZeme, Ze
stejny vztah plati pro libovolné (redlné) exponenty, nejen pro
pFirozena Cisla.

Véta (Derivace mocniny)

Pro libovolny exponent r € R plati, Ze

(x") = ~x L (1)

kdykoliv maji uvedené vyrazy smysl.
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Derivace mocniny

Vime, e pro n € NU {0} je (x") = nx"~1. Nyni ukdZeme, Ze
stejny vztah plati pro libovolné (redlné) exponenty, nejen pro
pFirozena Cisla.

Véta (Derivace mocniny)

Pro libovolny exponent r € R plati, Ze

(x") = ~x L (1)

kdykoliv maji uvedené vyrazy smysl.

Diikaz.

Necht n € Z \ Ng. Pak m = —n € N a z vé&ty o derivaci sloZené
funkce dostavame:

| A

(Xn)l — ((Xm)fl)l — _(Xm)f2mxmfl — _me2m+m71 —

_ _mxfmfl _ anfl
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Derivace mocniny — pokr.

Dikaz.
Déle necht r = %, kde g € N (tj. derivujeme obecnou odmocninu).
1
Derivaci funkce x9 = ¥/x odvodime z vé&ty o derivaci inverzn{
funkce. Oznatme si y = f~1(x) = ¢/x a x = f(y) = y9. Protoze je
geN,je f'(y) = gy9L. Plati tedy, Ze
1 1
() = (05 = —= = -

1
St g(gn)T a4
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Derivace mocniny — pokr.

Dikaz.

Déle necht r = %, kde g € N (tj. derivujeme obecnou odmocninu).

1
Derivaci funkce xa = #x odvodime z véty o derivaci inverzni
funkce. Oznatme si y = f~1(x) = ¢/x a x = f(y) = y9. Protoze je
geN,je f'(y) = gy9L. Plati tedy, Ze
1 1
(Y = (V3 = —1 = -

1
St g(gn)T a4

I
\
X
Q
I
X

. . 2 4 z + 2 g "
Derivaci funkce xa = (xq)p odvodime z véty o derivaci slozené
funkce

(Xr)l —

—
X
Q=
~—
S
|
o
—
X
ENTA
=
T
—
X\
I
—
Il
QT
x
4|
x
2|
Il
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Derivace mocniny — dokon&eni

Zbyva prejit od racionalniho exponentu k obecnému redlnému, coz
Ize udé&lat bud' tivahami o spojitosti nebo se jednoduse pozdgji
odkdazat na vysledky o exponencidlnich funkcich (coZ v tuto chvili
udélame). O
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Derivace goniometrickych funkci

Pro goniometrické funkce plati

(sinx)" = cos x,

(cosx) = —sinx,
1 1
t 4 = — t / —
(tg x) cos? x’ (cotg x) sin® x
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Derivace goniometrickych funkci

Pro goniometrické funkce plati

(sinx)" = cos x, (cosx) = —sinx,
1
tgx) = —5— tgx) = ——5—.
(tgx) cos? x’ (ot x) sin? x

Derivaci funkce sin x vypoéteme p¥imo z definice:

. v . sin(x4+h)—sinx . sinx cosh)+ cosx sin h— sjn x
(sinx)" = lim = lim
h—0 h h—0 h
. . cosh—1 sin h
= lim ¢ (sinx) - ———— +(cos x) - = COS X.
h—0 h h
~—— S~~~
—0 —1
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Derivace goniometrickych funkci — dokon&eni

Diikaz.

Derivace ostatnich goniometrickych funkci vypoéteme z derivace
funkce sin x pomoci jejich vyjad¥eni jako slozené funkce ¢i podilu
funkci, jejichZ derivaci zname.
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Derivace goniometrickych funkci — dokon&eni

Diikaz.

Derivace ostatnich goniometrickych funkci vypoéteme z derivace
funkce sin x pomoci jejich vyjad¥eni jako slozené funkce ¢i podilu
funkci, jejichZ derivaci zname.

(cosx)" = (sin(5 — x)) = cos(5 — x) - (—1) = —sinx,
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Derivace goniometrickych funkci — dokon&eni

Diikaz.

Derivace ostatnich goniometrickych funkci vypoéteme z derivace
funkce sin x pomoci jejich vyjad¥eni jako slozené funkce ¢i podilu
funkci, jejichZ derivaci zname.

(cosx)" = (sin(5 — x)) = cos(5 — x) - (—1) = —sinx,
déle 1 1
t b = — t 4 = — 5
(tgx) = o,  (cotgx) =——5—
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Derivace exponencialnich a logaritmickych funkci

Pro exponencidlni a logaritmické funkce plati

(e¥) = e, (a¥) = a* Ina,
1 1

Inx) == | = .

(nsf =X, (log,x)/ = ——

Derivaci funkce e* vypocteme z definice za pouZiti zakladni limity
spocitané minulou pfednasku:

o x+h X ex eh — X
(e¥) = lim = lim =
h—0 h h—0 h

Wl
=e*. lim =eX.1=¢"
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Derivace exponencialnich a logaritmickych funkci — pokr.

Podobné bychom z definice mohli spocitat derivaci funkce a* pro
obecné a, s vyuZitim vyjad¥eni a¥ = e¥'"? ale snadno vypotteme, e

(aX)l _ (exlna)l _ exlna) lIna=1Ina-a".
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Derivace exponencialnich a logaritmickych funkci — pokr.

Podobné bychom z definice mohli spocitat derivaci funkce a* pro
obecné a, s vyuZitim vyjad¥eni a¥ = e¥'"? ale snadno vypotteme, e

(aX)l _ (exlna)/ _ exlna) lIna=1Ina-a".
Podobné, protoze logaritmicka funkce byla definovana jako inverzn{

k exponencidlni, pro y = f1(x) = Inx a pro x = f(y) = ¢ mame
f'(y) = e, takze

(Inx) = = = =
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Derivace exponencialnich a logaritmickych funkci — pokr.

Podobné bychom z definice mohli spocitat derivaci funkce a* pro
obecné a, s vyuZitim vyjad¥eni a¥ = e¥'"? ale snadno vypotteme, e

(aX)l _ (exlna)/ _ exlna) lIna=1Ina-a".
Podobné, protoze logaritmicka funkce byla definovana jako inverzn{

k exponencidlni, pro y = f1(x) = Inx a pro x = f(y) = ¢ mame
f'(y) = e, takze
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Derivace mocniny napodruhé

Dusledek

Pro libovolné r € R plati

(x") ="t x > 0.

Z pravidla pro derivaci sloZzené funkce a z derivace logaritmu plyne,
Ze

(x") = (er'”X)/: e (rinx) =x".r—=m".x1=rx
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Dalsi prirtstky — cyklometrické funkce

Cyklometrické funkce jsou inverzni ke goniometrickym. ProtoZe
jsou goniometrické funkce vechny periodické s periodou 27, jsou
jejich inverze definované vzdy jen v ramci jedné periody a to jesté
jen na &3sti, kdy je dand funkce bud rostouci nebo klesajici. Jsou

to funkce

arcsin = sin !

s defini¢nim oborem [—1, 1] a oborem hodnot [—7/2,7/2]. Dale

arccos = cos*1

s defini¢nim oborem [—1, 1] a oborem hodnot [0, 7].
Zbyvaji jesté funkce

arctg = tg*1
s defini¢nim oborem [—o0, 00| a oborem hodnot [—7/2,7/2] a
konecng&

arccotg = cotg*1

s defini&nim oborem [—o0, o0] a oborem hodnot [0, 7].
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3 3]
21 21
11 1

1 05 1 05 1 5
B X X
-1
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Derivace cyklometrickych funkci

Pro cyklometrické funkce plati

1 1

/
—_— arccos x) = ———,
V1—x2 ( ) V1— x2
1 1
(arccotg x)' = — :
1+ x2

(arcsin x) =

I

14 x2’

(arctg x)
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Derivace cyklometrickych funkci

Pro cyklometrické funkce plati
(arcsin x) = - (arccos x)' = L
V1—x2 V1—x2’
1
(arctg x)' = 152 (arccotg x)' = Te

Derivace vech cyklometrickych funkci vypo&teme z pravidla pro
derivovani inverzni funkce.
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Derivace cyklometrickych funkci

Pro cyklometrické funkce plati
1 1

/
—_— arccos x) = ———,
V1—x2 ( ) V1— x2
N (arccotg x)' = — L :
1+ x2’ 1+ x2

(arcsin x) =

(arctg x)

Diikaz.

Derivace vech cyklometrickych funkci vypo&teme z pravidla pro
derivovani inverzni funkce.

Proy = f~1(x) = arcsinx a pro x = f(y) = siny mame

f'(y) = cosy, a proto dostdvame

1 1 1
(arcsinx)’ = = = B
f'(y) cosy  cos(arcsinx)
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Dikaz

Tento vysledek ale jesté zjednodusime. Protoze pro libovolné
y € R je (cosy)? + (siny)? =1, je

1 = [ cos(arcsin x)]2 + [ sin(arcsin x) }2 = cos?(arcsin x) + x?,

—_———

=X

= cos(arcsinx) = /1 — x°.

A tedy plati, Ze

1 1
(arcsin x) = =

cos(arcsinx) /1 — x2
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Dikaz

Tento vysledek ale jesté zjednodusime. Protoze pro libovolné
y € R je (cosy)? + (siny)? =1, je

2

9

1 = [ cos(arcsin x)]2 + [ sin(arcsin x) }2 = cos?(arcsin x) + x
(R ——

=X

= cos(arcsinx) = /1 — x°.

A tedy plati, Ze

1 1
(arcsin x) = =

cos(arcsinx) /1 — x2

Obdbonym zplisobem postupujeme i u ostatnich cyklometrickych
funkci. O
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Vlastnosti jednotlivych obyvatelli zvitetniku a jejich vztahy:

g2

funkce defini¢ni trida | derivace inverze
obor
polynomy | celé R C>® | f opét poly- | f~1 existuje jen
f nom lokdIné a neumime
obecnou formuli
kubické celé R c? K je opét | formule s od-
splajny h splajn mocninami a jen
lokaln&
raciondlni | celé R mimo | C*° | opét ra- | existuje jen lokalné
funkce f/g | kofeny g ciondlni a neumime obec-
funkce: nou formuli
f'g—fg’'
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funkce definiéni trida | derivace inverze

obor
mocninné interval C> | funkce existuje viude a
funkce x | (0, 00) axa 1 je op&t mocninnou

funkei yt/2

exponenci- | celé R C*>® | existuje logaritmicka
alni funkce v8ude a je | funkce log,
a%, a > 0, Ina-a*
a#l
gonio- celé R C™>® | existuje cyklometrické
metrické viude, vzo- | funkce, existuji
funkce rec zname lokdlné

sin x, cos x




Derivace elementarnich funkei
000000000000000®000000

Véty o stfedni hodnoté

Odvodime né&kolik vysledki, které umozni sndze pracovat s
funkcemi p¥i modelovani redlnych problémd.

Véta (Rolleova)

Necht funkce f : R — R je spojitd na intervalu [a, b] a
diferencovatelnd uvnit¥ tohoto intervalu. JestliZe plati f(a) = f(b),
pak existuje ¢ € (a, b) takové, Ze f'(c) = 0.
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Dikaz.

Funkce f spojita na uzavieném intervalu (tj. kompaktni mnoZing)
ma na ném maximum a minimum. Pokud by maximum i minimum
mélo stejnou hodnotu f(a) = f(b), pak by funkce f byla
konstantni a tedy i jeji derivace by byla nulova ve viech bodech
intervalu (a, b).
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Dikaz.

Funkce f spojita na uzavieném intervalu (tj. kompaktni mnoZing)
ma na ném maximum a minimum. Pokud by maximum i minimum
mélo stejnou hodnotu f(a) = f(b), pak by funkce f byla
konstantni a tedy i jeji derivace by byla nulova ve viech bodech
intervalu (a, b).

P¥edpokladejme tedy, Ye bud maximum nebo mimimum je jiné a
necht nastava jedno z nich ve vnit¥nim bod& c. Pak oviem neni
moZné, aby v ¢ bylo f’(c) # 0, protoZe to by v tomto bodé& byla
byla funkce f bud rostouci nebo klesajici a jist& by tedy v okoli
bodu ¢ nabyvala v&tsich i mensich hodnot, nez je f(c). O
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Z Rolleovy véty snadno vyplyva tzv. véta o stfedni hodnoté.

Véta (Lagrangeova)

Necht funkce f : R — R je spojitd na intervalu [a, b] a
diferencovatelnd uvnit¥ tohoto intervalu. Pak existuje ¢ € (a, b)
takové, Ze

f(b) — f(a)

file) = b—a
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Diikaz.

Dikaz je prostym zapisem geometrického vyznamu tvrzeni: k se¢né
mezi body [a, f(a)] a [b, f(b)] existuje te¢na, kterd je s ni
rovnob&zna (viz obrazek).
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Diikaz.

Dikaz je prostym zapisem geometrického vyznamu tvrzeni: k se¢né
mezi body [a, f(a)] a [b, f(b)] existuje te¢na, kterd je s ni
rovnob&zna (viz obrazek). Rovnice na¥i seny je

— oy — f(b) — f(a)
y =g(x)=f(a) + ﬁ(x —a).

Rozdil h(x) = f(x) — g(x) udava vzdalenost grafu od seény (v
hodnotach y). Jisté plati h(a) = h(b) a

H(x) = f/(x) — f(bgiz(").

Podle pFedchozi véty existuje bod ¢, ve kterém je h'(c) = 0. O
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Véty o stfedni hodnoté maji celou ¥adu disledki tykajicich se
vlastnosti funkci. Nap¥.:

o Které funkce maji nulovou derivaci? — Pouze konstantni
funkce.

o Které funkce maji stejnou derivaci? — Pravé ty funkce, které
se navzdjem li8i o konstantu.

Dusledek

Je-li f(x) diferencovatelnd na (a, b) a je-li f'(x) =0 na (a, b),
potom
f(x)=c na(a,b).
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Dukaz.

Pro libovolné dva body x1,x € (a, b), x1 < x2, plati, Ze f(x) je
spojitd na [x1, xo] (nebot existuje vlastni f/(x)) a diferencovatelnd
na (x1,x2). Podle Lagrangeovy véty je pak pro n&jaky bod

CE(Xl,XQ)
el =) _py—0, 5 fa) = o)

A protoze byly body x; a x» vybrany libovoln& v intervalu (a, b),
musi byt nutn& f(x) konstantni na intervalu (a, b). O
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Dusledek

Jsou-li f(x) a g(x) diferencovatelné na (a, b) a je-li f'(x) = g'(x)
na (a, b), potom f(x) = g(x) + ¢ na (a, b), tj. f(x) a g(x) se lisi o
konstantu.

Funkce (f — g)(x) je diferencovatelnd na (a, b) a

(f —g)'(x) = f'(x) — g’(x) =0 na (a, b). Podle predchoziho
disledku je pak f(x) — g(x) = c na (a, b), tj. f(x) = g(x) + c na
(a, b). O
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