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Pr̊uběh funkce, optimalizace

Michal Bulant

Masarykova univerzita
Fakulta informatiky

22. 10. 2008
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Pr̊uběh funkce Diferenciál funkce a Taylor̊uv polynom

Podḿınky monotonie

Věta

Necht’ f (x) má vlastńı derivaci na otev̌reném intervalu I . Potom
plat́ı následuj́ıćı.

1 Funkce f (x) je neklesaj́ıćı na intervalu I ⇔ f ′(x) ≥ 0 ∀x ∈ I .

2 Funkce f (x) je rostoućı na intervalu I ⇔ f ′(x) ≥ 0 ∀x ∈ I ,
p̌ričemž rovnost f ′(x) = 0 neplat́ı na žádném podintervalu
intervalu I .

3 Funkce f (x) je nerostoućı na intervalu I ⇔ f ′(x) ≤ 0 ∀x ∈ I .

4 Funkce f (x) je klesaj́ıćı na intervalu I ⇔ f ′(x) ≤ 0 ∀x ∈ I ,
p̌ričemž rovnost f ′(x) = 0 neplat́ı na žádném podintervalu
intervalu I .
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3 Funkce f (x) je nerostoućı na intervalu I ⇔ f ′(x) ≤ 0 ∀x ∈ I .
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Věta

Funkce f (x) může ḿıt lokálńı extrémy pouze ve svých
stacionárńıch bodech nebo v bodech, kde f ′(x) neexistuje.

Věta

Necht’ x0 je stacionárńı bod funkce f (x), tj. f ′(x0) = 0, a necht’

existuje f ′′(x0).

1 Je-li f ′′(x0) > 0, potom je v bodě x0 ostré lokálńı minimum.

2 Je-li f ′′(x0) < 0, potom je v bodě x0 ostré lokálńı maximum.
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Necht’ x0 je stacionárńı bod funkce f (x), tj. f ′(x0) = 0, a necht’

existuje f ′′(x0).

1 Je-li f ′′(x0) > 0, potom je v bodě x0 ostré lokálńı minimum.
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Pojmy konvexnost, konkávnosti a inflexńıch bodů slouž́ı ke studiu
toho, jak daná funkce (či p̌resněji jej́ı graf) zatáč́ı. Tyto pojmy
budeme uvažovat pouze pro diferencovatelné funkce.

Definice

Necht’ má funkce f (x) vlastńı derivaci na intervalu I ⊆ D(f ).
Funkce f (x) se nazývá

konvexńı na intervalu I , pokud je f ′(x) neklesaj́ıćı na I ,

konkávńı na intervalu I , pokud je f ′(x) nerostoućı na I .
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Poznámka

To, že funkce f ′(x) je neklesaj́ıćı na intervalu I (tj. f (x) je
konvexńı), znamená, že tečny maj́ı neklesaj́ıćı směrnici, tj.

graf funkce f (x) zatáč́ı doleva a tečny lež́ı pod grafem.

To, že funkce f ′(x) je nerostoućı na intervalu I (tj. f (x) je
konkávńı), znamená, že tečny maj́ı nerostoućı směrnici, tj.

graf funkce f (x) zatáč́ı doprava a tečny lež́ı nad grafem.
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Př́ıklad

1 Funkce f (x) = x2 má derivaci f ′(x) = 2x , což je funkce
rostoućı (tud́ıž neklesaj́ıćı) na R. A proto je x2 konvexńı na R.

2 Funkce f (x) = x3 má derivaci f ′(x) = 3x2, což je
na intervalu [0,∞) funkce rostoućı (tud́ıž neklesaj́ıćı). A proto

je x3 konvexńı na [0,∞).

3 Funkce f (x) = x3 má derivaci f ′(x) = 3x2, což je
na intervalu (−∞, 0] funkce klesaj́ıćı (tud́ıž nerostoućı). A

proto je x3 konkávńı na (−∞, 0].

4 Funkce f (x) = ax + b má derivaci f ′(x) = a, což je funkce
konstantńı (tud́ıž neklesaj́ıćı) na R. A proto je ax + b
konvexńı na R. Současně je konstantńı funkce f ′(x) = a
nerostoućı na R, a proto je ax + b také konkávńı na R.
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rostoućı (tud́ıž neklesaj́ıćı) na R. A proto je x2 konvexńı na R.
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nerostoućı na R, a proto je ax + b také konkávńı na R.
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Konvexnost a druhá derivace

Věta

Necht’ I ⊆ D(f ) je otev̌rený interval a necht’ má funkce f (x)
druhou derivaci f ′′(x) na I .

(i) Je-li f ′′(x) > 0 na I , potom je f (x) konvexńı na intervalu I .

(ii) Je-li f ′′(x) < 0 na I , potom je f (x) konkávńı na intervalu I .

Důkaz.

ad (i): Je-li f ′′(x) > 0 na intervalu I , potom je funkce f ′(x)
rostoućı na intervalu I . Tedy je p̌ŕımo podle definice funkce f (x)
konvexńı na intervalu I .
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Věta
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Inflexńı bod

Tam, kde se měńı konvexnost na konkávnost nebo naopak, se
nacházej́ı tzv. inflexńı body funkce.

Definice

Necht’ má funkce f (x) vlastńı nebo nevlastńı derivaci f ′(x0). Je-li
f ′(x0) nevlastńı, potom nav́ıc p̌redpokládejme, že je f (x) spojitá v
bodě x0. Bod x0 je inflexńı bod funkce f (x), pokud v nějakém
levém okoĺı bodu x0 je funkce f (x) konvexńı a v nějakém pravém
okoĺı bodu x0 je funkce f (x) konkávńı, nebo naopak.
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Vlastnosti inflexńıch bodů

Věta

(i) Pokud existuje vlastńı druhá derivace f ′′(x0) = 0 v inflexńım
bodě x0, potom je f ′′(x0) = 0.

(ii) Je-li f ′′(x0) = 0 a f ′′(x) měńı znaménko v bodě x0, potom je
x0 inflexńı bod.

(iii) Je-li f ′′(x0) = 0 a f ′′′(x0) 6= 0, potom je x0 inflexńı bod.

Zejména část (ii) v p̌redchoźı větě ukazuje, jak inflexńı body naj́ıt.
Současně ze změny znaménka f ′′(x) (tedy jestli se jedná o změnu
z 	 do ⊕ nebo o změnu z ⊕ do 	) poznáme, kterým směrem graf
funkce f (x) v bodě x0 zatáč́ı.
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Současně ze změny znaménka f ′′(x) (tedy jestli se jedná o změnu
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Př́ıklad

Určete monotonii, lokálńı extrémy, konvexnost/konkávnost a
inflexńı body funkce

f (x) = x + sin x na intervalu [0, 4π].

Řešeńı

f ′(x) = 1 + cos x = 0 implikuje, že cos x = −1, tedy x = π, 3π jsou
stacionárńı body (v intervalu [0, 4π]). Body, kde neexistuje f ′(x)
nejsou. V každém z interval̊u (0, π), (π, 3π) a (3π, 4π) vybereme
jeden bod pro určeńı znaménka f ′(x) v těchto intervalech. Tedy

f (x) je rostoućı na [0, 4π],
f (x) nemá lokálńı extrémy.
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inflexńı body funkce

f (x) = x + sin x na intervalu [0, 4π].
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Řešeńı p̌ŕıkladu – pokr.

Řešeńı

f ′′(x) = − sin x = 0 implikuje, že x = 0, π, 2π, 3π, 4π jsou
kandidáti na inflexńı body. V každém z interval̊u (0, π), (π, 2π),
(2π, 3π) a (3π, 4π) vybereme jeden bod pro určeńı znaménka
f ′′(x) v těchto intervalech. Tedy

f (x) je konvexńı na [π, 2π] a na [3π, 4π],
f (x) je konkávńı na [0, π] a na [2π, 3π],
f (x) má inflexi v bodech x = π, 2π, 3π.

A protože můžeme jednoduše vypoč́ıtat funkčńı hodnoty a hodnoty
derivace (pro sklon tečny) ve zmiňovaných stacionárńıch, inflexńıch
a krajńıch bodech, můžeme také načrtnout graf této funkce na
intervalu [0, 4π].
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Asymptoty

Funkce f (x) může ḿıt jako asymptotu svislou p̌ŕımku (asymptota
bez směrnice) nebo p̌ŕımku se směrnićı. Ve druhém p̌ŕıpadě pak
rozlǐsujeme asymptoty v ∞ a v −∞.

Definice

Př́ımka x = x0 (svislá p̌ŕımka) je asymptotou bez směrnice
funkce f (x), pokud je alespoň jedna jednostranná limita v
bodě x0 nevlastńı, tj.
limx→x+

0
f (x) = ±∞ nebo limx→x−0

f (x) = ±∞.
Př́ımka y = ax + b (a, b ∈ R) je asymptotou se směrnićı v ∞,
pokud

lim
x→∞

[f (x)− (ax + b)] = 0.

Podobně pro asymptotu se směrnićı v −∞.
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funkce f (x), pokud je alespoň jedna jednostranná limita v
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Pr̊uběh funkce Diferenciál funkce a Taylor̊uv polynom

Př́ıklad

(a) Funkce f (x) = 1
x má asymptotu bez směrnice x = 0 a

asymptotu se směrnićı y = 0 (v ±∞).

(b) Funkce f (x) = sin x
x má asymptotu se směrnićı y = 0 (v ±∞),

protože

lim
x→±∞

(
sin x

x
− 0

)
= lim

x→±∞

sin x

x

∣∣∣∣ typ
ohr.

±∞

∣∣∣∣ = 0.

(c) Funkce f (x) = ax + b je svou vlastńı asymptotou (v ±∞).

Poznámka

Je žrejmé, že asymptoty bez směrnice mohou být pouze v bodech
nespojitosti funkce f (x). Samožrejmě ne každý bod nespojitosti
zadává asymptotu, viz nap̌r. f (x) = sin x

x v x0 = 0.
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Asymptoty se směrnićı

Věta

Př́ımka y = ax + b je asymptotou funkce f (x) v ∞ ⇔

a = lim
x→∞

f (x)

x
, b = lim

x→∞
[f (x)− ax ].

Podobně, p̌ŕımka y = ax + b je asymptotou funkce f (x) v −∞ ⇔

a = lim
x→−∞

f (x)

x
, b = lim

x→−∞
[f (x)− ax ].
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Důkaz.

Býti asymptotou v ∞ znamená, že f (x) ≈ ax + b pro x →∞.
Tedy pokud obě strany poděĺıme výrazem x , dostaneme, že

f (x)

x
≈ a +

b

x
pro x →∞.

A protože výraz b
x → 0 pro x →∞, dostáváme odtud vzoreček pro

hodnotu koeficientu a.
Dále, známe-li koeficient a, potom

f (x)− ax ≈ b pro x →∞.

Samožrejmě, pokud alespoň jedna z limit definuj́ıćıch koeficienty a,
b je nevlastńı nebo neexistuje, tak potom daná funkce asymptotu v
p̌ŕıslušném ∞ nebo −∞ nemá.
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Př́ıklad

Určete asymptoty funkce

f (x) =
(x − 2)3

(x + 2)2
.

Řešeńı

x = −2 je asymptota bez směrnice.
a+ = limx→∞

f (x)
x = · · · = 1, b+ = · · · = −10. Podobně pro

x → −∞. Proto y = x − 10 je asymptota v ∞ i v −∞.
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Řešeńı
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Celkový pr̊uběh funkce

Při vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce urč́ıme

definičńı obor (pokud již neńı zadán),

prvńı derivaci f ′(x) a vše co z ńı lze určit, tj. stacionárńı body,
body kde neexistuje f ′(x), intervaly monotonie (rostoućı a
klesaj́ıćı f (x)) a lokálńı extrémy.

druhou derivaci f ′′(x) a vše co z ńı lze určit, tj. konvexnost,
konkávnost a inflexńı body, p̌ŕıpadně lokálńı extrémy.

asymptoty bez směrnice a se směrnićı,

hodnoty funkce f (x) a derivace f ′(x) ve všech význačných
bodech (nap̌r, stacionárńıch a inflexńıch bodech, kde
neexistuje f ′(x) nebo f ′′(x), v krajńıch bodech, atd.),

a nakonec ze všech těchto informaćı sestroj́ıme graf funkce
f (x).
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f (x).



Pr̊uběh funkce Diferenciál funkce a Taylor̊uv polynom
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neexistuje f ′(x) nebo f ′′(x), v krajńıch bodech, atd.),
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Př́ıklad

Vyšeťrete celkový pr̊uběh funkce

f (x) =
1

x
+ ln x .

Řešeńı

Definičńı obor je D(f ) = (0,∞).

Prvńı derivace f ′(x) = x−1
x2 , tj. x = 1 je jediný stacionárńı bod

(a z vyšeťreńı okoĺı je žrejmě globálńım minimem funkce f (x)).

Druhá derivace f ′′(x) = 2−x
x3 , je proto x = 2 je jediným

kandidátem na inflexńı bod a snadno je vidět, že j́ım i je.

x = 0 je asymptota bez směrnice

f (x) nemá žádnou asymptotu se směrnićı

Hodnoty funkce f (x) a derivace f ′(x) ve všech význačných
bodech:
f (1) = 1, f ′(1) = 0, f (2) = 1

2 + ln 2 ≈ 1.19, f ′(2) = 1
4 .
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f (x) nemá žádnou asymptotu se směrnićı
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Definičńı obor je D(f ) = (0,∞).
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Druhá derivace f ′′(x) = 2−x
x3 , je proto x = 2 je jediným
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Plán p̌rednášky

1 Pr̊uběh funkce
Konvexnost, konkávnost, inflexe
Asymptoty
Celkový pr̊uběh funkce

2 Diferenciál funkce a Taylor̊uv polynom



Pr̊uběh funkce Diferenciál funkce a Taylor̊uv polynom

Diferenciál funkce je pojem, který se pro funkce jedné proměnné
využ́ıvá pouze pro poťreby integrováńı nebo pro p̌ribližné výpočty.
Pro funkce v́ıce proměnných má mnohem věťśı význam (viz
MB103).

Definice

Necht’ x0 ∈ D(f ) je bod, ve kterém existuje vlastńı derivace f ′(x0)
funkce y = f (x). Potom definujeme

diferenciál dx (diferenciál nezávislé proměnné) jako

dx = x − x0 (pro x bĺızko x0),

diferenciál dy (diferenciál závislé proměnné) jako

dy = f ′(x0) . dx .

Alternativńı značeńı pro dy je df , p̌ŕıpadně df (x0) pokud chceme
zdůraznit, že se jedná o diferenciál v bodě x0.

Uvědomte si, že pokud je x napravo od x0, je dx = x − x0 > 0,
pokud je ale x nalevo od x0, je dx = x − x0 < 0.
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Co to vlastně ten diferenciál je?
Pokud se pod́ıváme na rovnici tečny v bodě x0, máme

y − y0 = f ′(x0) (x − x0), kde y0 = f (x0),

y − f (x0) = f ′(x0) dx︸ ︷︷ ︸
dy

= df (x0).

Vid́ıme tedy, že diferenciál dy je změna funkčńıch hodnot na tečně.
A protože hodnoty na tečně aproximuj́ı funkčńı hodnoty f (x) pro x
bĺızko bodu x0, plyne odtud vzoreček pro p̌ribližné výpočty:

f (x) ≈ f (x0) + df (x0), tj. f (x) ≈ f (x0) + f ′(x0) (x − x0).

(Jedná se vlastně o rovnici tečny trošku zapsanou jiným
způsobem). Tedy hodnoty funkce f (x) pro x bĺızko bodu x0 se
p̌ribližně rovnaj́ı hodnotám na tečně v bodě x0, p̌ričemž pro tento
výpočet muśıme znát hodnotu funkce f (x0) a derivace f ′(x0) v
bodě x0.
Diferenciál je tedy p̌ribližná změna funkčńıch hodnot pro x bĺızko
x0.
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Př́ıklad

Pomoćı diferenciálu p̌ribližně vypočtěte
√

85.

Řešeńı

Protože známe
√

81 = 9, polož́ıme x0 = 81 a x = 85, tj.
dx = x − x0 = 4. Tedy pro f (x) =

√
x potom je f ′(x) = 1

2
√

x
, a

tedy f (81) = 9 a f ′(81) = 1
2
√

81
= 1

18 . Ze vzorce pro aproximaci

potom plyne, že

f (85) ≈ f (81) + df (81) = f (81) + f ′(81) dx , tj.
√

85 ≈ 9 +
1

18
· 4 = 9 +

2

9
=

83

9
= 9.2222 . . . .

Pro srovnáńı je p̌resná hodnota
√

85 = 9.2195 . . . .
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Taylor̊uv polynom

Viděli jsme, že pro aproximaci funkce pomoćı lineárńıho polynomu
slouž́ı tečna (tedy diferenciál). Lze ale použ́ıt i aproximace vyš̌śıch
řádů. V tomto obecněǰśım p̌ŕıpadě potom hovǒŕıme o
Taylorově polynomu.

Definice

Necht’ x0 ∈ D(f ) je bod, ve kterém existuj́ı vlastńı derivace f ′(x0),
f ′′(x0), . . . , f (n)(x0) funkce f (x) až do řádu n.
Taylor̊uv polynom stupně n funkce f (x) se sťredem v bodě x0 je
polynom

T (x) = Tn(x) = T f
n (x) = T f

n (x ; x0)

definovaný jako

T (x) := f (x0)+f ′(x0) (x−x0)+
f ′′(x0)

2
(x−x0)2+· · ·+ f (n)(x0)

n!
(x−x0)n.
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Alternativně zapisujeme Taylor̊uv polynom pomoćı sumy

T (x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)k ,

p̌ričemž pro k = 0 klademe 0! := 1 a f (0)(x) := f (x).

Poznámka

(i) Taylor̊uv polynom stupně n = 0 se sťredem v bodě x0 je tedy
polynom

T0(x) = f (x0),

tedy jedná se o konstantńı funkci.

(ii) Taylor̊uv polynom stupně n = 1 se sťredem v bodě x0 je tedy
polynom

T1(x) = f (x0) + f ′(x0) (x − x0).

Vid́ıme tedy, že tento polynom je p̌resně rovnice tečny nebo
také vyjaďruje aproximaxi funkce f (x) pomoćı diferenciálu .



Pr̊uběh funkce Diferenciál funkce a Taylor̊uv polynom
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p̌ričemž pro k = 0 klademe 0! := 1 a f (0)(x) := f (x).

Poznámka
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Př́ıklad

Určete Taylor̊uv polynom pro funkce f (x) = sin(x), g(x) = ex .

Poznámka

Aproximace funkce sin x pomoćı těchto polynomů je zobrazena v
souboru <tayloruv polynom sinus.pdf>

Věta

Necht’ f (x) má spojité derivace f ′(x), f ′′(x), . . . , f (n)(x) na
uzav̌reném intervalu [a, b] a necht’ existuje vlastńı derivace
f (n+1)(x) na otev̌reném intervalu (a, b). Potom pro každý bod
x ∈ (a, b) existuje bod c ∈ (a, x) tak, že plat́ı rovnost

f (x) = Tn(x) + Rn(x), kde Rn(x) =
f (n+1)(c)

(n + 1)!
(x − a)n+1,

kde Tn(x) je Taylor̊uv polynom stupně n funkce f (x) se sťredem v
bodě a.

https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2007/MB102/um/tayloruv_polynom_sinus.pdf?fakulta=1433;obdobi=3524;kod=MB102


Pr̊uběh funkce Diferenciál funkce a Taylor̊uv polynom
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Důkaz.

Toto důležité tvrzeńı je důsledkem Rolleovy věty o sťredńı hodnotě.
Podrobnosti jsou ve sktiptech.

Poznámka

S rostoućım n se stupeň Taylorova polynomu zvyšuje, až se pro
n→∞ dostáváme v polynomu Tn(x) k součtu nekonečně mnoha
členů – tzv. nekonečné řadě. V́ıce o tomto tématu probereme
později.

Př́ıklad

Odhadněte chybu v bodě x = π
4 Taylorova polynomu stupně n = 6

funkce f (x) = cos x se sťredem v bodě x0 = 0.
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