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Primitivni funkce
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P¥edpokladejme, Ze zndme na intervalu [a, b] redlnou funkci F(x)
redlné proménné x a jeji derivaci

F'(x) = f(x).
Jestlize rozdélime interval [a, b] na n &&sti volbou bodd
a=xp<x1<---<xp,=0>b

a priblizime hodnoty derivaci v bodech x; vyrazy

F(xi+1) — F(xi)

f ~
(x) Xit1 — Xj
dostavame soultem
n—1 n—1
F Xit1) — F X
Fb)-Fla) = 3 =P ) = Y ) G

i=0



Primitivni funkce
P¥edpokladejme, Ze zndme na intervalu [a, b] redlnou funkci F(x)
redlné proménné x a jeji derivaci

F'(x) = f(x).
JestliZe rozdé&lime interval [a, b] na n &asti volbou bodi
a=xp<x1<---<xp,=0>b

a priblizime hodnoty derivaci v bodech x; vyrazy

F(xi+1) — F(xi)

f ~
(x) Xi+1 — Xj
dostavame soultem
n—1
F(x; — F(x
F(b)—F(a) = ZO ( )’::3 _Xi( ') (Xir1—xi) Zf Xi)-(Xip1—Xi)-
1=

Funkci F nazyvdme antiderivace nebo primitivni funkce k funkci

f, mnoZinu vSech takovych funkci nazveme neuréitym integralem
funkce f.
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Antiderivace redlné funkce f(x) zjevné pfiblizn& vyjadfuje plochu
vyty€enou grafem funkce f, soufadnou osou x a pfimkami x = a,
x = b (v&etn& znaménka zohlediiujiciho pozici plochy nad nebo
pod osou x!).
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Antiderivace redlné funkce f(x) zjevné pfiblizn& vyjadfuje plochu
vyty€enou grafem funkce f, soufadnou osou x a pfimkami x = a,
x = b (v&etn& znaménka zohlediiujiciho pozici plochy nad nebo
pod osou x!).

D3 se tedy ofekavat, Ze takovou plochu skute¢né spoéteme jako
rozdil hodnot antiderivace v krajnich bodech intervalu. Tomuto
postupu se také ¥ikd Newtoniv integral. Piseme

b
/a F(x)dx = [F(IE = F(b) — F(a).
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Pozndmka

V dal$im skuteéné ukazeme, Ze Ize rozumné definovat pojem
plocha v roviné tak, aby ji bylo mozné poéitat prdvé uvedenym
zplsobem. Newtonlv integral ma ale jednu podstatnou vadu —
jeho vy¢isleni vyzaduje znalost antiderivace. Tu obecné neni snadné
spodist i kdyz ukdzeme, Ze ke v8em spojitym funkcim f existuje.
Proto budeme napted diskutovat jinou definici integralu.




Vsimnéme si jesté, Ze antiderivace je na kaZzdém souvislém
intervalu [a, b] ur¢ena jednozna¥né& aZ na konstantu. Skuteng,
pokud je F'(x) = G'(x) = f(x), pak z ptedchoziho vime, Ze se
zbytkem v bodé a dava

F(x) — G(x) = konst.

na celém intervalu.



00080000
Vsimnéme si jesté, Ze antiderivace je na kaZzdém souvislém
intervalu [a, b] ur¢ena jednozna¥né& aZ na konstantu. Skuteng,
pokud je F'(x) = G'(x) = f(x), pak z ptedchoziho vime, Ze se
zbytkem v bodé a dava

F(x) — G(x) = konst.

na celém intervalu.
S poukazem na toto pozorovani budeme neuréity integral také
zapisovat ve tvaru

F(t) = / F(x)dx + C.
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Vsimnéme si jesté, Ze antiderivace je na kaZzdém souvislém
intervalu [a, b] ur¢ena jednozna¥né& aZ na konstantu. Skuteng,
pokud je F'(x) = G'(x) = f(x), pak z ptedchoziho vime, Ze se

zbytkem v bodé a dava
F(x) — G(x) = konst.

na celém intervalu.
S poukazem na toto pozorovani budeme neuréity integral také
zapisovat ve tvaru

F(t) = / F(x)dx + C.

P¥iklad

ProtoZze maji funkce F(x) = arctg x a G(x) = — arccotg x stejnou
derivaci f(x) = ﬁ musi se tyto funkce li3it o konstantu.
Konstantu C miZeme urdit nap¥. z hodnot téchto funkci v bodé
x =0, arctg0 = 0, arccotg0 = 5,= C = 7, neboli plati

arctg x + arccotg x = 7, Vx € R.
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Necht f(x) a F(x) jsou funkce definované na intervalu /. Funkce
F(x) je primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pokud

F'(x) = f(x) pro viechna x € /.
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Definice

Necht f(x) a F(x) jsou funkce definované na intervalu /. Funkce
F(x) je primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pokud

F'(x) = f(x) pro viechna x € /.

Co uZ vime?

Z pravidel pro derivovani elementarnich funkci snadno dostavame
nasledujici.

(a) Funkce

X1
n+1

je primitivni k funkci x” na R.
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Definice

Necht f(x) a F(x) jsou funkce definované na intervalu /. Funkce
F(x) je primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pokud

F'(x) = f(x) pro viechna x € /.

Co uZ vime?

Z pravidel pro derivovani elementarnich funkci snadno dostavame
nasledujici.

X1
(a) Funkce %

(b) Funkee Inx je primitivni k funkci £ na (—o00,0) a na (0, ).

je primitivni k funkci x” na R.
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Definice

Necht f(x) a F(x) jsou funkce definované na intervalu /. Funkce
F(x) je primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pokud

F'(x) = f(x) pro viechna x € /.

Co uZ vime?

Z pravidel pro derivovani elementarnich funkci snadno dostavame
nasledujici.

X1
(a) Funkce %

(b) Funkee Inx je primitivni k funkci £ na (—o00,0) a na (0, ).

je primitivni k funkci x” na R.

(c) Funkce arctg x je primitivni k funkci ﬁ na R.
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0000e®000
Definice

Necht f(x) a F(x) jsou funkce definované na intervalu /. Funkce
F(x) je primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pokud

F'(x) = f(x) pro viechna x € /.

Co uZ vime?

Z pravidel pro derivovani elementarnich funkci snadno dostavame
nasledujici.

n+1 ., 0 0ng 7 o
(a) Funkce %= je primitivni k funkci x" na R.

b) Funkce Inx je primitivni k funkci L na (—oc,0) a na (0, c0).

d

(b)
(c) Funkce arctg x je primitivni k funkci ﬁ na R.
(d)

Funkce arcsin x je primitivni k funkci \/117 na (—1,1).
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Necht f(x) a F(x) jsou funkce definované na intervalu /. Funkce
F(x) je primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pokud

F'(x) = f(x) pro viechna x € /.

Co uZ vime?

|
N

Z pravidel pro derivovani elementarnich funkci snadno dostavame
nasledujici.
a) Funkce > Je primitivni k funkci x” na R.

b) Funkce InXJe primitivni k funkci L na (—o00,0) a na (0, c0).

c) Funkce arctg x je primitivni k funkci ﬁ na R.

\/117 na (—1,1).
e) Funkce C (konstantni funkce) je primitivni k funkci 0 na R.

(
(
(
(
(

)
)

d) Funkce arcsin x je primitivni k funkci
)
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Existence primitivni funkce

Kdy k dané funkci f(x) existuje primitivni funkce F(x)? Ne vzdy!



Primitivni funkce

00000e00

Existence primitivni funkce

Kdy k dané funkci f(x) existuje primitivni funkce F(x)? Ne vzdy!

Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu I, potom k ni existuje na
tomto intervalu funkce primitivni.

Pozdgji. O \




Primitivni funkce

00000e00

Existence primitivni funkce

Kdy k dané funkci f(x) existuje primitivni funkce F(x)? Ne vzdy!

Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu I, potom k ni existuje na
tomto intervalu funkce primitivni.

Pozdgji. O

Poznamka

Véta uddva pouze postalujici podminku pro existenci primitivni
funkce, spojitost neni podminkou nutnou!

Nap¥. funkce f(x) = 2xsin % — cos %, pro x # 0, f(0) = 0 neni
spojitd v bodé x = 0, pfitom snadno spo&itdme, Ze funkce

F(x) = x?sin 1 pro x # 0, a F(0) =0 je k f(x) primitivni.

X
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Tabulkové integrdly

1
/eax dx = -e™*+C

a

/adx:alnx—i—C
X

acos bx dx = %sinbx—i— C

asin bx dx = —%cosbx+ C

a

—_— T T

acos bxsin” bx dx = m sin"™ bx + C
asin bx cos” bx dx = —m cos™ bx + C
atgbxdx = —% In(cos bx) + C
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/ j dx—arctg( )—I—C
[ 5 ax =il + €

V poslednim vzorci si vS§imnéte, Ze na pravé strané je v logaritmu
absolutni hodnota, nebot pro x > 0 je (Inx) = % aprox <0 je

[n(=x))' = = - (-1) = %

Poznamka
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Zakladni integra&ni metody
¥
Véta

(i) Pravidlo konstantniho ndsobku:

/c.f(x)dx:c/f(x)dx.

Neboli, je-li F(x) primitivni k f(x), potom je c . F(x)
primitivni k c . f(x).




Zakladni integra&ni metody
¥
Véta

(i) Pravidlo konstantniho ndsobku:

/c.f(x)dx:c/f(x)dx.

Neboli, je-li F(x) primitivni k f(x), potom je c . F(x)
primitivni k c . f(x).

(ii) Pravidlo souttu a rozdilu:

[ 170980 = [ e+ [ gy o

Neboli, je-li F(x) primitivni k f(x) a je-li G(x) primitivni k
g(x), potom je F(x) £ G(x) primitivni k f(x) £ g(x).




Zakladni integra&ni metody
[ Jelelelolote}

Metoda per partes

Metoda pro integraci per partes (= po &astech) je jednoduchym
dlsledkem pravidla pro derivaci soudinu. Toto integraéni pravidlo
umoZiiuje integrovat souciny funkci, pficemz integral z daného
soudinu se vhodné prevede na integral z jednodussiho soudinu.

Necht funkce u(x) a v(x) maji derivaci na intervalu |. Potom plati

/ U (x) . v(x) dx = u(x). v(x) — / u(x) . v/ (x) dx.




Zakladni integra&ni metody
[ Jelelelolote}

Metoda per partes

Metoda pro integraci per partes (= po &astech) je jednoduchym
dlsledkem pravidla pro derivaci soudinu. Toto integraéni pravidlo
umoZiiuje integrovat souciny funkci, pficemz integral z daného
soudinu se vhodné prevede na integral z jednodussiho soudinu.

Véta
Necht funkce u(x) a v(x) maji derivaci na intervalu |. Potom plati

/ U (x) . v(x) dx = u(x). v(x) — / u(x) . v/ (x) dx.

| A

Diikaz.

Tato metoda je jednoduchym disledkem pravidla pro derivaci
soutinu: [uv] = v+uv,= [[uv] = [(Vv+uV)=uv=
v+ [uV. O

V.
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PF¥islusné vypolty pro metodu per partes se ¢asto ve vypoctu
zapisuji mezi dvé svislé ary.

u' = cosx U =sinx
vV=x vi=1

/xcosxdx: :xsinx—/sinxd =

=x sinx — (—cosx) + C = x sinx + cosx + C.
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PF¥islusné vypolty pro metodu per partes se ¢asto ve vypoctu
zapisuji mezi dvé svislé ary.

u' = cosx U =sinx
vV=x vi=1

/xcosxdx: :xsinx—/sinxd =

=x sinx — (—cosx) + C = x sinx + cosx + C.

Priklad

2 2
1
L[5 b

2

X X X
—2|nx—/2dx—2|nx—4+C.
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Metoda per partes ob&as vyZaduje i pouZiti nékterych (i kdyZ dnes
uz dostatedn& proflaknutych) triki:

Priklad

!/ i
/Inxdx:/l.lnxdx: ‘U_l u,_Xl
v=Inx vi= <

—xInx—/x-1dx—x|nx—/1dx—x|nx—x+C.
X
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Y
Priklad

u = e~ u=e*
v =sinx v/ = cosx

/ex sin x dx =

—_—

ozna&me jako /

u/: eX
V = COS X

=e*sinx — {ex cosx—/ex (—sinx) dx} =

= e~ sinx — e~ cosx — /ex sin x dx,

—_——
=1

= e¥ sinx—/eX cos x dx =

pro nezndmy integral / tedy dostdvame rovnici
| = e*(sinx — cos x) — I, odkud snadno dopoteme
I = % & (sinx — cos x).

— sin
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Pozndmka

@ Metoda per-partes vede k cili zejména pro integrdly typu

/x” e dx, /x” cos(ax) dx, /x" sin(ax) dx,

/x" arctg(ax) dx, /x" arccotg(ax) dx, /x" In" x dx.
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[eleleleY Tole}
Pozndmka

@ Metoda per-partes vede k cili zejména pro integrdly typu

/x” e dx, /x” cos(ax) dx, /x" sin(ax) dx,

/x" arctg(ax) dx, /x" arccotg(ax) dx, /x" In" x dx.

@ Metoda per-partes vede nékdy na rovnici pro neznamy
integral, napf.

/eaX cos(bx) dx, /eax sin(bx) dx.
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Pozndmka

@ Metoda per-partes vede k cili zejména pro integrdly typu

/x” e dx, /x” cos(ax) dx, /x" sin(ax) dx,

/x" arctg(ax) dx, /x" arccotg(ax) dx, /x" In" x dx.

@ Metoda per-partes vede nékdy na rovnici pro neznamy
integral, napf.

/eaX cos(bx) dx, /eax sin(bx) dx.

@ Metoda per-partes vede nékdy na rekurentni formuli pro
nezndmy integral (viz nésledujici p¥iklad).




Urcete
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Y
Priklad

Urcete 1
K, = | ———— dx.
(X) / (X2 + 1)” dx

u=1 u=x
v=(x24+1)"" vVi=—n(x®+1)"""1.2x

= x(x2 +1)7"— /x.(—n) (x2 + 1)7"71 .2x dx

241-1
:X)n+2,7/x+dx

(x2+1

X 1 1
= ey +2n/ <(x2+1)” T2+ 1)n+1> dx
= ﬁ +2n[Kn(x) — Kng1(x)].

(X2 L 1)n+1
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P¥iklad (Dokonteni)

Z rovnice snadno dopotteme Kp11(x) = 2 - ﬁ + 221 K (x),
odkud je pak moZné iterativné pocitat hodnoty K, nap¥. volbou
n =1 vypotitame integral Ko(x):

1 1 x 1 1 X 1 L
WC’X = 5)(27—|—1+EK1(X) = 5 0 )(27_’_1 + 5 arctgx+ C.
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Substituéni metoda

Dal3i dv& metody (ob& jsou nazyvany substitu¢ni) jsou zaloZeny na
pravidle pro derivovani sloZzené funkce.
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Substituéni metoda

Dal3i dv& metody (ob& jsou nazyvany substitu¢ni) jsou zaloZeny na
pravidle pro derivovani sloZzené funkce.

Véta (Substituce pro neur&ity integral)

Necht je funkce f(t) definovand na intervalu | a necht ¢(x) je
definovand na intervalu J a o(J) C I. Je-li funkce F(t) primitivni k
funkci f(t) na intervalu I, potom je funkce (F o ¢)(x) primitivni k
funkci [(f o ¢)(x)] . ¢'(x) na intervalu J, tj.

/“‘P(X)) ¢! (x) dx —/f(t) dt [_ F(t) = F(‘P(X))]'

Neboli v daném integralu volime substituci |t = ¢(x) |.
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Substituéni metoda

Dal3i dv& metody (ob& jsou nazyvany substitu¢ni) jsou zaloZeny na
pravidle pro derivovani sloZzené funkce.

Véta (Substituce pro neur&ity integral)

Necht je funkce f(t) definovand na intervalu | a necht ¢(x) je
definovand na intervalu J a o(J) C I. Je-li funkce F(t) primitivni k
funkci f(t) na intervalu I, potom je funkce (F o ¢)(x) primitivni k
funkci [(f o @)(x)] . ¢'(x) na intervalu J, tj.

/“‘P(X)) ¢! (x) dx —/f(t) dt [_ F(t) = F(‘P(X))]'

Neboli v daném integralu volime substituci |t = ¢(x) |.

Diikaz.
[F(eG) = F'(9(x) - ¢'(x) = f((x)) - ' (x). O
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Substitu¢ni metodu budeme opét zapisovat do naseho vypoctu
mezi dvé svislé &ary.

P¥iklad

2x t=x>+1 1 i
/(X2+1)2dx— dt = 2x dx ‘_/ﬂdt_/t dt =
et 1 1

S s R




Zakladni integra&ni metody
0®000

Substitu¢ni metodu budeme opét zapisovat do naseho vypoctu
mezi dvé svislé &ary.

P¥iklad

2x t=x>+1 1 i
/(X2+1)2dx— dt = 2x dx ‘_/ﬂdt_/t dt =
t1 1 1

=g T et

P¥iklad

3
2 3 t=x ‘}
/x cos x> dx = = 32 d ’ _ 3/costdt =

1 1
:§sint—|—C:§sinx3—|—C.
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Substituce podruhé

Véta (Substituce pro neur&ity integral)

Necht je funkce f(x) definovand na intervalu | a necht ¢(t) md
nenulovou derivaci na intervalu J a 1(J) = I. Je-li funkce F(t)
primitivni k funkci [(f o ¢)(t)] . ' (t) na intervalu J, potom je
funkce (F o v=1)(x) primitivni k funkci f(x) na intervalu I, tj.

/f(x) o = /f(w(t)) (8) dt = [: F(t) = F(wl(x))}

Neboli v daném integralu volime substituci m t.
t = ¢~ Y(x) (inverzni funkce).
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Poznamka

Vsimnéme si, Ze ve vzorcich pro integraci pomoci substituce v
obou pfFipadech vystupuje diferencial funkce:

o t=9(x) = dt=¢'(x)dx.
o x=1(t) = dx=1/(t)dt.
Rozdil mezi obéma metodami je v tom, Ze v prvnim p¥ipadé je

nova proménnd funkci pivodni proménné, ve druhém pfipadé je
tomu naopak.




P¥iklad
X =sint
/\/1—x2dx: ‘ /\/1—sm t. costdt-

dx = (cos t) dt

I

=cost

1 2
:/cosztdt:/—i_cgs(t)dt:

= / (; + % cos(2t)) dt =

t 1 sin(2t) ot 1 _
vy 5 +C—§+§(S|nt)(cost)~l—C—

1
—i—E(sint)\/l—sinzt—i—C: ‘t:arcsinx ‘:
1
arcsinx+§X\/1—x2+C.

NI =N+ N




Zakladni integra&ni metody
[ Jelelolole}

Racionalni lomené funkce

P(x) __ polynom I .
Je-li R(x) = Q) = polynom racionaini lomen funkce, provedeme

nejprve déleni, abychom dostali ryze lomenou funkci.

umime
integrovat




Zakladni integra&ni metody
[ Jelelolole}

Racionalni lomené funkce

P(x) __ polynom I .
Je-li R(x) = Q) = polynom racionaini lomen funkce, provedeme

nejprve déleni, abychom dostali ryze lomenou funkci.

umime
integrovat

Déle ryze raciondlni lomenou funkci rozloZime na parcidlni zlomky,
které maji jeden z nésledujicich tvar.
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Parcidlni zlomky

@ Pro redlny jednoduchy kofen xp:

A A
e = /dx—A|n|x—x0|.
X — Xo X — X0
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Parcidlni zlomky

@ Pro redlny jednoduchy kofen xp:

A A
, = / dx =Aln|x — xo.
X — Xo X — X0

@ Pro redlny vicendsobny koten xg (n > 2):

A B C

, s e = k > 2
(x —x0)""  (x—x0)" 1 X — Xo pro

_ L (x—x) Tk A
A/(X—Xo) kdX—A ko1 _(]_—k)(X—Xo)k_l.
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dalsi typ parcidlnich zlomki

Pro dvojici jednoduchych komplexné& sdruZenych kofenid « + f3i:

Bx + C / Bx+ C
( dx

Vyraz ve jmenovateli upravime vytykanim na tvar t? + 1, kde
= % Vysledny integral je po této substituci tvaru

Dt + E t 1
=D E =
[aide=n [ piqdiE [

D
= In(t?> + 1) + E arctgt.
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posledni typ parcidlnich zlomkd

Pro dvojici vicenasobnych komplexné sdruZenych kofenli o + (i

(n>2):
Bx+ C Dx + E Fx+ G
[(x—a)2+ 57" [(x—a)2+p2" 1 7 (x—a)*+ 2
= pro k=2,...,n: Bx+ C dx

S =)+ 52

Viyraz ve jmenovateli upravime vytykanim na tvar (t2 + 1), kde
t = X—Q

7 Vysledny integral je po této substituci tvaru

Ht + J t 1
——dt=H | ———dt+J | ————dt
/(t2+1)’< /(t2+1)’< i /(t2+1)k |

pricemz prvni z uvedenych integrali vypolteme substituci

s = t?> + 1 (potom ds = 2t dt) a druhy z uvedenych integréli je
integral K,(x) z d¥ive feSeného ptikladu (pFesngji v tomto pFipadé
K. (t)) kterv vede na rekurentni formuli
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Vypoctéte

dx.

/ x34+6x2+5
(x +1)%(x* +4)
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Priklad

Vypoctéte
/ x34+6x245
dx.
<+ 1P (C +4)

Reseni

Rozkladem na parcialni zlomky zjistime

x3+6x2+5 A B Cx+D

Cr 22+ 8)  (+12 xt+1 2+a
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Odsud plyne, 72e A=2, B=—-1, C=2, D=1 a tedy je
x3 4 6x%+5 2 1 2x+1
dx = = 1 dx
(x +1)2(x2+4) (x+1)2 x+1 x2+4

—2 2x 1
=—— —| 1 d d
i n|x+ |+/x2—|-4 x+/X2+4x

— 1 X
— —In\x+l\+|n(x2+4)+3 arctg - + C.
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Pozndmka

@ Mnoho dalSich typl integral(i vede pfes vhodné substituce na
integraly z raciondlnich lomenych funkci, nékteré ukazky jsou
ve skriptech prof. Slovdka.
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@ Mnoho dalSich typl integral(i vede pfes vhodné substituce na
integraly z raciondlnich lomenych funkci, nékteré ukazky jsou
ve skriptech prof. Slovdka.

o N&kdy ani nelze dany integrdl viibec spotitat (tj. vyjadFit
pomoci elementérnich funkci), nap¥.

/smxdx,/cosxdx,/xdx,/sin(xz) dx,
X X In x
2 e X2
cos(x“) dx, | — dx, | € dx.
X

Z véty o existenci primitivni funkce ale vime, Ze k uvedenym
funkcim existuje primitivni funkce, protoZe tyto funkce jsou
spojité. Tyto primitivni funkce se pak nazyvaji vyssi funkce
(jsou nevyjadFitelné pomoci elementdrnich funkci).
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e

o Pozor ale na [ "X dx = 1 In?x + C, (nenf to vy funkce)!




	Primitivní funkce
	Základní integracní metody
	Metoda per partes
	Substitucní metody
	Integrování racionálních lomených funkcí


