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3 Integrál jako funkce horńı meze
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Bernhard Riemann (1826 – 1866) – jeden z nejvýznamněǰśıch
matematik̊u celé historie (nejen matematické analýzy) – viz
http://en.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann

V této části budou uvažované funkce vždy ohraničené.

Základńı otázka zńı: Jaká je plocha mezi f (x) a osou x (na
intervalu [a, b])?

http://en.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann
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Obsah plochy

Př́ıklad

(a) f (x) = 2 pro x ∈ [−1, 1], P = 4.

(b) f (x) = k pro x ∈ [a, b], P = k (b − a).

(c) f (x) = x pro x ∈ [0, 4], P = 1
2 42 = 8.

(d) f (x) = x pro x ∈ [2, 4], P = 1
2 42 − 1

2 22 = 8− 2 = 6.

(e) f (x) = x pro x ∈ [a, b], P = 1
2 b2 − 1

2 a2.

(f) f (x) =
√

1− x2 pro x ∈ [−1, 1], P = 1
2 π 12 = π

2 .

(g) f (x) = −2x + 1 pro x ∈ [1, 2], P = 1
2 ·

3
2 · 3−

1
2 ·

1
2 · 1 = 2. Ale

protože je plocha pod osou x , klademe P = −2.

(h) f (x) = x3 pro x ∈ [−1, 1], plocha je stejná nad i pod osou x ,
a proto klademe P = 0.
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a proto klademe P = 0.
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Obsah plochy
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Riemannův integrál

Pro definici integrálu využijeme p̌ŕımo intuitivńı úvahy, kterými
jsme v minulé p̌rednášce odůvodňovali souvislost Newtonova
integrálu s velikost́ı plochy.

Skutečnou plochu mezi f (x) a osou x odhadneme pomoćı
vepsaných a opsaných obdélńık̊u, č́ımž dostaneme dolńı odhad
s(D, f ) pro skutečnou plochu a horńı odhad S(D, f ) pro skutečnou
plochu.
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Definice (děleńı intervalu)

Necht’ a, b ∈ R, a < b. Děleńım intervalu [a, b] je konečná množina
bodů D ⊆ [a, b] s vlastnost́ı a, b ∈ D. Tedy

D = {x0, x1, . . . , xn}, kde a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b.

Body x0, x1, . . . , xn se nazývaj́ı děĺıćı body a interval [xk−1, xk ] se
nazývá děĺıćı (pod)interval.

Délka nejvěťśıho děĺıćıho podintervalu je pak norma děleńı D, tj. je
to č́ıslo

n(D) := max
k=1,...,n

{xk − xk−1}. (1)

Množinu všech dělěńı intervalu [a, b] označujeme jako D[a, b] či
jenom jako D.
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Definice (děleńı intervalu)
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Pro funkci f (x) na [a, b] a děleńı D intervalu [a, b] zaved’me

mk := inf
{

f (x), x ∈ [xk−1, xk ]
}
,Mk := sup

{
f (x), x ∈ [xk−1, xk ]

}
s(D, f ) :=

n∑
k=1

mk (xk − xk−1), dolńı součet f (x) p̌ri děleńı D,

S(D, f ) :=
n∑

k=1

Mk (xk − xk−1), horńı součet f (x) p̌ri děleńı D.

Tvrzeńı

Necht’ c ≤ f (x) ≤ d pro každé x ∈ [a, b]. Potom pro každá dvě
děleńı D1,D2 ∈ D[a, b] plat́ı

c (b − a) ≤ s(D1, f ) ≤ S(D2, f ) ≤ d (b − a),

tj. dolńı součet libovolného děleńı je nejvýše roven horńımu součtu
libovolného děleńı, p̌ričemž všechny dolńı součty jsou zdola
ohraničeny č́ıslem c (b − a) a všechny horńı součty jsou shora
ohraničeny č́ıslem d (b − a) .
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Při vzr̊ustaj́ıćım počtu děĺıćıch bodů xk v děleńı D1, D2 se bude
dolńı součet s(D1, f ) zvěťsovat a zároveň horńı součet S(D2, f )
zmenšovat.

Definice

Č́ıslo ∫ b

a

f := sup
{

s(D, f ), D ∈ D
}

nazýváme dolńım (Riemannovým) integrálem z funkce f (x) na
intervalu [a, b].
Č́ıslo ∫ b

a
f := inf

{
S(D, f ), D ∈ D

}
nazýváme horńım (Riemannovým) integrálem z funkce f (x) na
intervalu [a, b].

Současně v́ıme, že vždy je c (b − a) ≤
∫ b

a
f ≤

∫ b

a f ≤ d (b − a).
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Definice (Riemannův integrál)

Je-li ∫ b

a

f =

∫ b

a
f ,

potom ř́ıkáme, že funkce f (x) je integrovatelná (v Riemannově
smyslu) na [a, b] a toto společné č́ıslo znač́ıme∫ b
a f :=

∫ b

a
f =

∫ b

a f .

Množinu všech (Riemannovsky) integrovatelných funkćı na
intervalu [a, b] znač́ıme jako R[a, b].

Je-li ∫ b

a

f <

∫ b

a
f ,

potom ř́ıkáme, že funkce f (x) neńı integrovatelná na [a, b].

Riemannův integrál p̌res interval [a, b] je tedy č́ıslo. Zápis pro
Riemannův integrál budeme použ́ıvat také ve tvaru s integračńı
proměnnou.
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Je-li ∫ b

a

f =

∫ b

a
f ,
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Př́ıklad

Pro konstantńı funkci f (x) = c máme mk = Mk = c pro všechny k
a tedy je

s(D, f ) = c (b − a), S(D, f ) = c (b − a), ∀D ∈ D, ⇒∫ b

a
c =

∫ b

a

k =

∫ b

a
k = c (b − a).
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Př́ıklad

Dirichletova funkce χ [ch́ı]

χ(x) :=

{
1, pro x ∈ Q ∩ [a, b],

0, pro x ∈ (R \Q) ∩ [a, b],

Potom mk = 0 a Mk = 1 pro všechna k a tedy je

s(D, χ) = 0, S(D, χ) = b − a, ∀D ∈ D, ⇒∫ b

a

χ = sup{s(D, χ)} = sup{0} = 0,

∫ b

a
k = inf{S(D, χ)} = inf{b − a} = b − a ⇒

0 =

∫ b

a

χ <

∫ b

a
χ = b − a, a tedy χ 6∈ R[a, b],

tj.χ neńı integrovatelná.
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Jak obecně urč́ıme, zda je daná funkce integrovatelná (a pak jakou
hodnotu má jej́ı určitý integrál) či nikoliv?

Definice

Nulová posloupnost děleńı Dk ∈ D je taková posloupnost děleńı,
která splňuje n(Dk)→ 0 pro k →∞, neboli norma děleńı jde k
nule.

Věta

Necht’ je funkce f (x) ohraničená na intervalu [a, b]. Potom pro
libovolnou nulovou posloupnost děleńı Dk ∈ D plat́ı, že

s(Dk , f )→
∫ b

a

f , S(Dk , f )→
∫ b

a
f , pro k →∞.

Je-li nav́ıc f (x) integrovatelná na [a, b], potom dolńı součty
s(Dk , f ) i horńı součty S(Dk , f ) konverguj́ı (ve smyslu existence

vlastńı limity) k č́ıslu
∫ b
a f .
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Necht’ je funkce f (x) ohraničená na intervalu [a, b]. Potom pro
libovolnou nulovou posloupnost děleńı Dk ∈ D plat́ı, že
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Z této věty vyplývá, že pokud v́ıme, že je f (x) integrovatelná na

[a, b], potom lze
∫ b
a f určit limitńım p̌rechodem pomoćı libovolné

nulové posloupnosti děleńı intervalu [a, b].
Zásadńı otázku, které funkce jsou vlastně (Riemannovsky)
integrovatelné, zodpov́ıdá následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta

(i) Každá spojitá funkce na intervalu [a, b] je zde také
integrovatelná, neboli

C [a, b] ⊆ R[a, b].

(ii) Každá monotónńı funkce na intervalu [a, b] je zde také
integrovatelná.
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Poznámka

Riemannův integrál (tj. vlastně orientovaná plocha) se žrejmě
nezměńı, pokud je integrovatelná funkce f (x) nespojitá či neńı
definována v konečně mnoha bodech (či obecněji na množině ḿıry
nula), viz obr. T́ımto dostáváme určitý integrál p̌res otev̌rený nebo
polouzav̌rený interval. Zejména pro (ohraničené) intervaly všech
typů (a, b), (a, b] i [a, b) je p̌ŕıslušný určitý integrál p̌res tento

interval roven již ďŕıve definovanému č́ıslu
∫ b
a f , tj. Riemannově

integrálu p̌res uzav̌rený interval [a, b].

Př́ıklad

Pro nespojitou funkci sgn x plat́ı
∫ 3
−2 sgn x dx = 3 + (−2) = 1.

Obdobně lze ukázat, že pro a < 0 < b je
∫ b
a sgn x dx = a + b.
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Pravidla pro určitý integrál

Věta

Necht’ f , g ∈ R[a, b] (f (x) a g(x) jsou integrovatelné) a c ∈ R je
konstanta.

(i) Pravidlo konstantńıho násobku: c . f ∈ R[a, b] a plat́ı∫ b

a
c . f (x) dx = c

∫ b

a
f (x) dx .

(ii) Pravidlo součtu a rozd́ılu: f ± g ∈ R[a, b] a plat́ı∫ b

a

[
f (x)± g(x)

]
dx =

∫ b

a
f (x) dx ±

∫ b

a
g(x) dx .

(iii) Pravidlo monotonie: je-li f (x) ≤ g(x) na [a, b], potom∫ b

a
f ≤

∫ b

a
g .
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(iv) Pravidlo absolutńı hodnoty: |f | ∈ R[a, b] a plat́ı∣∣∣∣ ∫ b

a
f

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f |.

(v) Pravidlo součinu: f . g ∈ R[a, b].

(vi) Pravidlo pod́ılu: je-li g(x) ≥ c na intervalu [a, b] pro nějaké
c > 0, potom je f

g ∈ R[a, b].

(vii) Pravidlo návaznosti: je-li a < c < b, potom je f ∈ R[a, c],
f ∈ R[c , b] a plat́ı ∫ b

a
f =

∫ c

a
f +

∫ b

c
f .

Všimněte si, že pravidla (i) a (ii) vlastně ř́ıkaj́ı, že zobrazeńı

I : R[a, b]→ R, I (f ) :=

∫ b

a
f

je lineárńı zobrazeńı mezi vektorovými prostory R[a, b] a R.
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Je-li funkce f (x) integrovatelná na [a, b], potom je podle
návaznosti také integrovatelná na intervalu [a, x ] pro každé
x ∈ [a, b]. Tedy p̌redpis

F (x) :=

∫ x

a
f =

∫ x

a
f (t) dt

definuje funkci F (x), která je řádně definovaná pro všechna
x ∈ [a, b].

Př́ıklad

Pro (nespojitou) funkci

f (x) :=

{
5, pro x ∈ [0, 1),
10, pro x ∈ [1, 2],

je

F (x) :=

{
5x , pro x ∈ [0, 1],
10x − 5, pro x ∈ [1, 2],
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V následuj́ıch dvou tvrzeńıch uvid́ıme, že funkce F (x) vylepšuje
vlastnosti funkce f . Viz nap̌r. p̌redchoźı p̌ŕıklad, kdy z nespojité
funkce f (x) dostaneme spojitou funkci F (x).

Věta

Necht’ f ∈ R[a, b] (tedy funkce f (x) může být i nespojitá). Potom
je funkce

F (x) :=

∫ x

a
f

spojitá na intervalu [a, b].

Důkaz.

Důkaz provedeme pro ohraničenou funkci f (x). Obecný p̌ŕıpad lze
naj́ıt v literatǔre.
Necht’ x0 ∈ [a, b] je libovolný bod. Chceme ukázat, že
F (x)− F (x0)→ 0 pro x → x0. Plat́ı |F (x)− F (x0)| =
|
∫ x
a f −

∫ x0

a f | = |
∫ x
x0

f | ≤ |
∫ x
x0
|f | | ≤ |

∫ x
x0

c | = c |x − x0|︸ ︷︷ ︸
→ 0

→ 0.
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Věta

Je-li f (x) spojitá na nějakém okoĺı bodu x0, potom má funkce
F (x) :=

∫ x
a f derivaci v bodě x0 a plat́ı

F ′(x0) = f (x0).

Důsledek (Fundamentálńı vztah integrálńıho počtu)

Je-li funkce f (x) spojitá na intervalu [a, b], potom má funkce
F (x) :=

∫ x
a f spojitou derivaci F ′(x) = f (x) na [a, b], tj. plat́ı

vztah (∫ x

a
f (t) dt

)′
= f (x). (2)

Předchoźı vztah v sobě sousťred’uje poznatky o derivaci, neurčitém
integrálu, určitém integrálu a spojitosti. Tento důsledek je
d̊ukazem věty o existenci primitivńı funkce.
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Newton-Leibnitzova formule

Věta

Je-li f ∈ R[a, b] a je-li F (x) libovolná primitivńı funkce k f (x) na
(a, b), p̌ričemž F (x) je spojitá na [a, b], potom je∫ b

a
f (x) dx = F (b)− F (a).

Důkaz.

Důkaz ale provedeme pouze pro spojitou funkci f (x).
Je-li f (x) spojitá na [a, b], potom má f (x) na [a, b] primitivńı
funkci, označme ji F (x). Dále, protože je podle p̌redchoźıho
důsledku funkce

∫ x
a f také primitivńı k f (x) na [a, b], muśı se tyto

dvě primitivńı funkce navzájem lǐsit o konstantu. Tedy plat́ı, že
F (x) =

∫ x
a f + C pro každé x ∈ [a, b], a proto je

F (b)− F (a) =

(∫ b

a
f + C

)
−
(∫ a

a
f + C

)
=

∫ b

a
f .
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funkci, označme ji F (x). Dále, protože je podle p̌redchoźıho
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Výpočet určitého integrálu

D́ıky p̌redchoźı větě vid́ıme, jak využ́ıt metodu per-partes a
substitučńı metody i pro výpočet určitého integrálu. Při použit́ı
substitučńı metody máme oproti výpočtu neurčitého integrálu tu
výhodu, že neńı ťreba provádět zpětnou substituci, stač́ı pri
substituci transformovat i meze integrace.

Věta (Substituce pro určitý integrál)

Necht’ je funkce f (t) spojitá na intervalu [c, d ] a necht’ má funkce
ϕ(x) integrovatelnou derivaci na intervalu [a, b] a
ϕ([a, b]) ⊆ [c , d ]. Potom plat́ı∫ b

a
f
(
ϕ(x)

)
. ϕ′(x) dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f (t) dt.

Neboli v daném integrálu voĺıme substituci t = ϕ(x) a
transformujeme nejen integrál, ale i meze (v tomtéž pǒrad́ı meźı).
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Př́ıklad

Vypočtěte obsah kruhu s poloměrem r > 0.

Řešeńı

Obsah kruhu vypoč́ıtáme nap̌r. jako dvojnásobek obsahu půlkruhu.

P = 2

∫ r

−r

√
r 2 − x2 dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x = r sin t
dx = (r cos t) dt
x = −r ⇒ t = −π

2
x = r ⇒ t = π

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= 2

∫ π
2

−π
2

√
r 2 − r 2 sin2 t︸ ︷︷ ︸

= r cos t

. r cos t dt︸ ︷︷ ︸
dx

= 2

∫ π
2

−π
2

r 2 cos2 t dt =

= 2 r 2

∫ π
2

−π
2

1 + cos(2t)

2
dt = 2 r 2

[
t

2
+

1

2
· sin(2t)

2

]π
2

0

=

= 2 r 2

{(
π

4
+

sinπ

4︸ ︷︷ ︸
= 0

)
−
(
− π

4
+

sin(−π)

4︸ ︷︷ ︸
= 0

)}
= πr 2.
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Obsah plochy mezi dvěma grafy

V́ıme, že určitý integrál
∫ b
a f byl zkonstruován jako orientovaná

plocha mezi grafem funkce f (x) a osou x na intervalu [a, b]. Tato
orientovaná plocha je žrejmě rovna skutečné ploše, pokud je
f (x) ≥ 0 na [a, b].

Pokud nás zaj́ımá velikost plochy mezi grafy funkćı f (x) a g(x),
viz obr., urč́ıme ji pomoćı vepsaných a opsaných obdélńık̊u (stejně
jako p̌ri konstrukci Riemannova integrálu), avšak nyńı bude obsah
každého takového obdélńıka tvaru [f (ck)− g(ck)] (xk − xk−1),
Riemannův součet je pak

n∑
k=1

[f (ck)− g(ck)] (xk − xk−1).

Tyto úvahy vedou k odvozeni následuj́ıćıho vzorce.
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Věta (plocha mezi grafy)

Necht’ f , g ∈ R[a, b] a f (x) ≥ g(x) na [a, b]. Potom má plocha
mezi grafy těchto funkćı na intervalu [a, b] velikost

P =

∫ b

a
[f (x)− g(x)] dx =

∫ b

a
[ horńı funkce − dolńı funkce ] dx .

Př́ıklad

Určete plochu mezi grafy funkćı y = sin x a y = 2 sin x na
intervalu [π, 2π].

Řešeńı

Oba grafy se prot́ınaj́ı v bodech x = π a x = 2π, p̌ričemž funkce
y = sin x je horńı funkce na tomto intervalu. Proto

P =

∫ 2π

π
(sin x − 2 sin x) dx =

∫ 2π

π
(− sin x) dx =

[
cos x

]2π
π

= cos 2π − cosπ = 1− (−1) = 2.
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Věta (plocha mezi grafy)

Necht’ f , g ∈ R[a, b] a f (x) ≥ g(x) na [a, b]. Potom má plocha
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Řešeńı

Oba grafy se prot́ınaj́ı v bodech x = π a x = 2π, p̌ričemž funkce
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Řešeńı

Oba grafy se prot́ınaj́ı v bodech x = π a x = 2π, p̌ričemž funkce
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π
(sin x − 2 sin x) dx =

∫ 2π

π
(− sin x) dx =

[
cos x

]2π
π

= cos 2π − cosπ = 1− (−1) = 2.
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Délka ǩrivky

Křivka C v rovině, C : [α, β]→ R2, je zadána parametricky jako
zobrazeńı C : t 7→ [x(t), y(t)].

Př́ıklad

Křivka C : t 7→ [cos t, sin t] pro t ∈ [0, 2π] je kružnice o poloměru
r = 1 se sťredem v počátku.

Věta (Délka ǩrivky v rovině)

Necht’ C je ǩrivka v rovině a [x(t), y(t)] pro t ∈ [α, β] jej́ı
parametrizace. Maj́ı-li soǔradné funkce x(t) a y(t) spojitou derivaci
na intervalu [α, β], potom má ǩrivka C konečnou délku a plat́ı

d(C ) =

∫ β

α

√
[x ′(t)]2 + [y ′(t)]2 dt.
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Odvozeńı p̌redchoźıho vztahu pomoćı děleńı je obdobné jako u
obsahu plochy. Intuitivně lze s využit́ım Pythagorovy věty
argumentovat takto: Představme si ǩrivku C jako dráhu pohybu v
čase t. Derivaćı tohoto zobrazeńı dostaneme hodnoty, které budou
odpov́ıdat rychlosti pohybu po takovéto dráze. Proto celková délka
ǩrivky (tj. dráha uražená za dobu mezi hodnotami t = a, t = b)
bude dána integrálem p̌res interval [a, b], kde integrovanou funkćı
je dráha uražená za nekonečně malý čas dt. Ta je podle
Pythagorovy věty rovna

√
dx2 + dy 2 =

√
x ′(t)2 + y ′(t)2 dt, a

odtud dostáváme požadovaný výsledek.
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Př́ıklad

Určete obvod kružnice o poloměru r > 0.

Řešeńı

Kružnice má parametrizaci [x(t), y(t)] = [r cos t, r sin t] pro
t ∈ [0, 2π]. Tyto funkce maj́ı spojitou derivaci
[x ′(t), y ′(t)] = [−r sin t, r cos t] na [0, 2π], a proto je obvod
kružnice roven

d =

∫ 2π

0

√
[x ′(t)]2 + [y ′(t)]2 dt =

∫ 2π

0

√
(−r sin t)2 + (r cos t)2 dt

=

∫ 2π

0

√
r 2 (sin2 t + cos2 t) dt =

∫ 2π

0
r dt =

[
r t
]2π

0
= 2πr .
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Př́ıklad
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Řešeńı
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Graf funkce f (x) můžeme chápat jako množinu bodů [x , f (x)],
tedy je to speciálńı p̌ŕıpad ǩrivky v rovině, která má parametrizaci
[t, f (t)] pro t ∈ [a, b] (v tomto p̌ŕıpadě tuto parametrizaci ale
ṕı̌seme s proměnnou x). A protože má tato parametrizace derivaci
[(t)′, f ′(t)] = [1, f ′(t)], dostáváme

Důsledek

Má-li funkce f (x) spojitou derivaci na intervalu [a, b], potom má
jej́ı graf na intervalu [a, b] konečnou délku a plat́ı

d(f ) =

∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2 dx .
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Objem rotačńıho tělesa

Rotačńı těleso vznikne rotaćı plochy mezi grafem funkce f (x) a
osou x kolem osy x na intervalu [a, b] (viz obr.). Zřejmě má tato
úloha smysl pouze pro nezápornou funkci f (x) (či obecněji, pro
funkci, která neměńı znaménko na intervalu [a, b], tj. je bud’ stále
nezáporná nabo nekladná).

Věta (objem rotačńıho tělesa)

Necht’ f (x) je spojitá nezáporná funkce na intervalu [a, b]. Objem
rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı plochy mezi grafem f a osou
x na intervalu [a, b] kolem osy x, je

V = π

∫ b

a
f 2(x) dx .

Intuitivńı zdůvodněńı je obdobné jako u dělky ǩrivky – objem
nekonečně malé válcové části tělesa o délce dx je dán součinem dx
a obsahu kruhové podstavy o obsahu πf (x)2.
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Věta (objem rotačńıho tělesa)
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Povrch rotačńıho tělesa

Analogicky jako objem vypočteme i povrch pláště rotačńıho tělesa.
Pokud vznikne těleso rotaćı grafu funkce f kolem osy x v intervalu
[a, b], vzniká p̌ri p̌ŕır̊ustku ∆x nár̊ust plochy, jehož velikost je rovna
součinu ∆s délky ǩrivky zadané grafem funkce f a velikosti
kružnice o poloměru f (x). Plocha se proto spočte formuĺı

S(f ) = 2π

∫ b

a
f (x) ds = 2π

∫ b

a
f (x)

√
1 + (f ′(x))2 dx ,

kde ds =
√

dx2 + dy 2 je dán p̌ŕır̊ustkem délky ǩrivky y = f (x).

Věta (obsah pláště rotačńıho tělesa)

Necht’ f (x) je nezáporná funkce se spojitou derivaćı f ′(x) na
intervalu [a, b]. Obsah pláště rotačńıho tělesa, které vznikne grafu
f na intervalu [a, b] kolem osy x, je

S = 2π

∫ b

a
f (x)

√
1 + [f ′(x)]2 dx .
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Př́ıklad

Určete povrch jednotkové koule.

Řešeńı

Povrch urč́ıme jako dvojnásobek povrchu polokoule, p̌ričemž
polokoule vznikne rotaćı funkce f (x) =

√
r 2 − x2 kolem osy x na

intervalu [0, 1]. Protože plat́ı f ′(x) = −x√
r2−x2

, je tedy

S = 2 . 2π

∫ r

0

√
r 2 − x2

√
1 +

(
−x√

r 2 − x2

)2

dx =

= 4π

∫ r

0

√
r 2 − x2

√
(r 2 − x2) + x2

r 2 − x2
dx

= 4π

∫ r

0
r dx = 4π

[
rx
]r

0
= 4πr 2.
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√
r 2 − x2 kolem osy x na

intervalu [0, 1]. Protože plat́ı f ′(x) = −x√
r2−x2

, je tedy

S = 2 . 2π

∫ r

0

√
r 2 − x2

√
1 +

(
−x√

r 2 − x2

)2

dx =

= 4π

∫ r

0

√
r 2 − x2

√
(r 2 − x2) + x2

r 2 − x2
dx

= 4π

∫ r

0
r dx = 4π

[
rx
]r

0
= 4πr 2.


	Riemannuv integrál
	Vlastnosti urcitého integrálu
	Integrál jako funkce horní meze
	Aplikace urcitého integrálu

