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Riemannilv integral

Bernhard Riemann (1826 — 1866) — jeden z nejvyznamngjsich
matematik( celé historie (nejen matematické analyzy) — viz
http://en.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann

V této &asti budou uvaZované funkce vzdy ohranicené.

Zakladni otdzka zni: Jaka je plocha mezi f(x) a osou x (na
intervalu [a, b])?


http://en.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann

Riemannilv integral
Obsah plochy

Priklad

(a) f(x)=2proxe[-1,1], P=4.
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Priklad

(a) f(x)=2proxe[-1,1], P=4.

(b) f(x) =k pro x € [a,b], P=k(b— a).
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(g) f(x)=-2x+1proxe[l,2,P=3-3-3-1.2.1=2.Ale
protoZe je plocha pod osou x, klademe P = —2.
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Obsah plochy

Priklad

(a) f(x)=2proxe[-1,1], P=4.

(b) f(x) =k pro x € [a,b], P=k(b— a).

(c) f(x)=xprox €[0,4], P=342=38.

(d) f(x)=xproxe 2,4, P=3142-122=8-2=6.

(e) f(x)=xprox € [a,b], P=3b*>— 122

(f) f(x)=vV1—x2proxe[-1,1], P=3712=12.

(g) f(x)=-2x+1proxe[l,2,P=3-3-3-1.2.1=2.Ale

protoZe je plocha pod osou x, klademe P = —2.

(h) f(x) = x3 pro x € [-1,1], plocha je stejnd nad i pod osou x,
a proto klademe P = 0.
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Riemanniv integral

Pro definici integrdlu vyuZijeme p¥imo intuitivni Gvahy, kterymi
jsme v minulé pfedndsce odlivodiiovali souvislost Newtonova
integralu s velikosti plochy.
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Riemanniv integral

Pro definici integrdlu vyuZijeme p¥imo intuitivni Gvahy, kterymi
jsme v minulé pfedndsce odlivodiiovali souvislost Newtonova
integralu s velikosti plochy.

Skute¢nou plochu mezi f(x) a osou x odhadneme pomoci
vepsanych a opsanych obdélniki, ¢imz dostaneme dolni odhad

s(D, f) pro skute€nou plochu a horni odhad S(D, f) pro skute&nou
plochu.




Riemannilv integral

Definice (déleni intervalu)

Necht a, b € R, a < b. D&lenim intervalu [a, b] je kone&nd mnoZina
bodi D C [a, b] s vlastnosti a, b € D. Tedy

D= {xo,x1,...,xn}, kde a=xp<x3<-<xp_1<xn=D>h.

Body xo, x1, ..., xn se nazyvaji délici body a interval [xx_1, xx] se
nazyva délici (pod)interval.
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Definice (déleni intervalu)

Necht a, b € R, a < b. D&lenim intervalu [a, b] je kone&nd mnoZina
bodi D C [a, b] s vlastnosti a, b € D. Tedy

D= {xo,x1,...,xn}, kde a=xp<x3<-<xp_1<xn=D>h.

Body xo, x1, ..., xn se nazyvaji délici body a interval [xx_1, xx] se
nazyva délici (pod)interval.

Délka nejvétsiho déliciho podintervalu je pak norma déleni D, tj. je
to &islo

n(D) := kfllain{xk — Xk—1}- (1)

5

MnoZinu v8ech déléni intervalu [a, b] oznalujeme jako DJa, b &i
jenom jako D.




Riemannilv integral

Pro funkci f(x) na [a, b] a d&leni D intervalu [a, b] zaved me

my = inf{f(x), X € [xk_l,xk]}, My := sup {f(x), X € [xk_l,xk]}

n
s(D,f) = Z my (Xk — Xk—1), dolni soutet f(x) p¥i déleni D,
k=1

n
S(D,f) = Z My (xk — Xk—1), horni soutet f(x) p¥i d&leni D.
k=1



Riemannilv integral

Pro funkci f(x) na [a, b] a d&leni D intervalu [a, b] zaved me

my = inf{f(x), X € [xk_l,xk]}, My := sup {f(x), X € [xk_l,xk]}

n
s(D,f) = Z my (Xk — Xk—1), dolni soutet f(x) p¥i déleni D,
k=1

S(D,f) = Z My (xk — Xk—1), horni soulet f(x) p¥i déleni D.
k=1

Tvrzeni

Necht ¢ < f(x) < d pro kaZdé x € [a, b]. Potom pro kaZd3 dvé&

déleni Dy, D, € D|a, b] plati

c(b—a) <s(Di1,f) < S(Dp,f)<d(b—a),

tj. doini soucet libovolného déleni je nejvyse roven hornimu souctu
libovolného déleni, pFficemZ vsechny dolni soucty jsou zdola
ohrani¢eny ¢&islem c (b — a) a vSechny horni soucty jsou shora
ohrani&eny &islem d (b — a) .




Riemannilv integral

P¥i vzristajicim poctu délicich bodd x, v déleni D1, D, se bude
dolni soutet s(Ds, f) zv&tSovat a zdroveii horni soutet S(Do, f)
zmenSovat.



Riemannilv integral

P¥i vzristajicim poctu délicich bodd x, v déleni D1, D, se bude
dolni soutet s(Ds, f) zv&tSovat a zdroveii horni soutet S(Do, f)
zmenSovat.

Definice

Cislo

/bf = sup{s(D, f), De D}

nazyvame dolnim (Riemannovym) integralem z funkce f(x) na
intervalu [a, b].
Cislo

b
/ f:=inf{S(D,f), D€ D}

a

nazyvame hornim (Riemannovym) integralem z funkce f(x) na
intervalu [a, b].

— b
Soutasné vime, Ze vzdy je c(b—a) < [ Sf <[ f<d(b—a).
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Definice (Riemanndv integral)

Je-li

[=1

potom Fikdme, Ze funkce f(x) je integrovatelnd (v Riemannové&
smyslu) na [a, b] a toto spole¢né &islo zna&ime
[r=ftf=T"r

Mnozinu véech (Riemannovsky) integrovatelnych funkci na
intervalu [a, b] zna&ime jako R]a, b].
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Definice (Riemanndv integral)

Je-li

[=1

potom Fikdme, Ze funkce f(x) je integrovatelnd (v Riemannové&
smyslu) na [a, b] a toto spole¢né &islo zna&ime

f f=/ f—f °t.
Mnozinu véech (Riemannovsky) integrovatelnych funkci na
intervalu [a, b] zna&ime jako R]a, b].

Je-li
— b

b
/f</ f,
a

= a

potom ¥ikdme, Ze funkce f(x) nenfi integrovatelnd na [a, b].




Riemannilv integral

Definice (Riemanndv integral)

Je-li

[=1

potom Fikdme, Ze funkce f(x) je integrovatelnd (v Riemannové&
smyslu) na [a, b] a toto spole¢né &islo zna&ime

f f=/ f—f °t.
Mnozinu véech (Riemannovsky) integrovatelnych funkci na
intervalu [a, b] zna&ime jako R]a, b].

Je-li
b — b
[ <]
J 4 a

potom ¥ikdme, Ze funkce f(x) nenfi integrovatelnd na [a, b].

Riemanniv integral ptes interval [a, b] je tedy &islo. Zapis pro
Riemanniiv integrdl budeme pouZivat také ve tvaru s integralni
proménnou.



Riemannilv integral

P¥iklad
Pro konstantni funkci f(x) = ¢ mdme my = My = c pro viechny k
a tedy je

s(D,f)=c(b—a), S(D,f)=c(b—a), VDeD, =

/abc:/jk:/abk:c(b—a).




Priklad

Dirichletova funkce x [chi]

()= b Pox€Qniai
X\X) = 0, pro x € (R\ Q)N [a, b,

Potom my =0 a My =1 pro viechna k a tedy je
s(D,x)=0, S(D,x)=b—a, VDeD, =

b
/ x = sup{s(D, x)} = sup{0} =0,

— b
k =inf{S(D,x)} =inf{lb—a}=b—a =

b — b
0:/ X</ xX=b—a atedy x¢R]a,b,

a

tj.x neni integrovatelna.



Riemannilv integral

Jak obecné& uréime, zda je dand funkce integrovatelna (a pak jakou
hodnotu ma3 jeji urity integral) & nikoliv?

Nulova posloupnost déleni Dy € D je takova posloupnost déleni,

ktera spliiuje n(Dy) — 0 pro k — oo, neboli norma dé&leni jde k
nule.




Riemannilv integral

Jak obecné& uréime, zda je dand funkce integrovatelna (a pak jakou
hodnotu ma3 jeji urity integral) & nikoliv?

Definice

Nulova posloupnost déleni Dy € D je takova posloupnost déleni,
ktera spliiuje n(Dy) — 0 pro k — oo, neboli norma dé&leni jde k
nule.

Véta

Necht je funkce f(x) ohrani¢end na intervalu [a, b]. Potom pro
libovolnou nulovou posloupnost déleni Dy € D plati, Ze

b — b
S(Dk,f)—>/ f, S(Dk,f)—>/ f, pro k — oo.

Je-li navic f(x) integrovatelnd na [a, b], potom dolni soucty
s(Dx, f) i horni sou¢ty S(Dy, f) konverguji (ve smyslu existence
vilastni limity) k &islu fab f.




Riemannilv integral

Z této v&ty vyplyva, Ze pokud vime, Ze je f(x) integrovatelnd na
[a, b], potom Ize fab f urdit limitnim pfechodem pomoci libovolné
nulové posloupnosti déleni intervalu [a, b].

Z3asadni otazku, které funkce jsou vlastn& (Riemannovsky)
integrovatelné, zodpovidd nasledujici tvrzeni.

(i) KaZdd spojita funkce na intervalu [a, b] je zde také
integrovatelna, neboli

Cla, b] C R]a, b].

(ii) KaZdd monotonni funkce na intervalu [a, b] je zde také
integrovatelna.




Riemannilv integral

Poznamka

Riemanniv integral (tj. vlastn& orientovand plocha) se zfejmé
nezméni, pokud je integrovatelnd funkce f(x) nespojita &i neni
definovdna v kone&n& mnoha bodech (& obecn&ji na mnoZzin& miry
nula), viz obr. Timto dostdvame urcity integral p¥es otevieny nebo
polouzavfeny interval. Zejména pro (ohranicené) intervaly viech
typt (a, b), (a,b] i [a, b) je pFisludny urlity integral p¥es tento
interval roven jiz d¥ive definovanému &islu fab f, tj. Riemannové
integrdlu pres uzavfeny interval [a, b].




Riemannilv integral

Poznamka

Riemanniv integral (tj. vlastn& orientovand plocha) se zfejmé
nezméni, pokud je integrovatelnd funkce f(x) nespojita &i neni
definovdna v kone&n& mnoha bodech (& obecn&ji na mnoZzin& miry
nula), viz obr. Timto dostdvdme urcity integral p¥es otevfeny nebo
polouzavfeny interval. Zejména pro (ohranicené) intervaly viech
typt (a, b), (a,b] i [a, b) je pFisludny urlity integral p¥es tento
interval roven jiz d¥ive definovanému &islu fab f, tj. Riemannové
integrdlu pres uzavfeny interval [a, b].

P¥iklad
Pro nespojitou funkci sgn x plati f_32 sgnxdx =3+ (-2)=1.

Obdobné Ize ukdzat, Ze pro a < 0 < b je fab sgnxdx = a+ b.
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Vlastnosti ur&itého integrélu

Pravidla pro urdity integral

Necht f,g € R|a, b] (f(x) a g(x) jsou integrovatelné) a c € R je
konstanta.

(i) Pravidlo konstantniho ndsobku: c.f € R[a, b] a plati

/abc.f(x)dx:c/abf(x)dx.

(ii) Pravidlo sou¢tu a rozdilu: f + g € R[a, b] a plati

/ab [F(x) + g(x)] dx:/abf(x)dxi/abg(x)dx.

(iii) Pravidlo monotonie: je-li f(x) < g(x) na [a, b], potom

b b
/fg/g.




Riemanniiv integra Vlastnosti ur&itého integrélu Integral jako funkce horni meze Aplikace uréitého int

(iv) Pravidlo absolutni hodnoty: |f| € R]a, b] a plati

b b
el
a a

(v) Pravidlo sou¢inu: f.g € R]a, b].
(vi) Pravidlo podilu: je-li g(x) > ¢ na intervalu [a, b] pro n&jaké
¢ > 0, potom je é € Rla, b].

(vii) Pravidlo ndvaznosti: je-li a < ¢ < b, potom je f € R]a, ],

f € Rlc, b] a plati
b c b
[o=[rfr
a a Cc

Visimnéte si, Ze pravidla (i) a (ii) vlastn& ¥ikaji, Ze zobrazenf{
b
I :Rla, b] — R, I1(f) ::/ f

je linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory R[a; b] a R.
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Integral jako funkce horni meze

Je-li funkce f(x) integrovatelna na [a, b], potom je podle
ndvaznosti také integrovatelnd na intervalu [a, x| pro kazdé
x € [a, b]. Tedy p¥edpis

F(x) :_/:f_/:f(t)dt

definuje funkci F(x), kterd je ¥adn& definovana pro viechna
x € [a, b).



Integral jako funkce horni meze

Je-li funkce f(x) integrovatelna na [a, b], potom je podle
ndvaznosti také integrovatelnd na intervalu [a, x| pro kazdé
x € [a, b]. Tedy p¥edpis

F(x) :_/:f_/:f(t)dt

definuje funkci F(x), kterd je ¥adn& definovana pro viechna
x € [a, b].

Priklad

Pro (nespojitou) funkci

|5, pro x € [0,1),
Abd) = { 10, pro x €[1,2],

[ 5x, pro x € [0, 1],
69) 5= { 10x — 5, prox € [1,2],




Integral jako funkce horni meze

V nésledujich dvou tvrzenich uvidime, Ze funkce F(x) vylepuje
vlastnosti funkce f. Viz nap¥. pfedchozi p¥iklad, kdy z nespojité
funkce f(x) dostaneme spojitou funkci F(x).

Véta
Necht f € R[a, b] (tedy funkce f(x) miZe byt i nespojits). Potom

Jje funkce
F(x) ::/ f

spojitd na intervalu [a, b].

Duikaz.

Dukaz provedeme pro ohrani¢enou funkci f(x). Obecny p¥ipad Ize
najit v literature.
Necht xq € [a, b] je libovolny bod. Chceme ukdzat, Ze
F(x) — F(xo) =0 pro x — xp. Plati |F(x) — F(x0)| =
X X X X X
| L= I=1 o F ISl IS [y el =c|x—x|—0.

—0

]



Integral jako funkce horni meze
Véta

Je-li f(x) spojitd na néjakém okoli bodu xy, potom ma funkce
F(x) := [, f derivaci v bodé& xy a plati

F/(Xo) = f(Xg).

Dusledek (Fundamentalni vztah integralniho pottu)

Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu [a, b], potom ma funkce
F(x) := [ f spojitou derivaci F'(x) = f(x) na [a, b], tj. plati

vztah ,
( / () dt) — (). 2)

P¥edchozi vztah v sob& soustfed uje poznatky o derivaci, neurcitém
integralu, urc¢itém integralu a spojitosti. Tento disledek je
dilkazem véty o existenci primitivni funkce.




Integral jako funkce horni meze

Newton-Leibnitzova formule

Je-li f € R[a, b] a je-li F(x) libovolnd primitivni funkce k f(x) na
(a, b), pFicemz F(x) je spojita na [a, b], potom je




Integral jako funkce horni meze

Newton-Leibnitzova formule

Je-li f € R[a, b] a je-li F(x) libovolnd primitivni funkce k f(x) na
(a, b), pFicemz F(x) je spojita na [a, b], potom je

Dukaz ale provedeme pouze pro spojitou funkci f(x).

Je-li f(x) spojitd na [a, b], potom md f(x) na [a, b] primitivni
funkci, oznatme ji F(x). Déle, protoZze je podle pfedchoziho
disledku funkce [ f také primitivni k f(x) na [a, b], musi se tyto
dvé& primitivni funkce navzajem liSit o konstantu. Tedy plati, Ze
F(x) = [J'f + C pro kazdé x € [a, b], a proto je

F(b)—F(a):</abf+C)—</aaf+C>:/abf.




Integral jako funkce horni meze

Vypocet urditého integralu

Diky ptedchozi vété vidime, jak vyuZit metodu per-partes a
substitu¢ni metody i pro vypolet urlitého integralu. P¥i pouziti
substitu¢ni metody mame oproti vypoltu neuréitého integralu tu
vyhodu, Ze neni tfeba provddét zpétnou substituci, sta&i pri
substituci transformovat i meze integrace.

Véta (Substituce pro urtity integral)

Necht je funkce f(t) spojitd na intervalu [c, d] a necht m& funkce
©(x) integrovatelnou derivaci na intervalu [a, b] a
©([a, b]) C [c,d]. Potom plati

/b fp(x)) . ¢ (x) dx = /W(b) f(t)dt.
a w(a)

Neboli v daném integralu volime substituci t = ¢(x) a
transformujeme nejen integral, ale i meze (v tomtéZ poFadi mezi).

<




Integral jako funkce horni meze

Vypoctéte obsah kruhu s polomérem r > 0.




Integral jako funkce horni meze

Vypoctéte obsah kruhu s polomérem r > 0.

Regeni

Obsah kruhu vypo&itdme nap¥. jako dvojnasobek obsahu pilkruhu.
X =rsint
r dx = (rcost)dt
— V72— x2dx =
2/_r re — x2 dx x=—r = t=_1
X=r = t:%
—2/ V r2 — r2sin? t.rcostdt:2/2 r? cos® t dt =
T N—————— — _T
2 =rcost dx 2
1 2t t 1 sin(2t)]2
/2 —l—cos( )dt:2r2 7+7.sm( ) _
= 2 2 2 0
2
T sinT m  sin(—m) 5
a (G B G i)
~——
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Aplikace ur&itého integralu

Obsah plochy mezi dvéma grafy

Vime, Ze urdity integral fab f byl zkonstruovan jako orientovana
plocha mezi grafem funkce f(x) a osou x na intervalu [a, b]. Tato

orientovana plocha je zfejmé rovna skute¢né plose, pokud je
f(x) > 0 na [a, b].



Aplikace ur&itého integralu

Obsah plochy mezi dvéma grafy

Vime, Ze urdity integral fab f byl zkonstruovan jako orientovana
plocha mezi grafem funkce f(x) a osou x na intervalu [a, b]. Tato
orientovana plocha je zfejmé rovna skute¢né plose, pokud je

f(x) > 0 na [a, b].

Pokud nds zajima velikost plochy mezi grafy funkci f(x) a g(x),
viz obr., ur&ime ji pomoci vepsanych a opsanych obdélniki (stejn&
jako pfi konstrukci Riemannova integralu), aviak nyni bude obsah
kazdého takového obdélnika tvaru [f(ck) — g(ck)] (xk — Xk—1),
Riemanniiv soulet je pak

> [f(ek) — g(e)] (e — xk-1)-
k=1

Tyto tvahy vedou k odvozeni nasledujiciho vzorce.



Aplikace ur&itého integralu

Véta (plocha mezi grafy)

Necht f,g € R|a, b] a f(x) > g(x) na [a, b]. Potom m4 plocha
mezi grafy téchto funkci na intervalu [a, b| velikost

/ [f(x) — g(x)] dx —/ [ horni funkce — dolni funkce | dx.




Aplikace ur&itého integralu

Véta (plocha mezi grafy)

Necht f,g € R|a, b] a f(x) > g(x) na [a, b]. Potom m4 plocha
mezi grafy téchto funkci na intervalu [a, b| velikost

/ [f(x) — g(x)] dx —/ [ horni funkce — dolni funkce | dx.

P¥iklad

Urcete plochu mezi grafy funkci y =sinx a y = 2sinx na
intervalu [, 27].

|
N
A,

A\




Aplikace ur&itého integralu

Véta (plocha mezi grafy)

Necht f,g € R|a, b] a f(x) > g(x) na [a, b]. Potom m4 plocha
mezi grafy téchto funkci na intervalu [a, b| velikost

b b
e = / [f(x) — g(x)] dx = / [ horni funkce — dolni funkce | dx.
a a

Ptiklad
Urcete plochu mezi grafy funkci y =sinx a y = 2sinx na
intervalu [, 27].

Regeni
Oba grafy se protinaji v bodech x = 7 a x = 2, pfi¢emZ funkce
y = sin x je horni funkce na tomto intervalu. Proto

2w 27
P:/ (sinx—2sinx)dx:/ (—sinx) dx = [cosx]f:T

=cos2m —cosm=1—(—1) = 2.




Aplikace ur&itého integralu

Délka kfivky

K¥ivka C v roving, C : [a, 3] — R?, je zaddna parametricky jako
zobrazeni C : t — [x(t),y(t)].

K¥ivka C : t+ [cost,sint] pro t € [0,27] je kruZnice o polomé&ru
r =1 se stfedem v pocatku.




Aplikace ur&itého integralu

Délka kfivky

K¥ivka C v roving, C : [a, 3] — R?, je zaddna parametricky jako
zobrazeni C : t — [x(t),y(t)].

Priklad

K¥ivka C : t+ [cost,sint] pro t € [0,27] je kruZnice o polomé&ru
r =1 se stfedem v pocatku.

A\

Véta (Délka kFivky v roving)

Necht C je kFivka v roving a [x(t),y(t)] pro t € [a, 8] jeji
parametrizace. Maji-li soufadné funkce x(t) a y(t) spojitou derivaci
na intervalu [« 3], potom ma k¥ivka C kone¢nou délku a plati

B
A0 = [ @R+ L(OF o

\




Aplikace ur&itého integralu

Odvozeni pfedchoziho vztahu pomoci dé&leni je obdobné jako u
obsahu plochy. Intuitivné lze s vyuzitim Pythagorovy véty
argumentovat takto: P¥edstavme si k¥ivku C jako drdhu pohybu v
Case t. Derivaci tohoto zobrazeni dostaneme hodnoty, které budou
odpovidat rychlosti pohybu po takovéto draze. Proto celkova délka
k¥ivky (tj. draha uraZena za dobu mezi hodnotami t = a, t = b)
bude dana integralem ptes interval [a, b], kde integrovanou funkci
je drdha urazend za nekonecné maly ¢as dt. Ta je podle
Pythagorovy v&ty rovna \/dx2 + dy2 = /x/(t)2 + y/(t)2dt, a
odtud dostavame poZadovany vysledek.




Aplikace ur&itého integralu

Urcete obvod kruznice o poloméru r > 0.
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Urcete obvod kruznice o poloméru r > 0

<
< <
N
<
<

Reseni

KruZnice md parametrizaci [x(t), y(t)] = [rcos t, rsin t] pro
t € [0,27]. Tyto funkce maji spojitou derivaci

[x'(t),y'(t)] = [—rsint,rcost] na [0,27], a proto je obvod
kruZnice roven

/277 \/[x' (O + [y'(1)]? dt = / \/(—fS‘“ t)2 + (rcost)? df
2w

/ r2(sin®t 4 cos? t) dt = / rdt = [rt]?:%rr.
0




Aplikace ur&itého integralu

Graf funkce f(x) miZeme chdpat jako mnoZinu bodi [x, f(x)],
tedy je to specidlni p¥ipad kfivky v roving, kterd ma parametrizaci
[t,f(t)] pro t € [a, b] (v tomto p¥ipadé tuto parametrizaci ale
piseme s prom&nnou x). A protoZe ma tato parametrizace derivaci
[(t), f'(t)] =[1, f'(t)], dostdvame

Dusledek

Ma-li funkce f(x) spojitou derivaci na intervalu [a, b], potom ma
Jeji graf na intervalu [a, b] kone¢nou délku a plati

d(f) = /ab\/l + [f'(x)]? dx.




Aplikace ur&itého integralu

Objem rotacniho télesa

Rota&ni t&leso vznikne rotaci plochy mezi grafem funkce f(x) a
osou x kolem osy x na intervalu [a, b] (viz obr.). Zfejm& m3 tato
dloha smysl pouze pro nezdpornou funkci f(x) (& obecngji, pro
funkci, kterd nem&ni znaménko na intervalu [a, b], tj. je bud stéle
nezdpornad nabo nekladnd).



Aplikace ur&itého integralu

Objem rotacniho télesa

Rotaéni téleso vznikne rotaci plochy mezi grafem funkce f(x) a
osou x kolem osy x na intervalu [a, b] (viz obr.). Zfejm& m3 tato
dloha smysl pouze pro nezdpornou funkci f(x) (& obecngji, pro
funkci, kterd nem&ni znaménko na intervalu [a, b], tj. je bud stéle
nezdpornad nabo nekladnd).

Véta (objem rota¢niho t&lesa)

Necht f(x) je spojitd nezdpornd funkce na intervalu [a, b]. Objem
rotacniho télesa, které vznikne rotaci plochy mezi grafem f a osou
x na intervalu [a, b] kolem osy x, je

b
V= 77/ 2(x) dx.




Aplikace ur&itého integralu

Objem rotacniho télesa

Rotaéni téleso vznikne rotaci plochy mezi grafem funkce f(x) a
osou x kolem osy x na intervalu [a, b] (viz obr.). Zfejm& m3 tato
dloha smysl pouze pro nezdpornou funkci f(x) (& obecngji, pro
funkci, kterd nem&ni znaménko na intervalu [a, b], tj. je bud stéle
nezdpornad nabo nekladnd).

Véta (objem rota¢niho t&lesa)

Necht f(x) je spojitd nezdpornd funkce na intervalu [a, b]. Objem
rotacniho télesa, které vznikne rotaci plochy mezi grafem f a osou
x na intervalu [a, b] kolem osy x, je

b
V= 77/ 2(x) dx.

Intuitivni zdivodnéni je obdobné jako u délky k¥ivky — objem
nekoneéné malé valcové &asti télesa o délce dx je dan soutinem dx
a obsahu kruhové podstavy o obsahu 7f(x)2.



Aplikace ur&itého integralu

Povrch rota¢niho télesa

Analogicky jako objem vypocteme i povrch plasté rotaéniho télesa.
Pokud vznikne téleso rotaci grafu funkce f kolem osy x v intervalu
[a, b], vznikd pf¥i pFirtistku Ax ndrist plochy, jehoZ velikost je rovna
soutinu As délky kfivky zadané grafem funkce f a velikosti
kruZnice o polomé&ru f(x). Plocha se proto spotte formuli

S(f):27r/bf(x)ds:27r/bf(x) 14 (f'(x))? dx,

kde ds = \/dx? + dy? je dan p¥irlistkem délky k¥ivky y = f(x).
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Povrch rota¢niho télesa

Analogicky jako objem vypocteme i povrch plasté rotaéniho télesa.
Pokud vznikne téleso rotaci grafu funkce f kolem osy x v intervalu
[a, b], vznikd pf¥i pFirtistku Ax ndrist plochy, jehoZ velikost je rovna
soutinu As délky kfivky zadané grafem funkce f a velikosti
kruZnice o polomé&ru f(x). Plocha se proto spotte formuli

S(f):27r/bf(x)ds:27r/bf(x) 14 (f'(x))? dx,

kde ds = \/dx? + dy? je dan p¥irlistkem délky k¥ivky y = f(x).

Véta (obsah plasté rota&niho télesa)

Necht f(x) je nezdpornd funkce se spojitou derivaci f'(x) na
intervalu [a, b]. Obsah pldsté& rotatniho té&lesa, které vznikne grafu
f na intervalu [a, b] kolem osy x, je

S—or / " 10 /14 [FOOR .



Aplikace ur&itého integralu

Ur&ete povrch jednotkové koule.
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Ur&ete povrch jednotkové koule.

Reseni

|
K
N

Povrch uréime jako dvojnasobek povrchu polokoule, p¥icemz
polokoule vznikne rotaci funkce f(x) = v/r> — x? kolem osy x na
intervalu [0, 1]. ProtoZe plati '(x) = \/%, je tedy

S=2. 27r/\/7\/ m)zdx_

_ 2 2
—47r/ \Vr fxzw X +X

—47r/ rdx—47r 0—47Tr
0
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