Treti demonstrovana cviéeni k MB103
Ulohy z domaci sady druhého tydne

Priklad 1. Urcete stacionarni body funkce
[RP =R, flz,y) =2’y +yz—zy
a rozhodnéte, které z téchto bodu jsou lokalni extrémy a jakého druhu.
Priklad 2. Napiste Taylortiv rozvoj druhého Fddu funkce
fiRZSR, f(z,y) =ln@®+3y2+1)
v bodé [1,1].
Priklad 3. Prozkoumejte stacionarni body funkce
flay) =a"e™ 7

pro a = 1,2,3. (Pokud Vam nestaéi pro néktery z bodt druhé derivace, ponechejte
nerozhodnuté, doporuc¢ujeme zkusit naértnout graf funkee.)
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Nové ulohy

Parcialni derivace sloZenych zobrazeni se pocitaji obdobné jako u funkci jedné
proménné. Pouze je tfeba si uvédomit, ze derivace je linearni zobrazeni dané matici
parcialnich derivaci a linearni pfibliZzeni slozeného zobrazeni je déano jako slozeni
ptislusnych zobrazeni, tj. vynasobenim pfislusnych matic.

Uloha 1. Spoététe parcidlni derivace podle proménnych z a y funkee g(z,y), kterd
je v polarnich soufadnicich zadéna vztahem g(r, ¢, t) = sin(r —t), kde ¢ je parametr.
(Funkci si mtzete pfedstavit jako popis vlnéni hladiny v ¢ase ¢ po pddu kamene v
pocatku soufadnic v ¢ase t = 0.)

V piipadé funkci jedné proménné f(x) se spojitou derivaci existuje v okoli bodu
1o funkce inverzni f~1 prave, kdyz derivace f'(x¢) # 0. Pak je derivace (f~1)'(x¢) =
(f'(x))~!. Obdobné je tomu u zobrazeni — inverze existuje prave, kdy# je matice
parcialnich derivaci invertibilni a je zad&na praveé inverzni matici.

Uloha 2. Spoététe derivace obou smérii transformace mezi kartézskymi a polarnimi
soufadnicemi v R2.

Funkce a zobrazeni lze zadavat implicitné. V nejjednodussim pripadé funkci jedné
proménné to znamend, ze zaddme rovnost f(z,y) = 0 zndmou funkci f dvou pro-
ménnych a hleddme funkci y = g(z) takovou, Ze po dosazeni plati f(z,g(y)) = 0.
Pokud existuji spojité parciarlni derivace f, takova funkce g existuje v okoli bodu
(20,y0) splitujiciho rovnici f(xg,y0) = 0, jestlize v bodé (x¢,yo) je parcidlni deri-
vace f, nenulova. Navic pak je z vyjadfeni diferencidlu slozené funkce f(z,g(z))
vidét, ze potom

Ja(,9(x))

9@ =% o)

Uloha 3. Ukaite, 7e funkce f : R? — R, f(x,y) = e®sin(y) + eYsin(x) definuje
predpisem f(z,y) =1 pro (z,y) € <0,7r/2> (0,7/2) implicitne proménnou y jako
funkci proménné z, y = g(z). Urcete ¢'(x).

Obdobné postupujeme, pokud mame vice proménnych a pfipadné vice podminek.
Pro m + n proménnych a n podminek (tj. misto redlné funkce f méme zobrazeni
F do R™, tj. n funkci), d&je se totéz, jen opét misto hodnot parcidlnich derivaci
pracujeme s vektory a maticemi.

Uloha 5. Uréete funkci z = z(x, %) spliiujici rovnici
F(z,y,z) =sinzy + sinyz + sinzz =1

a spoctéte jeji parcidlni derivace v bodé (z,y, z (\/7/2,4/7/2,0).
Casto je tfeba hledat extrémy funkénich hodnot pouze na podmnoiinaﬁch za-

danych podminkami F(z,...,z) = 0. Teoreticky bychom mohli vyuzit nastroji na
hledani stacionarnich bodu funkci po vyjadieni nékterych z proménnych jako impli-
citné zadané funkce. To ale neni praktické. Misto toho je mozné spocist stacionarni
body pfimo pomoci tzv. Lagrangeovych multiplikdatorti. Jde o to, ze pro funkci
F(z,y, .., 2) je jeji gradient, tj. vektor parcidlnich derivaci pravé smér, ve kterém
funkce nejrychleji roste. Ve smérech nadroviny kolmé ke gradientu je proto stacio-
néarni. Potencidlni body extrému jsou tedy ty, v nichZ gradient funkce, jejiz extrémy
hledame, je kolmy na plochu zadanou podminkami, tj. 1ze jej vyjadfit pomoci gra-
dientt F.

Uloha 6. Najdéte absolutni extrémy funkce f(z,y) = x — 2y na podmnoziné dané
F(z,y) =y — 2% —2x =1 pro x € (0,5).

Uloha 7. Ptaé¢i budka ma spodni dno o plose 10 jednotek a je uzaviena ze tii stran
(v kazdém piipadé je uzaviend shora). Jaky bude pomér stran dna, aby byl povrch
(tj. mnozstvi pouzitého materidlu) co nejmensi?



