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Inverzni a implicitni zobrazeni
°

Véta o inverznim zobrazeni

Necht F : E,, — E, je spojité diferencovatelné zobrazeni na
néjakém okoli bodu xo € E, a necht je Jacobiho matice D F(xg)
invertibilni. Pak na néjakém okoli bodu xq existuje inverzni
zobrazeni F~1 a jeho diferencil v bodé F(xo) je inverznim
zobrazenim k DYF(xp), tzn. je zaddn inverzni matici k Jacobiho
matici zobrazeni F v bodé xg.
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V téchto bodech neumime najit
okoli, na némz by kruZznice byla popsdna jako funkce y = f(x).
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Véta (O implicitni funkci)

Necht F : E 11 — R je spojité diferencovatelna funkce na
otevreném okoli bodu [xg, yo] € En X R, ve kterém je F(xq,y0) =0
a ‘g—g(xo,yo) # 0. Potom existuje spojitd funkce f : E, — R
definovana na néjakém okoli U bodu xg € E,, takova, Ze
F(x,f(x)) =0 pro vSechny x € U.

Navic ma funkce f v okoli bodu xq parcialni derivace splriujici

o (%, ()

ax,( x) = OF (x, f(x))
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Urcete lokalni extrémy funkce z = f(x,y), kterd je urcena
implicitn& rovnici F(x,y,z) = x> + y?> + 2> —xz —\2yz = 1.
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Priklad

Urcete lokalni extrémy funkce z = f(x,y), kterd je urcena
implicitn& rovnici F(x,y,z) = x> + y?> + 2> —xz —\2yz = 1.

Regeni

Derivovanim rovnosti podle x a y dostdvame:
2x+2z-zx—z—x~zx—\6sz:0
2y +2z-2,— x -z, — 2z —2yz, =0,

odkud vyjadrime

z — 2x V2z =2y
= zyg = —————.
2z —x — /2y Y 2z —x — /2y

Zx
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Regeni (pokr.)

Stacionarni body musi splfiovat: z, = 0, z, = 0, tj. z = 2x = V/2y,
a tedy y = v/2x. Dosazenim do piivodni rovnice dostdvame
stacionarni body [1,1/2,2] a [-1, —v/2, —2]. V té&chto bodech je
F, # 0 (je to zaroven jmenovatel vSech zde vystupujicich zlomku),
proto je v jejich okoli implicitné uréena jista funkce z = f(x, y).
DalSim derivovanim implicitni rovnice vypocteme parcialni derivace
f 2. fadu:

2 2
—— z, =0, z,=—"—"""——.
2z —x — /2y ¥ Y 2z —x — /2y

Zxx = —
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Ve stacionarnich bodech je Hf negativné, resp. pozitivné definitni,
proto zde nastdvaji lokalni maximum, resp. minimum funkce f.

Zxx = —
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Véta (O implicitnim zobrazenf)

Necht F : Ep,n — E, je spojité diferencovatelné zobrazeni na
otevfeném okoli bodu [xo, yo] € Em X En = Emyn, v némz plati
F(x0,¥0) = 0 a det D}F =# 0. Potom existuje spojité
diferencovatelné zobrazeni G : E,, — E, definované na néjakém
okoli U bodu xqg € E,, s obrazem G(U), ktery obsahuje bod yp, a
takové, Ze F(x, G(x)) = 0 pro vSechny x € U.

Navic je Jacobiho matice D' G zobrazeni G na okoli bodu xg
zaddna soucinem matic

D'G(x) = —(DyF)*(x, G(x)) - DyF(x, G(x)).
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Gradient funkce

Definition
Pro spojité diferencovatelnou funkci f(xi,...,x,) : E, — R se

vektor . a
df = —,...,—
<8X17 ’ 8x,,>

nazyva gradient funkce f.
V technické a fyzikalni literature se Casto zapisuje také jako grad f.
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Smér zadany gradientem v bodé x = (xi,...,xn) je pravé ten
smér, ve kterém funkce f nejrychleji roste.

Tecnd rovina k neprazdné droviiové mnoziné My, v okoli jejiho
bodu s nenulovym gradientem df je uréena ortogonalnim doplrikem
ke gradientu.
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Pro funkci f n proménnych a bod P = (a1, ...,an) € Mp v jehoZ

okoli je My, grafem funkce (n — 1) proménnych je implicitni rovnice
pro tecnou nadrovinu

_of of

O—aixl(P)'(Xl—al)-l-'“-l-aXn

(P) - (%o — an).
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Example (Model osvétleni 3D objektu)

Pro 2D povrch zndme smér v dopadu svétla, tj. mame mnozZinu M
zadanou implicitné rovnici f(x, y,z) = 0 a vektor v. Intenzitu
osvétleni bodu P € M pak definujme jako Iy cos ¢, kde ¢ je Ghel
mezi normdlou zadanou gradientem a vektorem opacnym ke sméru
svétla. (Znaménko Fika, kterou stranu plochy osvétlujeme, Iy je tzv.
svitivost.)

Napf. v = (1,1, -1) (tj. ,8ikmo dold") a

f(x,y,z) =x?>+y?>+22—1. Probod P = (x,y,z) € M

I(P) gradf - v —2x — 2y + 2z
p— 0 =
| grad | [|v | 2v/3

Dle ocekavani je plnou intenzitou ly osvétlen bod

P = %(—1,—1, 1) na povrchu koule.

lo.
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Priklad
Spoctéme te¢nu a normalovy prostor ke kuzeloseéce v E3.
Uvazujme rovnici

0="Ff(x,y,z2)=z—/x2+y?
kuzelu s vrcholem v pocatku a rovinu zadanou
0=g(x,y,z)=z—2x+y+1.

Bod P = (1,0, 1) patfi jak kuzelu, tak roviné a prinik M téchto
dvou ploch je krivka.
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Jeji te¢nou v bodé P bude pfimka zadana rovnicemi
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Piiklad (pokr.)

Jeji te¢nou v bodé P bude pfimka zadana rovnicemi

1 1
0=—- ——2x (x—1)— ———=2y y
2y/x? +y2 x=1,y=0 2 v x? +y2 x=1,y=0
+1-(z—-1)

= —Xx+z
0=-2(x—1)+y+(z—-1)=-2x+y+z+1
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Priklad (pokr.)
Jeji te¢nou v bodé P bude pfimka zadana rovnicemi

1 1
0=—- ——2x (x—1)— ———=2y y
/ %2 2 /
2y x5+ Y x=1,y=0 2¢/x? + y2 x=1,y=0
+1-(z—-1)

= —Xx+z
0=-2(x—1)+y+(z—-1)=-2x+y+z+1

zatimco rovina kolma k nasi kfivce bodem P bude parametricky
ddna vyrazem

(1,0,1) + 7(-1,0,1) + 0(—2,1,1)

s parametry T a g.
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Véta

Necht F = (fi,...,f,) : Emy+n — En je spojité diferencovatelnd

v okoli bodu P, F(P) =0 a M je zaddna implicitné rovnici
F(x1,...,Xmsn) = 0, pfi¢emZ hodnost matice D*F v bodé P je n.
Pak P je stacionarnim bodem spojité diferencovatelné funkce

h: Eptn — R pravé, kdyz existuji redlné parametry A1, ..., A,
takové, Ze

gradh= Aygradfi +---+ A\, grad f,.
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Absolutni extrémy

Maximalizujte f(x,y) = 2x + y za podminky XT2 +y? <1
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Reseni

Mnozina uréend vazebni podminkou je uzaviena a ohranicend,
proto zde nabyva jakdkoliv spojitd funkce svych extrémii, a to bud
ve stacionarnich bodech nebo na hranici. Snadno se ale
presvédéime (df (x,y) = (2,1)), ze uvnitf mnoZiny extrémy nejsou.
Proto maximalizujeme funkci f za podminky %2 +y?2=1.
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X
0=L,=2-A2
2

0=1L,=1—2\y
2

X
0=—1ty2 1.
2 Y
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X
0=L,=2-A2
2

0=1L, =12y
2
X 2
X2
0 4+y
Odtud snadno x = $, y = 1, a tedy A = Y37, x:% :\/%

1
(resp. A = —g,x = —\/%,y = —\/% pro minimum).
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