Drsna matematika

Martin Pandk, Jan Slovak

Pokus o ucebni text pro zacinajici studenty informatiky priblizujici podstatnou ¢ast
matematiky v rozsahu Ctyf semestralnich pfednasek. Prozatim jsou zaznamenany
prvni dva semestry pfiblizné v odpfedneseném rozsahu.
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Predmluva

Tento ucebni text vznikd pribézné pii pripravé prednasek pro predméty Ma-
tematika I-IV na Fakulté informatiky MU. Text se snazi prezentovat standardni
vyklad matematiky s akcentem na smysl a obsah prezentovanych matematickych
metod. Resené tilohy pak procvi¢uji zékladni pojmy, ale zaroveii se snazime davat co
nejlepsi ptriklady uziti matematickych modeld. Studenti navic maji fesit a odevzda-
vat kazdy tyden zadavané piiklady. Semindrni skupiny pak obdobné standardnim
»cvicenim“ vytvaii podporu pro feSeni domacich tloh. V tomto textu podavame
formalni vyklad prolozeny FeSenymi priklady.

Ne vSe se dari prubézné naplnovat tak, jak bychom si predstavovali. Samotny te-
oreticky text by mél byt podrobnéjsi a 1épe formulovany, fesenych prikladt bychom
chtéli mit podstatné vice a mély by pokryvat celou skalu slozitosti, od banélnich
az po perlicky ke skutecnému premysleni.

Posluchace bychom radi naucili:

e piesné formulovat definice zakladnich pojmu a dokazovat jednoduché ma-
tematicka tvrzeni,

e vnimat obsah i pfiblizné formulovanych zavislosti, vlastnosti a vyhled
pouziti,

e vstfebat navody na uzivani matematickych modeli a osvojit si jejich vy-
uziti.

K témto ambiciéznim cilim nelze dojit lehce a pro vétSinu lidi to znamend
hledat si vlastni cestu s tApanim réiznymi sméry (s potfebnym piekondvanim odporu
¢i nechuté). I proto je cely vyklad strukturovén tak, aby se pojmy a postupy vzdy
nékolikrat vracely s postupné rostouci slozitosti a $ifi diskuse. Jsme si védomi, ze
tento postup se muze jevit jako chaoticky, domnivame se ale, Ze davd mnohem lepsi
Sanci na pochopeni u téch, ktefi vytrvaji.

Vstup do matematiky je skoro pro kazdého obtizny — pokud uz ,,vime*, nechce
se nam premyslet, pokud ,nevime“, je to jesté horsi. Jediny spolehlivy postup pro
orientaci v matematice je hledat porozumnéni v mnoha pokusech a hledat je pfti
¢etbé v riznych zdrojich. Urcité nepovazujeme tento text za dostatecny jediny zdroj
pro kazdého.

Pro ulehéeni vicekolového pristupu ke ¢teni je text strukturovan také pomoci
barev, resp. sazby, takto

e normalni text je sdzen Cerné

e fesené piiklady jsou sazeny barvou [ NGz
je sazen barvou

e naro¢né pasaze, které mohou (nebo by radéji mély byt) byt pii studiu pfi-
nejmensim napoprvé preskakovany jsou sézeny v barve I .

Prvni tfi semestry vyuky uz jednou probéhly a vyslednych 9 kapitol mate v
rukou. Popisme tedy nyni stru¢né obsah a také vyhled na semestr nasledujici.
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1. semestr: Uvodni motivaéni kapitola se snazi v rozsahu piiblizné 4-5 tydnt
prednasek ilustrovat nékolik pristupt k matematickému popisu problémil. Zadi-
name nejjednodussimi funkcemi (zékladni kombinatorické formule), naznacujeme
jak pracovat se zavislostmi zadanymi pomoci okamzitych zmén (jednoduché dife-
rencéni rovnice), uziti kombinatoriky a mnozinové algebry diskutujeme prost¥ednic-
tvim konecné klasické pravdépodobnosti, predvadime maticovy pocet pro jednodu-
ché tlohy rovinné geometrie (prace s pojmem pozice a transformace) a zavérem vse
trochu zformalizujeme (relace, uspotddni, ekvivalence). Nenechte se zde uvrhnout
do chaotického zmatku pfili§ rychlym stiidanim témat — cilem je nashromazdit néco
malo netrividlnich ndméta k premysleni a hledani jejich souvislosti i pouziti, jesté
nez zabfedneme do trovné problému a teorii slozitéjsich. Ke vSem tématum této
uvodni kapitoly se ¢asem vratime.

Dalsich pfiblizné 5 tydnt prednések je vénovano zdkladiim poctu, ktery umoz-
nuje praci s vicerozmérnymi daty i grafikou. Jde o postupy tzv. linedrni algebry,
které jsou zédkladem a koneénym vypocetnim nastrojem pro vétsinu matematickych
modelt. Jednoduché postupy pro praci s vektory a maticemi jsou obsahem kapitoly
druhé, dalsi kapitola je pak vénovana aplikacim maticového poc¢tu v rtznych li-
nearnich modelech (systémy linedrnich rovnic, linedrni procesy, linedrni diferencnt
rovnice, Markovovy procesy, linedrni regrese).

Posledni 2-3 prednasky prvniho semestru jsou vénovany pouzitim maticového
poctu v geometrickych ulohach a lze se z nich dozvédét néco malo o afinni, eukli-
dovské a projektivni geometrii.

2. semestr: Dalsi semestr je vénovan tzv. spojitym modelim. Chceme co nej-
nazornéji ukazat, ze zakladni ideje, jak s funkcemi pracovat, byvaji jednoduché.
Strucné feceno, hledame cesty, jak slozitéjsi véci nelinearni povahy fesit pomoci
jednoduchych linearnich trikd a postupt linearni algebry. Slozitosti se poji skoro
vyhradné se zvladnutim rozumné velké t¥idy funkci, pro které maji nase postupy
byt pouzitelné.

Prvné proto prisla na fadu kapitola pata, kde diskutujeme jaké funkce potiebu-
jeme pro nelinearni modely. Zac¢iname s polynomy a spliny, pak postupné diskutu-
jeme pojmy spojitosti, limity poslouponosti a funkci a derivace funkci a seznamime
se se vSemi zakladnimi elementdrnimi funkcemi a s mocninnymi fadams.

Tim je pfipravena puda pro klasicky diferencidlni a integralni pocet. Ten pre-
zentujeme v kaptole Sesté s dirazem na co nejjednodussi pochopeni aproximact,
integracnich procesu a limitnich procesu.

Posledni sedm4 kapitola se vénuje ndznakam aplikaci a snazi se co nejvice pripo-
minat analogie k postuptim jednoduché linearni algebry z minulého semestru. Misto
linearnich zobrazeni mezi koneéné rozmérnymi vektorovymi prostory tak pracujeme
s linedrnimi operacemi mezi nekonecné rozmérnymi vektorovymi prostory funkci,
definovanych bud integralnimi nebo diferencidlnimi operatory. Zatimco studium
diferencialni rovnic ponechavame do semestru dalsiho, zde studujeme nejprve apro-
ximace funkci s pomoci vzdalenosti definované integralem (tzv. Fourierovy tady)
abychom vzapéti mohli ukazat souvislost s nékterymi integralnimi transformacemi
(Fourirerova transformace).

3. semestr: Zde nejprve pokracujeme v nasem struc¢ném nastinéni analytickych
metod pro modely s mnoha proménnymi. Nejprve v osmé kapitole rozsime zakladni
postupy a vysledky tykajici se derivaci na funkce vice proménnygch, véetné funkci
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zadanych implicitné a tzv. vdzangych extrémi. Hned poté rozsifime teorii integrovani
0 tzv. nasobné integraly. Poté se vénujeme strué¢né modeltim zachycujim znamou
znénu nasich obejkti, tj. diferencidlnim rovnicim. Zévérem této kapitoly pak uvéa-
dime nékolik pozndmek o odhadech a numerickyjch ptiblizenich.

Devata kapitola sméruje zpét do svéta diskrétnich metod. Zabyvame se v ni
zakladnimi pojmy poznatky teorie grafii a jejich vyuzitim v praktickych problémech
(napf. prohleddvani do sifky a hloubky, minimdiné pokryvajici kostry, toky v sitich,
hry popisované stromy). Zavérem uvadime par poznadmek o vytvorujicich funkeich.

4. semestr: V poslednim semestru celého cyklu pfednések se hodlame zabyvat
nejprve obecné algebraickymi strukturami s diirazem na teorii grup a naznaky jejich
aplikaci. Tomuto tématu budeme vénovat 5-6 prednasek.

Konecéné, zavéreéna jedenacta kapitola je vénovana matematické pravdépodo-
dobnosti a statistice v rozsahu 6-7 pfednédsek. Sezndmime se s pojmy pravdépo-
dobnostni prostor, hustota pravdépodobnosti, normdlni rozdelent, stredni hodnota,
medidn, kvantil, rozptyl, priklady diskrétnich a spojitych rozdeéleni a budeme se na-
znakem vénovat statistickému zpracovdni dat.

Unor 2007, Martin Pandk, Jan Slovak
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KAPITOLA 8
Spojité modely s vice proménnymi

jedna promeénnd ndm k modelovani nestaci?
- nevadi, stact vzpomenout na vektory ...

1. Funkce a zobrazeni na R"

8.1. Funkce a zobrazeni. Na poc¢atku naseho putovani matematickou krajinou
snad Ctenaii vstiebali, ze s vektory lze pocitat velice podobné jako se skalary, jen
je tfeba si véci dobfe rozmyslet. Zcela obdobné si budeme pocinat nyni.

Pro praktické modelovani procestt (nebo objekt v grafice) jen velice ziidka
vystac¢ime s funkcemi R — R jedné proménné. Pfinejmensim byvaji potFebné funkce
zéavislé na parametrech a ¢asto pravé zména vysledki v zavislosti na parametrech

vvvvvv

flz1,29,...,zn) : R" = R

a budeme se snazit co nejlépe rozsifit nase metody pro sledovani zmén a hodnot do
této situace. Rikdme jim funkce vice proménnych.

Pro snazsi pochopeni budeme nejcastéji pracovat s pripady n = 2 nebo n =
3 a pritom budeme misto ¢islovanych proménnjch pouzivat pismena z,y,z. To
znamena, ze funkce f definované v ,roving“ R? budou znaceny

fiR?3 (z,y) — flz,y) €R
a podobné v ,,prostoru“ R?
f:R33 (z,y,2) — f(z,y,2) €ER.

Podobné jako u funkci jedné proménné hovorime o definiénim oboru A C R"™, na
kterém je ta kterd funkce deﬁnovénaﬂ

S kazdou takovou funkei vice proménnych byva uziteéné uvazovat jeji graf, tj.
podmnozinu G§ C R" x R = R"™! definovanou vztahem

Gy ={(z1,...,2n, f(z1,...,20)); (T1,...,2,) € A},
kde A je defini¢ni obor f. Napi. grafem funkce definované v roviné vztahem

f(x’y): rry

22 + y2
je docela pékna plocha na levém obrazku a jejim maximélnim defini¢nim oborem
jsou v8echny body roviny kromé pocétku (0, 0).

LGastou hiickou pro pisemky a ulohy je naopak tkol pro danou formuli pro funkci najit co
nejvétsi definiéni obor, na kterém ma tato formule smysl.

229
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Pfi definici a zejména pii kresleni obrazku grafu jsme pouzivali pevné zvolené
soufadnice v roviné. Pro pevné zvolené = tak napt. dostdvame zobrazeni

R — Rg, Y = (mayvf(xvy))7

tj. kiivku v prostoru R3. Na obrazku jsou také ¢arami vyneseny obrazy takovychto
kiivek pro nékteré pevné zvolené hodnoty souradnic z a y. Kfivky ¢ : R — R"™ jsou
nejjednodussimi priklady zobrazeni F' : R™ — R™.

Stejné jako u vektorovych prostor, volba naseho ,pohledu na véc“, tj. volba
soufadnic, mize zdanlivé zjednodusit nebo zhorsit nase vnimani studovaného ob-
jektu. Zména souradnic je nyni na misté v daleko obecnéjsi formé nez jen u afinnich
zobrazeni v kapitole ¢tvrté. Opét je ale vhodné na zménu soufadnic pohlizet jako
na zobrazeni R™ — R". Velice obvykly ptiklad je zména nejobvyklejSich soufadnic
v roviné na tzv. polarni, tj. polohu bodu P zadavame pomoci jeho vzdélenosti od
pocatku soufadnic r = /22 + y? a Ghlem ¢ = arctan(y/z) (pokud je x # 0) mezi
spojnici s pocatkem a osou x. Prechod z polarnich soufadnic do standardnich je

Poolarni = (1) = (rcos ¢, 7sin 9) = Piarigsks

Je pritom zjevné, ze je nutné polarni souradnice vhodné omezit na podmnozinu
bodt (r, ¢) v roving, aby existovalo i zobrazeni inverzni. Kartézsky obraz pfimek v
polarnich souradnicich s konstantnimi soufadnicemi r nebo ¢ je na obrazku vpravo.

8.2. Euklidovské prostory. Bude velice uzite¢né pfipomenout a rosifit nase veé-
domosti o vlastnostech euklidovskych afinnich prostort. Za¢neme pfipomenutim
metrickych (topologickych) vlastnosti prostoru E,, = R™:

Prostor F, vnimame jako mnozinu bez volby soufadnic a na jeho zaméfeni
R™ pohlizime jako na vektorovy prostor moznych prirtistki, které umime k bodim
prostoru FE, pric¢itat. Navic je na R™ zvolen standardni skalarni soucin u - v =
Yo iy, kde w = (21,...,2,) a v = (Y1,...,Yn) jsou libovolné vektory. Tim je
na E, dédna metrika, tj. funkce vzdalenosti ||P — Q|| dvojic bod& P, Q pfedpisem

n
1P = QI% = |lul® =" a7,
i=1
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kde u je vektor, jehoz pfictenim k P obdrzime (). Napf. v roviné Es je tedy vzda-
lenost bodt Py = (x1,y1) a Po» = (x2,y2) déna

| Py — P2|)? = (21 — 22) + (y1 — v2)*.

Takto definovana metrika splinuje trojihelnikovou nerovnost pro kazdé tii body
P, Q, R

1P =R =[I(P-Q)+(Q- R <[(P-Q)I+(Q- R

viz 1) (nebo stejnou nerovnost ([5.4)) pro skalary). Muzeme proto bez probleému
prenést (rozsifit) pro body P; libovolného Euklidovského prostoru pojmy:

o Cauchyouvskd posloupnost — || P; — P;|| < €, pro kazdé pevné zvolené € > 0 az na
konecné mnoho vyjimec¢nych hodnot i, j,

e konvergentni posloupnost — ||P; — P|| < €, pro kazdé pevné zvolené ¢ > 0
az na konecné mnoho vyjimecnych hodnot i, j, bod P pak nazyvame limitou
posloupnosti P;,

e hromadny bod P mnoZiny A C E,, — existuje posloupnost bodi v A konvergujici

k P a vesmés ruznych od P,

uzavrend mnozina — obsahuje vSechny své hromadné body,

otevrend mnozina — jeji doplnék je uzavieny,

oteviené d—okoli bodu P — mnozina Os5(P) ={Q € E,; |P — Q| < ¢},

hranic¢ni bod P mnoziny A — kazdé d—okoli bodu P méa neprazdny prunik s A i

s komplementem FE,, \ A4,

vnitrni bod P mnoziny A — existuje d—okoli bodu P, které celé lezi uvnitt A,

e ohranicdend mnozina — lezi celd v n&jakém d—okoli nékterého svého bodu (pro
dostateéné velké 0),

e kompakini mnoZina — uzaviena a ohrani¢end mnozina.

Ctenaf by mél nyni investovat néco malo tsili do proéteni odstavci
a[5.11] a zkusit si promyslet definice a souvislosti vSech téchto pojmu.

Zejména by mélo byt z definic pfimo zfejmé, ze posloupnosti bodi P; maji
vlastnosti zminované v prvnich dvou bodech predchozim vyctu tehdy a jen tehdy,
kdyz stejné nazvané vlastnosti maji realné posloupnosti vzniklé z jednotlivych sou-
radnic bodu P; ve kterékoliv kartézské souradné soustaveé. Proto také z Lemma [5.9
vyplyva, ze kazda Caychovska posloupnost bodu v E,, je konvergentni.

Stejné jako v pripadé F; definujeme oteviené pokryti mnoziny a plati s drob-
nymi formula¢nimi tpravami i Véta [5.11}

Véta. Pro podmnoziny A C E, v euklidovskych prostorech plati:

(1) A je oteviend, prdvé kdyZ je sjednocenim nejvyse spocetného systému d—okoli,

(2) kaZdy bod a € A je bud vnitrni nebo hranicni,

(3) kaZdy hranicni bod je bud izolovanym nebo hromadngm bodem A,

(4) A je kompaktni, pravé kdyz kaZdd v ni obsaZend nekoneénd posloupnost md
podposloupnost konvergujici k bodu v A,

(5) A je kompaktni, pravé kdyz kaZdé€ jeji oteviené pokryti obsahuje konecné pokryti.

Diikaz z[5.11] Ize bez Gprav pouit v p¥ipadé tvrzeni (1)—(3), byt s novym chapani pojmil
a nahrazenim ,,otevienych interval(* jejich vicerozmérnymi d—okolimi vhodnych bodu.

Dukaz pro zbyla dvé tvrzeni je vSak tfeba dosti zasadné upravit. Nebudeme se tu zabyvat
detaily, ambiciéznéjsi ¢tenafi mohou zkusit samostatné princip ohranicovani stidle mensimi a
mensimi intervaly modifikovat s pouzitim d—okoli.
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8.3. Piklady.

8.3.1. Rozhodnéte o ndsledujicich podmnoZindch v E3, zda jsou oteviené, uzaviené
¢i kompaktni. Dale urcete jejich hranicni a vnitini body.

(1) M = {(x,0,0) € R3z € (0,1)}

(2) M = {(2,0,0) € Rz € (0,1)}

(3) M ={(x,y,2) € R3a? +y? + 22 < 1}
(4) M ={(z,y,2) e R®]a® +y> < 1}

(5) M = {(z.y,2) € B¥a? 1 2 = 1)

(6) M = {(x,y,2) € R}z +y> — 22 < 1}
(7) M = {(x,y,2) € R®*|z € N}

Reseni. V fesenich budeme ve zkratce uvdadét, Ze mnozina je napi. OU (oteviend
i uzavrend, neni kompaktni), O znamend, Ze nemd Zdadnou z uvedenijch vlastnosti,
mnoZzinu hranic¢nich bodu budeme znacit H, vnitrek mnoZiny jako V.

(1) 0, H=M,V =0

(2) UK, H=M,V =10

(3) UK, H = {(z,y,2) € R3|22+4?+22 =1}, V = {(z,9,2) € R3|22+4%+2% < 1},
M je koule

(4) U, H={(z,y,2) € R¥|22+y2 =1}, V = {(x,9,2) € R®|2? + ¢y < 1}, M je
(nekonecény) vdlec

(5) U, H=M,V =0, M je vdlcovd plocha

(6) U, H={(z,y,2) € R¥|2® +y? — 22 =1}, V = {(z,9,2) € R¥}a® +3° —2* < 1}
je dvojdilny hyperboloid

(7) U, H=M,V =0, M je sjednoceni nekonecné mnoha rovnobéznych rovin

O

8.4. Krivky v E,. Celd nase diskuse kolem limit, derivaci a integralt funkci
v 5. a 6. kapitole pracovala s funkcemi s jednou redlnou proménnou a redlnymi
nebo komplexnimi hodnotami s odivodnénim, ze pouzivame pouze trojihelnikovou
nerovnost platnou pro velikosti redlnych i komplexnich ¢isel. Ve skutecnosti se tento
argument do znacné miry prenasi na jakékoliv funkce jedné redlné proménné s
hodnotami v euklidovském prostoru F, = R"™.

Pro kazdou kfivklﬂ tj. zobrazeni ¢ : R — R™ v n—rozmérném prostoru, mizeme
pracovat s pojmy, které jednoduse rozsifuji nase tvahy z funkci jedné proménné:

o limita: lim;_,4, c(t) € R™
o derivace: ¢ (tp) = limy_y, ﬁ (c(t) —
o integrdl: ff c(t)dt € R™.

V pripadé integralu pfitom musime uvazovat kfivky ve vektorovém prostoru
R™. Dtvod je vidét uz v jednorozmérném pripadé, kde potfebujeme znat pocatek,
abychom mohli vidét ,,plochu pod grafem funkce®.

Opét je primo z definice zjevné, Ze limity, derivace i integraly lze spocist po
jednotlivych n soufadnych slozkidch v R™ a stejné se rozpozna i jejich existence.

c(to)) € R™

2y geometrii se vétsinou rozlisuje mezi kiivkou jakozto podmnozinou v E,, a jeji parametrizaci
R — R"™. My zde pod pojmem ,kfivka“ rozumime vyhradné parametrizované krivky.
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U integralu mtizeme také pfimo formulovat pro kfivky analogii souvislosti Ri-
emannova integrélu a antiderivace (viz [6.14): Necht ¢ je k¥ivka v R™, spojitd na
intervalu [a, b]. Pak existuje jeji Riemanntv integral f; c(t)dt. Navic je kfivka

t
() = / ¢(s)ds € R"
a

dobfe definovana, diferencovatelnd a plati C'(t) = ¢(t) pro vSechny hodnoty t €
[a, b].

Horsi je to s vétou o stfedni hodnoté a obecnéji s Taylorovou vétou, viz [6.2] a
Ve zvolenych soufadnicich je mtzeme aplikovat na jednotlivé souradné funkce
diferencovatelné kiivky c(t) = (c1(¢),...,cn(t)) na koneéném intervalu [a, b]. Do-
staneme napr. u véty o stfedni hodnoté existenci ¢isel ¢; takovych, ze

ci(b) = ci(a) = (b —a) - ¢(t:).
Tato ¢isla ale budou obecné riizna, nemizeme proto vyjadiit rozdilovy vektor kon-
covych bodu ¢(b) — ¢(a) jako nasobek derivace kiivky v jediném bodé. Napf. v
roving Ey pro diferencovatelnou kiivku c(t) = (x(¢),y(¢t)) takto dostavame
c(b) — c(a) = (&'(€)(b — a), ¥’ (n)(b — a)) = (b—a) - (2/(£),y'(n))

pro dvé (obecné rtizné) hodnoty &,n € [a,b]. Pofdd ndm ale tato ivaha staci na

nasledujici odhad

Lemma. Je-li ¢ kfivka v E,, se spojitou derivaci na kompaktnim intervalu [a,b],
pak pro vsechny a < s <t < b plati

lle(t) — c(s)]| < Vnmax,efap I/ (r)]| - [t — 5.
DUKAz. P¥imym pouzitim véty o stfedni hodnoté dostavame pro vhodné body

r; uvnitf intervalu [s, ¢]:

n

le(t) = e()|* = D (i) — ei(s))® < D (di(ra)(t = 5))°
i=1

i=1
n
< (t—s)? Z(ma’Xre[s,t] |C'¢(7")2
i=1
< 77/(r1'13'x7”€[s,t]7 i=1,....,n |C;(T)|>2(t - 8)2
< nmax, e q [[¢/(r)[*(t — 5)*.
(]
Dilezitym pojmem je tecny vektor ke k¥ivce ¢ : R — E, v bodé c(tg) € E,,

ktery definujeme jako vektor v prostoru zaméfeni R™ dany derivaci ¢/(tg) € R™.
Primka T zadand parametricky

T: C(to) + T Cl(to)

se nazyva tecna ke kiivce ¢ v bodé ty. Na rozdil od te¢ného vektoru, tecna T zjevné
nezavisi na parametrizaci kfivky c.

8.5. Pi¥iklad. Urdete parametrické i obecné rovnice teény ke kiivece ¢ : R — R3,
c(t) = (c1(t),ca(t),c3(t)) = (t,t2,#3) v bodé odpovidajicim hodnoté parametru
t=1.
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ResSeni. Parametru t = 1 odpovidd bod ¢(1) = [1,1,1]. Derivace jednotlivych
slozek jsou ¢} (t) = 1, ch(t) = 2t, c3(t) = 3t%. Hodnoty derivaci v bodé ¢t = 1 jsou 1,
2, 3. Parametrické vyjadreni te¢ny tedy zni:

x = d()s+c(l)=t+1
y = c()s+c(l)=2t+1
z = d(1)s+cs(1) =3t +1.
Vylou¢enim parametru ¢ dostavame obecné rovnice teény (nejsou dény kanonicky):
20—y =1
3x—z = 2.

O

8.6. Parcialni derivace a diferencial. Pro kazdou funkci f : R® — R a libovol-
nou kiivku ¢ : R — R™ mdme k dispozici jejich kompozici (f o ¢)(t) : R — R. Za
hladké nebo diferencovatelné funkce bychom tedy mohli napf. povazovat ty, jejichz
kompozice se vSemi hladkymi nebo diferencovatelnymi funkcemi jsou opét hladké
nebo diferencovatelné. Zacneme ale radéji s nejjednodussimi kfivkami, tj. pfimkami.

Rekneme, Ze f : R” — R ma derivaci ve sméru vektoru v € R" v bodé z € E,,,
jestlize existuje derivace d,, f(x) slozeného zobrazeni ¢t — f(z +tv) v bodé& t = 0, tj.

4o (@) = Ty = (o + 1) = f(@))

Casto se d,, f ¥iké smérovd derivace. Specidlni volbou piimek ve séru souiadnjch os
dostavame tzv. parcidlni derivace funkce f, které znacime %, i=1,...,n, nebo
i

bez odkazu na samotnou fukci jako operace %. Pro funkce v roviné tak dostavame

%f(xvy) = }E,I(l) %(f(x +t7y) - f(xay))a

0 1

9 = lim = t) — )

5y @) = m S (F(@y +0) = f(r.9)
Se samotnymi parcidlnimi nebo smérovymi derivacemi nevystac¢ime pro dobrou

aproximaci chovani funkce linedrnimi vyrazy. Podivejme se napf. na funkce v roviné

dané vyrazy

1 kdyzazy=0 1 kdyzy=a22#0
g@w—{ N ,h@w—{ . -
0 jinak 0 jinak
Evidentné zaddna z nich neprodluzuje vSechny hladké kiivky prochézejici bodem
(0,0) na hladké kiivky. Pfitom ale pro g existuji obé& parcidlni derivace v (0,0) a
jiné smérové derivace neexistuji, zatimco pro h existuji vSechny smérové derivace
v bodé (0,0) a je dokonce d,h(0) = 0 pro vSechny sméry v, takze jde o linedrni

zévislost na v € R2.
Budeme sledovat pripad funkci jedné proménné co nejdislednéji a podobné
patologické chovani vylou¢ime pfimo definici:

Definice. Funkce f : R® — R je diferencovatelnd v bodé x, jestlize

e v bodé z existuji véechny smérové derivace d, f(z), v € R",
e d, f(z) je linedrni v zévislosti na pfirtstku v a

e 0=lim, . ”11)—H(f(x+v) — f(z) — dvf(x)).
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Reéeno slovy pozadujeme, aby v bodé x existovalo dobré linearni piibliZeni
prirastkt funkce f linearni funkci prirtistki proménnych veli¢in. Linearni vyraz d,, f
(ve vektorové proménné v) nazyvame diferencidl funkce f vy¢isleny na piirastku v.
V literatuie se Casto také rika totdini diferencidl df funkce f.

Pro ilustraci se podivejme se, jak se chova diferencial funkce f(x,y) v roving
za prepokladu, Ze obé parcidlni derivace gf , ‘35 existuji a jsou spojité v okoli bodu
(z0,Y0). Uvazme jakoukoliv hladkou kiivku t — (x(¢),y(t)) s zo = x(0), yo = y(0).
S pouzitim véty o stfedni hodnoté na funkce jedné proménné v obou séitancich
dovodime

L) 5(0) ~ Fo,0)) = 1 (G0, 9(0) — F0),5(0)+
- %(f( (0), y(2)) — 1((0), 5(0))
= §a(t) = 2(0) - L (2(9).5(0) + 3 (1) = w(0) - 5 (2(0), ()

pro vhodni ¢isla & a n mezi 0 a t. Limitnim pfechodem ¢t — 0 pak diky spojitosti
parcialnich derivaci dostavame

GO0 = /05 (@0.30) + 5 O) 5 (0,0

coZ je prijemné rozsifeni platnosti véty o derivovani slozenych funkci. Samoziejmé,
specidlni volbou parametrizovanych pfimek

(@(t),y(t)) = (zo + 1€, yo + tn)
prechézi nas vypocet pii v = (§,1) na rovnost

dy f(z0,y0) = f€ f

a tento vztah mtzeme pékné vyjadrit zptusobem, kterym jsme v linearni algebie
zapisovali soufadnd vyjadieni linearnich funkci na vektorovych prostorech:
3]
daf = fd + id

Jy
Jinymi slovy, diferencial je linedrni funkce R™ — R na prirtstcich se soufadnicemi
danymi pravé parcidlnimi derivacemi. Na§ vypocet zaroven ukazal, ze skutecné
tato linearni funkce df ma aproximacni vlastnosti diferencidlu, kdykoliv parcialni
derivace jsou spojité v okoli daného bodu.

V piipadé funkci vice proménnych piseme obdobné
8f of of

1 _7 _ =
(8.1) df 1+8 dxg + - +axndl‘n

a plati:
Véta. Necht f : E,, — R je funkce n proménniyjch, kterd md v okoli bodu x € E,

spojité parcialni derivace. Pak existuje jeji diferencidal df v bodé x a jeho souradné
vyjadrent je dano rovnici .

DUKAZ. Odvozeni véty je naprosto analogické vyse uvedenému dikazu v pii-
padé n = 2. O
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8.7. Te¢na rovina ke grafu funkce. Uvazujme libovolnou diferencovatelnou
funkci f : E, — R. ProtoZe kazda smérova derivace je vycislena jako derivace
funkce jedné proménné ¢t — f(z + tv), mizeme i v této souvislosti vyuzit vétu o
stfedni hodnoté:

(8.2) flx+tv) — f(x) =t -df(x 4+ tov)(v) =t -dy f(x + tov)

pro vhodné ¢ty mezi nulou a ¢. Jinymi slovy, pfirastek funkénich hodnot v bodech
T+ tv a x je vzdy vyjadfen pomoci smérové derivace ve vhodném bodé na jejich
spojnici.

Pro pfipad funkce na F5 a pevné zvoleného bodu (zg,yo) € F2 uvazme rovinu
v E3 zadanou rovnici

z = f(xo,y0) + df (0, y0)(x — 0,y — Yo)
= f(zo0,v0) + %(170, Yo)(z — o) + %(iﬂo, Y0) (Y — vo)-

Tato rovina mé jako jediné ze v8ech rovin prochazejicich bodem (g, yo) vlastnost,
ze v ni lezi derivace a tedy i te¢ny vSech kiivek

c(t) = (z(t), y(1), f(x(), y(1)))-

Rikéme ji tecnd rovina ke grafu funkce f.
Na obrazku jsou zobrazeny dvé te¢né roviny ke grafu funkce

f(z,y) = sin(z) cos(y)-
Cervend ¢dra je obrazem kiivky c(t) = (¢, ¢, f(¢,1)).
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Pro funkce n proménnych definujeme te¢nou rovinu jako afinni nadrovinu v
E, 1. Misto zaplétani se do spousty index@i bude snad uziteénd vzpominka na
afinn{ geometrii: Je to nadrovina prochézejici bodem (z, f(z)) se zaméfenim, které
je grafem linedrniho zobrazeni df () : R™ — R, tj. diferencidlu v bodé = € E,,. Jesté
jinak muzeme také Tici, ze smérova derivace d, f je dan prirtistkem na tecné roviné
odpovidajicim pfirastku argumentu v.

7 téchto tvah vyplyva fada analogii s funkcemi jedné proménné. Zejména ma
diferencovatelna funkce f na F, v bodé x € E,, nulovy diferenciil tehdy a jen tehdy,
kdyz jeji slozeni s libovolnou kiivkou prochézejici timto bodem zde mé stacionarni
bod, tj. ani neroste ani neklesd v linearnim pfiblizeni. Jinak feceno, te¢na rovina
je rovnobéZné s nadrovinou proménnych (tj. jeji zaméfeni je E,, C E, 11 s nulovou
pfidanou soufadnici pro hodnoty f). To ovSem neznamend, Ze v takovém bodé
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musi mit f asponi lokdlné bud maximum nebo minimum. Stejné jako u funkci jedné
proménné mizeme rozhodovat teprve podle derivaci vyssich.

8.8. Piiklady.

8.8.1. Urcete, zda tecnd rovina ke grafu funkce f: RXxRT — R, f(z,y) = z-In(y)
v bodé [1, L] prochdzi bodem (1,2,3) € R3.

Reseni. Ur¢ime nejdiive parcialni derivace: % = In(y), of@y) —

oy = o jejich
hodnoty v bodé (1,1) jsou —1, e, dale f(1,2) = —1. Rovnice te¢né roviny je tedy

o () (D) 2 (1) o)

= —1l—-z+ey.
Této rovnici dany bod nevyhovuje, v te¢né rovniné tedy nelezi. 0

8.8.2. Urcete parametrické vyjadreni tecny k prisecnici grafi funkci f : R? — R,
flr,y) =22 4+a2y—6, g : RxRY =R, g(z,y) = 2 - In(y) v bodé [2,1].

Reseni. Tecna k prisecnici je prusecnici teénych rovin v daném bodé. Te¢né rovina
ke grafu funkce f prochézejici bodem [2,1] je

_ of (z,y) of (z,y)
z = f(2,1)+87x(2,1)(x—$0)+87y

= Bx+2y—12.

(27 1) (y - yO)

Tecéné rovina k grafu g je pak

dg(z,y)
ox

dg(z,y)

z = f<2’1)+ (271)<$_$0)+Ty(271)(y_90)

= 2y—2.

Pruise¢nici téchto dvou rovin je piimka danéd parametricky jako [2,¢,2t — 2], t € R

Alternativné: normala k plose uréené rovnici f(z,y,z) =0 v bodé b= [2,1,0] je
(fz(b), fy (D), f2(b)) = (5,2, —1), normala k plose urcené jako g(x,y, z) = 0 v tomtéz
bodé je (0,2, —1). Tecna je kolm4 na obé normaly, jeji smérovy vektor ziskdme tedy
napf. vektorovym souc¢inem normal, coz je (0,5, 10). ProtoZe te¢na prochdzi bodem
[2,1,0] je jeji parametrické vyjadieni (2,1 +¢,2¢], t € R.

O

8.9. Derivace vysSich radu. Jestlize vybereme pevny prirtistek v € R™, zadava
vyéisleni diferencial na tomto piiristku (diferencidlni) operaci na diferencovatel-
nych funkcich f: F, — R

frdof =df (”U)
a vysledkem je opét funkce df (v) : E,, — R. Jestlize je tato funkce opét diferencova-
telna, maze opakovat totéz s jinym priristkem atd. Zejména tedy muzeme pracovat
s iteracemi parcialnich derivaci. Pro parcidini derivace druhého tddu piSeme

0 0 0? 0?
Gz; © 90! = Bmm; ! T B af
ZZ?j €Z; €Z; SC]' €T $j
v pfipadé opakované volby ¢ = j piSeme také
0 0 0? 0% f
o0 o = o = o
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Uplné stejné postupujeme pii dalsich iteracich a hovotime o parcidlnich derivacich
k-tého Tadu
ok f

Obecnéji muzeme iterovat (u dostateéné diferencovatelnych funkci) také libovolné
smérové derivace, napf. d, o d,, f pro dva pevné prirustky v, w € R™.

Abychom si vSe ukdzali v co nejjednodussi formé, budeme opét pracovat chvili
v roviné E5 za prepokladu spojitosti parcidlnich derivaci druhého fadu. V roviné a
prostoru se Casto strucné znadi iterované derivace pouhymi odkazy jmen promén-
nych v pozici indext u funkce, napft.

f o*f *f o*f

0
ox’
Ukazeme, ze ve skutecnosti spolu parcialni derivace komutuji, tzn. neni potfeba
dbat na poradi, ve kterém je provadime.

Podle predpokladu existuje limita

fx:

feu(,9) = lim 2 (fale,y + 1) = fule,3)

t—0 t \s—0 s

= liml(liml(f(ac—&-s,y—&-t) —f(a:,y—i—t)—f(x—!—s,y)—l—f(m,y)))

.1
—tiny 5 (o 04 0 = Fan+0) = (a4 60) = Fo0) )
a je spojitd v (z, y). Oznaéme si vyraz, ze kterého bereme posledni limitu, jako funkci ¢(z,y, t)
a zkusme jej vyjadfit pomoci parcidlnich derivaci. Pro do¢asné pevné t si oznaéme g(z,y) =
flx+t,y) — f(z,y). Pak vyraz v posledni velké zavorce je roven

g(z,y+1t) —g(z,y) =t gy(z,y + to).

pro néjaké vhodné to, které je mezi nulou a ¢t (a na ¢ zavisi), viz rovnost (8.2]) s dosazenou
hodnotou pfirastku v = (0,1)). Nyni gy(x,y) = fy(z +t,y) — fy(x,y) a proto mizeme psét
© jako

| =

‘P(%yvt) = %gy(‘rvy_FtO) = (fy(:r+tay+t0) - fy(m,y +t0))'

Opétovnou aplikaci véty o stfedni hodnoté,

W(x7y7t) = fyl(‘73 +t17y+t0)
pro vhodné t1 mezi nulou a t. KdyZ ale velkou zavorku rozdélime na (f(x +t,y +t) — f(z +
t,y)) — (f(z,y+1t) — f(z,y)), dostaneme stejnym postupem s funkci h(x,y) = f(z,y+1t) —
f(z,y) vyjadreni

W(mv Y, t) = ny(ili + S0,y + 51)

s obecné jinymi konstantami so a si1. Protoze jsou druhé parcidlni derivace podle naseho
predpoklady spojité, musi i limita pro ¢t — 0 zarudit pozadovanou rovnost

Jay(2,9) = fyﬁ(xv )

ve viech bodech (z,v).
Stejny postup pro funkce n proménnych dokazuje nésledujici tvrzeni:

Véta. Necht [ : E, — R je k-krdt diferencovatelnd funkce se spojitymi parcidlnimi
derivacemi aZ do Tadu k véetné v okoli bodu x € R™. Pak vSechny parcialni derivace
nezavist na poradi derivovdni.
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DUKAZ. Dikaz pro druhy ¥ad byl proveden vyse pro n = 2 a postup v obecném pripadé
se nijak nelisi. Formalné miZeme obecny pripad u dvou derivaci odbyt i tvrzenim, ze se vzdy
celd argumentace odehraje ve dvourozmérném afinnich podprostoru.

U derivaci vyssiho fadu Ize dikaz dokondit indukci podle ¥adu. Skute¢né, kazdé poradi
indext lIze vytvorit zdaménami sousedicich dvojic. O

Definice. Je-li f: R" — R libovolna dvakrat diferencovatelna funkce, nazyvame
symetrickou matici funkci

pr o (BE@ - e
Hf(w) = <8x¢5)xj (z)) B o2t . o2f
896,,,[;;1 (33) v angzn (CL’)

Hessian funkce f v bodé .

Z pfedchozich tvah jsme jiz vidéli, ze vynulovani diferencidlu v bodé (z,y) € Fa
zarucuje stacionarni chovani podél vsech kfivek v tomto bodu. Hessian

o facx(xvy) fxy(xvy)
Hf(z.y) = (fw@,y) fyy(fv,y))

hraje roli druhé derivace.
Pro kazdou kfivku c(t) = (z(t), y(t)) = (xo+Et, yo +nt) budou totiz mit funkce
jedné proménné

B(t) = f(xo,y0) + %(%,yoﬁ + %(wo,yo)n

+ % (fzm(xm yO)fQ + 2fmy($07 yo)fﬁ + fyy(xm yo)ﬁ2>

stejné derivace do druhého faddu véetné (pfepoctéte!). Funkci 8 pfitom muZzeme
zapsat vektorové jako

() = fGoos) + dfao) - (8) + 56 - i)+ (5)

nebo 3(t) = f(zo,yo) +df (0, yo)(v) + 3 H f (z0, y0) (v,v), kde v = (&,7) je pFirtstek
zadany derivaci kiivky c(t) a Hessidn je pouzit jako symetrickd 2—forma.

To je vyjadreni, které jiz urcité pfipomind Taylorovu vétu funkci jedné pro-
ménné, presnéji feceno kvadratické priblizeni funkce Taylorovym polynomem dru-
hého fadu. Na nasledujicim obrazku je vynesena jak tecna rovina tak toto kvadra-
tické piiblizeni pro dva rtzné body a funkci f(x,y) = sin(z) cos(y).
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8.10. Taylorova véta. Vicerozmeérna verze Taylorovy véty je také prikladem ma-
tematického tvrzeni, kde slozitou ¢asti je nalezeni spravné formulace. Dtkaz je uz
pak snadny. Budeme postupovat ve vySe naznaceném sméru a zavedeme si znaceni
pro jednotlivé ¢asti DF f aproximaci vyssich fadt. Budou to vzdy k-linearni vyrazy
v prirtistcich a nas bude zajimat jen jejich vyc¢isleni na k stejnych hodnotéch. Jiz
jsme diskutovali diferencidl D' f = df v prvnim fadu a hessian D?f = Hf v fadu
druhém. Obecné pro funkce f : E, — R, body = = (x1,...,22) € F, a prirtstky
v=(&,...,&) klademe

DEf(x)(w) = )

1§i1,...,ik§n

ok f

6% PN 8:1:1,9

(xla"'7xn)'§’i1”'£ik'

Nézornym piikladem (s vyuzitim symetrii parcidlnich derivaci) je pro Es vyraz
tfetiho radu
*f 3
Jr -
0x0y? & 8y3n

&n+3

o3 o3
D ()6 m) = 5568+ 3.0

) 0x20y
a obecné
k
k orf
& . 9 ke
D f(xvy)<§a77) - ez:; (e) axkffaylf -

Véta. Necht f : E, — R je k—krdt diferencovatelnd funkce v okoli Os(x) bodu
x € E,. Pro kaZdy priristek v € R™ s velikosti ||v|| < ¢ pak existuje ¢islo 0 < 0 <1
takove, Ze

o+ 0) = 1(a)+ D@)(0) + D@0+ + s D))

1
+ HDkf(gc +6-v)(v).
DUKAZ. Pro pfirtistek v € R zvolme kiivku ¢(t) = z + tv v E,, a zkoumejme
funkei ¢ : R — R definovanou slozenim ¢(t) = f o ¢(t). Taylorova véta pro funkce
jedné proménné 1ikd (viz Véta

(83) (1) = 9(0) + (Ot + - + G EDO)EL 1 L o) (g

(k— 1) k!

Zbyva nam tedy jen ovérit, ze postupnym derivovanim slozené funkce ¢ dostaneme
pravé pozadovany vztah. To lze snadno provést indukci pres rad k.
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Pro k = 1 splyvéd Taylorova véta se vztahem v rovnosti (8.2)). P¥i jeho odvozeni jsme vysli
ze vztahu

Lo0) = 2L @) 10+ + g w(0) 20

ktery plati pro kazdou krivku a funkci f. To znamena, ze
D' f(c(t))(v) = D' f(e(8)) (¢ (1))
pro véechna t v okoli nuly. Stejné budeme postupovat pro funkce Dff. Misto pfirtistku v
mizeme psat ¢’ (t) a zapamatujme si, ze dal$i derivovani c(t) jiz vede identicky na nulu viude,
tj. ¢’ (t) = 0 pro vdechna t (protoZe jde o parametrizovanou p¥imku).
Predpokladejme, ze
D@m= Y 0, wa) ol (1)l ()
Ox;, ...0xs, Y “ v

1<iy,...,ip<n

a spoctéme totéz pro ¢ + 1. Derivovani slozené funkce da podle pravidla o derivani soucinu

(viz Véta
L@@ =% Y (@ eat) (1) 2 (1)
dt dt Ox;, ... 0x;, v “ e

n 041
B Z (Zma—aiaaa(ml(t)""v%(f))’x;(t)-mi-l(t)~~~w£,z(t))+o

1<iy,..,ip<n “j=1

a to skutecné je pozadovany vztah pro fad ¢ + 1. Taylorova véta nyni vyplyva z vydisleni v
bodé ¢t = 0 a dosazeni do ({8.3]). O

8.11. Priklady.

8.11.1. Napiste Tayloriv rozvoj druhého Fddu funkce f : R? — R, f(x,y) = In(x*+
y? 4+ 1) v bodé [1,1].

Reseni. Nejprve spo¢itame prvni parcialni derivace:

2z 2y
fﬂ? = 2 I fy 2 2 I
22 +y?+1 ¢ +y*+1
poté druhy totalni diferencial dany Hessianem:

2y2—2m2+2 4xy
Hp= @A TR

o 4xy 2x2 —Qy +2
@ D7 @)

Hodnota Hessidnu v bodé [1, 1] je

celkem tedy jiz muzeme napsat Tayloriv rozvoj druhého ¥adu v bodé [1,1]:

THLY = L)+ (L) -1+ 01+
—I—%(ac 1y —1)Hf(1,1) (;” - 1)
= W)+ o@D+ 1)+ g1
5@ D=1+ -1

1
= §(x2 + % + 8z + 8y — day — 14) + In(3).
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O
8.11.2. Urcete Tayloriv polynom druhého vddu funkce In(xz%y) v bodé [1,1].
Reseni.
T3 L1) =) + 22+ 2 + 2 1
ln(my+1)( s )* Il( )+Z(1’ Ty try—r—y— )
O
8.11.3. Urcete Tayloriv rozvoj druhého vadu funkce f : R? — R,
[z, y) = tan(zy +y)
v bodé (0,0).
Reseni.
Y+ zy.
O

8.12. Lokalni extrémy funkci vice proménnych. Zkusme se nyni s pomoci
diferencialu a hessianu podivat na lokalni maxima a minima funkci na F,,. Stejné
jako v pripadé funkce jedné proménné fekneme o vnitinim bodu xy € F,, defini¢niho
oboru funkce f, ze je (lokdlnim) mazimem nebo minimem, jestlize existuje jeho
okoli U takové, Ze pro vSechny body x € U splituje funkéni hodnota f(z) < f(zo)
nebo f(x) > f(zo). Pokud nastéva v predchozich nerovnostech ostra nerovnost pro
vSechny = # x(, hovorime o ostrém extrému.

Pro jednoduchost budeme nadale predpokladat, ze nase funkce f ma spojité
parcialni derivace prvniho i druhého fadu na svém defini¢nim oboru. Nutnou pod-
minkou pro existenci maxima nebo minima v bodé xg je vymizeni diferencialu v
tomto bodé, tj. df (xg) = 0. Skuteéné, pokud je df (z¢) # 0, pak existuje smér v, ve
kterém je d, f (o) # 0. Pak ovSem nutné je podél piimky x¢ + tv na jednu stranu
od bodu zy hodnota funkce roste a na druhou klesa, viz .

Vnitini bod = € E,, defini¢niho oboru funkce f, ve kterém je diferencial df (x)
nulovy nazyvame staciondarni bod funkce f.

Budeme opét pracovat s jednoduchou funkci v Es abychom zévéry pfimo mohli
ilustrovat. Uvazme funkci f(z,y) = sin(z) cos(y), kterd uz byla pfedmétem dis-
kuse a obrazka v odstavcich a Svym tvarem tato funkce pfipomina znama
kartonova plata na vajicka, je tedy predem zfejmé, Ze najdeme fadu extrémi, ale
jesté vice staciondrnich bodu, kterd ve skutecnosti extrémy nebudou (ta ,sedylka“
viditelnd na obrazku).
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Spoctéme si tedy prvni a poté druhé derivace:

fa(,y) = cos(x) cos(y), fy(x,y) = —sin(z)sin(y),
takze obé derivace budou nulové pro dvé sady bodi

(1) cos(z) =0, sin(y) = 0, to je (z,y) = (2L, ¢), pro libovolné k, £ € Z
2) cos(y) = 0, sin(z) = 0, to je (z,y) = (km, 252L7), pro libovolné k, ¢ € Z.
2

Druhé parcialni derivace jsou
A fex fo _ (—sin(z)cos(y) — cos(z)sin(y)
Hf(z,y) = (fzy fyi) (,y) = <— cos(z)sin(y) —sin(x) cos(y))

V nasich dvou sadach bodu tedy dostavame nésledujici hessiany:

1) Hf(kn+ Z . 4n) =+ L0 , pfiCemz znaménko + nastava, kdyz parity k a /¢
2 0 1

jsou stejné a naopak pro —,

(2) Hf(kr, br + ) = + (g ;

jsou stejné a naopak pro —.

), pricemz znaménko + nastava, kdyz parity k a /¢

KdyzZ se nyni podivame na tvrzeni Taylorovy véty pro fad k = 2, dostavame v
okoli jednoho ze stacionarnich bodt (zo, yo)

F(.5) = F(wo,0) + 5 H f(o + 0 — z0), 90 + 6y — 30)) (& — 70,y — po).

kde H f nyni vniméme jako kvadratickou formu vyéislenou na ptirtstku (z — g,y —
Yo). ProtoZze nase funkce ma spojity hessian (tj. spojité parcidlni derivace do dru-
hého fadu véetné), a matice hessidnu jsou nedegenerované, nastane lokdlni maxi-
mum tehdy a jen tehdy, kdyz nas bod (zg,yo) patii do prvni skupiny se stejnymi
paritami k£ a £. Kdyz budou parity opac¢né, pak bod z prvni skupiny bude naopak
bodem lokalniho minima.

Naopak, hessian u druhé skupiny boda se vzdy vy¢isli kladné na nékterych
prirustcich a zaporné na jinych. Proto se tak bude chovat i celd funkce f v malém
okoli daného bodu.

Abychom mohli zformulovat obecné tvrzeni o hessidanu a lokalnich extrémech
ve stacionarnich bodech, musime pfipomenout diskusi o kvadratickych forméch v
odstavcich 77-77 v kapitole o afinni geometrii. Zavedli jsme tam pro kvadratickou
formu A : E,, — R néasledujici privlastky

e positivné definitni, je-li h(u) > 0 pro vSechny u # 0
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e positivné semidefinitni, je-li h(u) > 0 pro vSechny u € V
e negativné definitni, je-li h(u) < 0 pro vSechny u # 0

e negativné semidefinitni, je-li h(u) < 0 pro vSechny u € V'
o indefinitni, je-li h(u) >0 a f(v) < 0 pro vhodné u,v € V.

Zavedli jsme také néjaké metody, které umoznuji pfimo zjistit, zda dana forma ma
néktery z téchto privlastku.

Zpisob naseho predchoziho vyuziti Taylorovy véty dokazuje i v obecném pii-
padé funkce f vice proménnych nésledujici vysledek:

Véta. Necht f: E, — R je dvakrdt spojité diferencovatelnd funkce a x € E, necht
je stacionarni bod funkce f. Potom

(1) f ma vz ostré lokdlni minimum, je-li H f(x) positivné definitnt,
(2) f md v x ostré lokdlni maximum, je-li H f(x) negativné definitnt,
(3) f nemd v bodé x lokdlni extrém je-li H f(x) indefinitni.

Vsimnéme si, ze véta nedava zadny vysledek, pokud je hessian funkce ve zkou-
maném bodé degenerovany a pritom neni indefinitni. Dtvod je opét stejny jako u
funkci jedné proménné. V takovych pripadech totiz existuji sméry, ve kterych prvni
i druhé derivace zmizi a my proto v tomto fadu pfiblizeni neumime poznat, zda se
funkce bude chovat jako t3 nebo jako +t* dokud nespoc¢teme alespoii v potfebnjch
smérech derivace vyssi.

8.13. Priklady.

8.13.1. Urcete staciondrni body funkce f : R? — R, f(z,y) = 2%y + y*x — 2y a
rozhodnéte, které z téchto bodi jsou lokadlni extremy a jakého druhu.

Reseni. Prvni derivace jsou f, = 2zy + y? — v, fy = 2% + 2xy — x. Polozime-li
obé parcidlni derivace soucasné nule, ma soustava nésledujici feseni: {x = y = 0},
{x =0,y =1}, {x =1,y =0}, {x =1/3,y = 1/3}, coz jsou ¢tyfi staciondrni body
dané funkce.

B . 2y 2x + 2y -1
Hessidn funkce H f je <2x +2y—1 2z )

Hodnoty ve stacionarnich bodech jsou postupné (_0 _1>, (1 1), <0 1>,

1 0 1 0 1 1
2 1
3

3
tedy prvni tii Hessidny jsou indefinitni, posledni pak pozitivné definitni, bod
[1/3,1/3] je tedy lokdlnim minimem. O

8.13.2. Urcete bod v roviné x +y + 3z = 5 leZici v R3, ktery md nejmensi vzdd-
lenost od pocédtku soutadnic. A to jak metodami linedrni algebry, tak metodami
diferencidlniho poctu.

Reseni. Jde o patu kolmice spusténé z bodu [0,0,0] na rovinu. Norméla k ro-
viné je (t,t,3t), t € R. Dosazenim do rovnice roviny dostaneme patu kolmice
[5/11,5/11,15/11].

Alternativné minimalizujeme vzdédlenost (resp. jeji kvadrat) bodt v roviné od
pocatku, tj. funkci dvou proménnych,

(5—y—32)2 +y% + 22
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Polozenim parcidlnich derivaci rovnych nule dostaneme soustavu
3y+10z2—15 = 0
2u+3z—-5 = 0,

ktera ma Teseni jako vyse. Protoze vime, Ze minimum existuje a jedna se o jediny
stacionarni bod, nemusime uz ani pocitat Hessian. ([

8.14. Zobrazeni a transformace. Koncept derivace a diferencidlu lze snadno
rozsifit na zobrazeni F : E,, — FE,,. Pfi zvolenych kartézskych souradnicich na
obou stranach je takové zobrazeni obyc¢ejna m—tice

F(z1, ... xn) = (fi(x1, .o s2n)y ooy fn(@1, .0y T0))

funkci f; : E,, — R. Rekneme, Ze F je diferencovatelné nebo spojité diferencovatelné
zobrazent, jestlize tuto vlastnost maji vSechny funkce fi,..., fim.

Diferencidly df;(x) jednotlivych funkei f; poskytuji linedrni pfiblizeni pfirastki
jejich hodnot. Lze proto oc¢ekavat, ze budou spolecné davat také souradné vyjadieni
linearniho zobrazeni D'F () : R" — R™ mezi zaméfenimi, které bude linedrné
aproximovat prirtustky naseho zobrazeni. Vysledna matice

of 15 6]
df () ¢h o .. &
dfa () sl g .. 3
S R B e [
Ofm  Ofm  Ofm

se nazyva Jacobiho matice zobrazeni F' v bodé z. Linedrni zobrazeni D' F(x) de-
finované na pfirtstcich v = (v1,...,v,) pomoci stejné znacené Jacobiho matice
nazyvame diferencidl zobrazeni F' v bodé x z defini¢niho oboru, jestlize plati
1

lim0 W(F(l +v) — F(z) — D'F(z)(v)) = 0.

v— v
Pfimé pouziti Véty o existenci diferencidlu pro funkce n proménnych na jed-
notlivé souradné funkce zobrazeni F' a sama definice euklidovské vzdalenosti vede
k néasledujicimu tvrzeni:

Dusledek. Necht F : E,, — E,, je zobrazeni, jehoZ vSechny soutadné funkce maji
spojité parcidlni derivace v okoli bodu x € E,. Pak existuje diferencidl D*F(x)
zadany Jacobiho matict.

Diferencovatelna zobrazeni F' : E, — FE,, kterd maji inverzni zobrazeni G :
E,, — E, definované na celém svém obrazu, se nazyvaji (diferencovatelné) trans-
formace. Piikladem transformace byl pfechod mezi kartézkymi a polarnimi soutrad-
nicemi, ktery jsme diskutovali hned na zacatku této kapito v [8.1]

8.15. Véta (,,Chain Rule“). Necht F : E,, — E,, a G : E,, — E, jsou dvé dife-
rencovatelnd zobrazeni, pricemzZ definicni obor G obsahuje cely obor hodnot F'. Pak
takeé sloZen€ zobrazeni G o F je diferencovatelné a jeho diferencidl je v kaZdém bodé
z definicéniho obodu F' kompozici diferenciali

DY(G o F)(x) = D'G(F(x)) o D'F(x).

Prislusnd Jacobiho matice je ddna soucinem prislusnych Jacobiho matic.
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DUKAzZ. V odstavci[8:6)a pii diikazu Taylorovy véty jsme odvodili, jak se chova
diferencovani pro slozena zobrazeni vznikla z funkci a kfivek. Tim jsme dokazali
specialni pfipady této véty s n = r = 1. Obecny ptipad se ve prakticky stejnym
postupem, jen budeme pracovat vice s vektory.

Zvolme libovolny pevny prirustek v a pocitejme smérovou derivaci pro kompo-
zici G o F. Ve skutecnosti to znamena spocist diferencial pro jednu ze souradnych
funkci zobrazeni G, pisme tedy jednoduseji g o F' pro kteroukoliv z nich.

t—0

.1
dy(g o F)(w) = lim = (g(F(x + tv)) — g(F())).
Vyraz v zavorce muzeme ovsem z definice diferencidlu g vyjadrit jako
g(F(xz +tv)) — g(F(x) = dg(F(z))(F(z + tv) — F(x)) + a(F(z + tv) — F(x))

kde « je definovana na okoli bodu F'(z), je spojita a lim, .o ma(w) = 0. Dosaze-
nim do rovnosti pro smérovou derivaci dostavame

dy(go F)(x) = lim %(dg(F(x))(F(a: +tv) — F(z)) + a(F(x + tv) — F(:c)))

t— t—

1 1
= dg(F(x)) (lin% 7 (F(:c +tv) — F(:Jc))) + lin(l) n <a(F(x + tv) — F(:Jc)))
= dg(F(z)) o D' F(z)(v) + 0,
kde jsme vyuzili skutecnosti, ze linearni zobrazeni mezi kone¢nérozmérnymi pro-
story jsou vzdy spojita a vlastnosti funkce .

Dokazali jsme tedy tvrzeni pro jednotlivé funkce g1, ..., ¢, zobrazeni G. Cela
véta nyni vyplyva z toho, jak se nasobi matice. O

Piiklad. UkaZme si na jednoduchém piikladé, jak funguje véta o derivovani sloze-
nych zobrazeni. Polarni soufadnice vzniknou z kartézskych transformaci F : RZ —
R?, kterou v soufadnicich (z,y) a (r,¢) zapiSeme takto (samoziejmé jen na vhod-
ném defini¢nim oboru)

r=+/x2 + 32, p = arctan L
x
Uvazme funkci g; : Fs — R, kterd ma v polarnich soufadnicich vyjadieni

g(r, o, t) = sin(r-t) .

Funkce ndm docela dobte priblizuje vlnéni povrchu hladiny po bodovém vzruchu v
pocatku v Case t (¢asem i uvidime pro¢), viz obrazek s hodnotou t = —7/2.
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Spoctéme nyni derivaci této funkce v kartézskych soufadnicich. Pouzitim nasi
véty dostaneme

[ _0g or dg Op

ox (x,y,t) - or (’I", QO)%(‘TJJ) + %(Tv Qp)%(l‘vy)

= cos(v/z2 +y? — t)L +0
/Z‘Q +y2
a podobné

Dy D9 O gD
8y(xay7t) - 67' <T7 (p)ay(xvy) + aQO(T’ 410) ay (.’E,y)

= cos(v/ax2 +y? — t)¢.

v Neorr
U funkci jedné proménné rozhodovala nenulovost prvni derivace o tom, je-li
funkce rostouci ¢i klesajici. Pak takovou musela byt i na néjakém okoli zvoleného
bodu a tudiz tam existovala i inverzni funkce. Jeji derivace pak byla pfevracenou
hodnotou derivace funkce puvodni. KdyZz tuto situaci interpretujeme z pohledu
zobrazeni Fy — Fj a linedrnich zobrazeni R — R coby jejich diferenciali, je ne-
nulovost nutnou a dostateénou podminkou k invertibilité pfislusného diferencialu.

Takto obdrzime tvrzeni platné pro koneénérozmérné prostory obecné:

8.16. Vé&ta (O inverznim zobrazeni). Necht F : E, — E, je spojité diferencova-
telné zobrazeni na néjakém okoli bodu xo € E,, a necht je Jacobiho matice D* f(z0)
invertibilni. Pak na néjakém okoli bodu xq existuje inverzni zobrazeni F~' a jeho
diferencidl v bodé F(z0) je inverznim zobrazenim k D*F(xq), tzn. je zaddn inverzni
matici k Jacobiho matici zobrazeni F' v bodé xg.

DUKAzZ. Nejdiive si zkusme ovéfit, Ze tvrzeni je rozumné a oc¢ekévatelné. Pokud
bychom predpokladali, ze inverzni zobrazeni existuje a je diferencovatelné v bodé
F(xg), véta o derivovani slozenych funkei si vynucuje vztah

idgn = DY(F~ o F)(20) = DY(F™') o D' F(z0)

coz ovétuje formuli v zavéru véty. Vime proto od zac¢atku, jaky diferencial pro F~!
hledat.

V dalsim kroku pfedpokladejme, ze inverzni zobrazeni existuje a je spojité a
budeme ovérovat existenci diferencidlu. Z diferencovatelnosti F' na okoli xg vyplyva,
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F(z) — F(zo) — D' F(zo)(z — 20) = az — z0)
s funkci o : R™ — 0 spliujici lim, ¢ Hi—ua(v) = 0. Pro ovéfeni aproximacni vlast-
nosti linedrniho zobrazeni (D' F(x())~! je tfeba spoéist limitu pro y = F(x) jdouci
k yo = F(x0)
1

. —1 _ 1 _ 1 To -1 —Yo))-
ylilgoiny—yoH(F (y) = F~(y0) — (D' F(20))"*(y — v0))

Dosazenim z predchozi rovnosti dostavame

lim #(iﬂ — a9 — (D'F(x0))” (D' F(xo)(2 — x0) + a(z — x0)))
y=o [y — yol|
: -1 1 -1
(8.4) = Jim e (D (20) 7 (0 - 20)
— (D'F(2))! lim ——(a(z — a0)),
v=vo ||y — yoll
kde posledni rovnost vyplyva ze skutecnosti, ze linedrni zobrazeni mezi kone¢néroz-
mérnymi prostory jsou vzdy spojita a diky invertibilité diferencialu jeho predrazeni
limitnimu procesu neovlivni ani existenci limity.

Vsimnéme si, ze jsme skoro dosahli iplného tspéchu — limita na konci naseho
vyrazy je v disledku vlastnosti funkce o nulové, pokud jsou velikosti || F/(2)— F(z)]|
vétsi nez Cl|z — xo|| pro néjakou konstantu C. Zbyva ndm tedy uz ,jen* dokézat
existenci spojitého inverzniho zobrazeni k F' a ziskat pritom dostatecnou kontrolu
nad chovanim hodnot F.

Pro dalsi avahy si zjednodusime praci prevedenim obecného ptripadu na o néco
jednodussi tvrzeni. Zejména bez ijmy na obecnosti lze vhodnou volbou kartézskych
soutadnic dosdhnout 29 =0 € R™, yg = F(z9) =0 € R".

Slozenim zobrazeni F' s jakymkoliv linedrnim zobrazenim G dostateme opét
diferencovatelné zobrazeni a vime také, jak se zméni diferencial. Volbou G(x) =
(D*F(0))~!(x) dostdavdme D (Go F')(0) = idg~. Miizeme tedy zrovna predpokladat

D'F(0) = idgn .

Uvazme nyni zobrazeni K (x) = F(x) — 2. Toto zobrazeni je opét diferencovatelné
a jeho diferencial v bodé 0 je zjevné nulovy.

Pro libovolné spojité diferencovatelné zobrazeni K v okoli pocatku R"™ plati
podle naseho odhadu v Lemmatu [8.4] a diky definici euklidovské normy

1K (z) — K(y)l| < Cn®|lz —yl,

kde C' je ohrani¢eno maximem pies vSechny parcidlni derivace G na sledovaném
okoli. Protoze v nasem pripadé je diferencial K v xg = 0 nulovy, muzeme volbou
dostatecné malého okoli U pocatku dosdhnout platnosti ohraniceni

1K () — K@)l < 2l - ]l

Déle dosazenim za definici K (x) = F(x) — x a pouzitim trojuhelnikové nerovnosti
(= v) + ol < [lu—= o[l + |[v]l, tj. v podobé [Jul| — ||v]| < [[u — v]|, dostévame

ly — =l = [[F(z) = F)ll < |F(z) = F(y) +y —af| < %Ily*xll
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a tedy také

(85) (1= )l —yll = 3z~ 9]l < |F(@) - F)I.

Timto odhadem jsme dosahli opravdu pékného pokroku: jsou-li na nasem malém
okoli U pocatku = # y, pak nutné musi byt také F(x) # F(y). Je tedy nase
zobrazeni vzajemné jednozna¢né. Pisme F~! pro jeho inverzi definovanou na obrazu
U. Pro ni nas odhad rika

1F~ (@) = F )l < 2]z —yll,

je tedy toto zobrazeni urcité spojité. Konec¢né, odhad také zajistuje existenci
a nulovost limity, kterou jsme v potfebovali pro pro aproximacni vlastnosti a
tudiz existenci diferencialu F~1.

Zdanlive jsme tedy jiz tplné hotovi (s diikazem), to ale neni pravda. Abychom
skuteéné dokoncili dikaz, musime ukazat, ze je F' zizené na dostatecné malé okoli
nejen vzajemné jednoznacné, ale ze také zobrazuje oteviené okoli nuly na oteviené
okoli nuly.

Zvolme si § tak malé, aby okoli V' = O5(0) lezelo v U vé&etné své hranice a zaroven
aby Jacobiho matice zobrazeni F' byla na celém V invertibilni. To je jisté mozné, protoze
determinant je spojité zobrazeni. Oznaéme B hranici mnoziny V' (tj. pfislusnou sféru). Protoze
je B kompaktni a F' spojité, ma funkce

p(z) = [|F ()]
na B maximum i minimum. Ozna¢me a = 1 min,ep p(x) a uvazujme libovolné y € O4(0).
Chceme ukazat, ze existuje alesponi jedno x € V' takové, ze y = F'(x), ¢imz bude celd véta o
inverzni funkci dokdzana. Za timto a¢elem uvazme (s nasim pevné zvolenym bodem y) funkci

h(z) = ||F(x) - y|*

Opét obraz h(V) U h(B) musi mit minimum. UkdZeme nejprve, Ze toto minimum nemize
nastat pro z € B. Plati totiz F/(0) = 0 a proto h(0) = |ly|| < a. Zaroveri podle nasi definice
a je pro y € Oq(0) vzdélenost y od F(x) pro € B alespofi a, protoze a jsme volili jako
polovinu minima z velikosti F'(x) na hranici. Minimum tedy nastava uvnitf V' a musi byt ve

staciondrnim bodé z funkce h. To ale znamena Ze pro véechna j = 1,...,n plati
oh, . < ofi
5 )= L2 —w) g2 =

Na tento systém rovnic se mizeme divat jako na systém linedrnich rovnic s proménnymi
& = fi(z) —y; a koeficienty zadanymi dvojnasobkem Jacobiho matice D' F(z). Pro kazdé
z € V ma takovy systém ovsem pouze jedno feseni a to je nulové, protoze Jacobiho matice je
podle naseho predpokladu invertibilni. O

8.17. Véta o implicitni funkci. Nasim dalsim cilem je vyuZit vétu o inverznim
zobrazeni pro praci s implicitné definovanymi funkcemi.

Uvazujme spojité diferencovatelné zobrazeni F(z,y) definované v Es a hle-
dejme body (z,y), ve kterych plati F(x,y) = 0. Pfikladem muze byt tfeba obvykla
(implicitni) definice pfimek a kruZnic:

F(z,y)=ar+by+c=0
F(ﬂc,y):(x—s)2—|—(y—t)2—r2:0, r > 0.

Zatimco v prvém piipadé je (pfi b # 0) predpisem zadand funkce
a c

y:f(x):*gf”*E
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pro vSechna x, ve druhém piipadé miZeme pro libovolny bod (a,b) spliiujici rovnici
kruZnice a takovy, ze b # t (to jsou totiz krajni body kruznice ve sméru soufadnice
x), najit okoli bodu a, na kterém bude bud y = f(x) =t + \/(x — s)2 — r nebo
y=f(z)=t—/(x—5)2—r.

Pfi naértnuti obrazku je divod zfejmy — nemutzeme chtit pomoci funkce y =
f(z) postihnout horni i dolni ptilkruznici zdroveri. Zajimavéjsi jsou krajni body
intervalu [t —r, t+7]. Ty také vyhovuji rovnici kruznice, plati v nich ale F, (s+r,t) =
0, coz vystihuje polohu te¢ny ke kruznici v téchto bodech rovnobéznou s osou y.
V téchto bodech skuteéné neumime najit okoli, na némz by kruznice byla popsana
jako funkce y = f(x).

Navic umime i derivace nasi funkce y = f(z) =t + /(z — $)? — r2, tam kde je
definovana, vyjadfit pomoci parcialnich derivaci funkce F':

() 1 2(x — s) -5 F,

2\ /(x—s)2—-r2 y—t E,

KdyZ prohodime roli proménnych x a y a budeme chtit najit zévislost x = f(y)
takovou, aby F(f(y),y) = 0, pak v okoli bodt (s £ r,t) bez problémt uspéjeme.
Vsimnéme si, ze v téchto bodech je parcidlni derivace F, nenulova.

Nasge pozorovani tedy (pro pouhé dva piiklady) fika: pro funkeci F'(x,y) a bod
(a,b) € E5 takovy, ze F(a,b) = 0, umime jednozna¢né najit funkci y = f(z)
spliujici F(x, f(z)) = 0, pokud je F,(a,b) # 0. V takovém piipadé umime i vypocist
f'(x) = —F,/F,. Dokézeme, ze ve skutecnosti toto tvrzeni plati vidy. Posledni
tvrzeni o derivaci pfitom je dobfe zapamatovalné (a pii peclivém vniméni véci i
pochopitelné) z vyrazu pro diferenciél dy = f/(z)dz a tedy:

0=dF = F,dx + F,dy = (F, + F, f'(z))dx.

Obdobné bychom mohli pracovat s implicitnimi vyrazy F(x,y, z) = 0, pfi¢emz
muzeme hledat funkei g(x,y) takovou, ze F(x,y, g(z,y)) = 0. Jako piiklad uvazme
tteba funkci f(z,y) = 2% + y?, jejimz grafem je rota¢ni paraboloid s pocdtkem v
bodé (0,0). Ten mizeme implicitné zadat také rovnici

0=F(z,y,2) =z — 2% —y>.

Nez sformulujeme vysledek rovnou pro obecnou situaci, vSimnéme si jesté, jaké
dimenze se mohou/maji v problému vyskytovat. Pokud bychom pro tuto funkci F’
chtéli najit kiivku ¢(x) = (¢1(x), ca(z)) v roviné takovou, ze

F(z,c(x)) = F(z,c1(x), ca(x)) =0,

pak to jisté budeme umét (dokonce pro vSechny pocateéni podminky = = a) také,
ale vysledek nebude jednoznaény pro danou pocateéni podminku. Stac¢i totiz uvazit
libovolnou kfivku na rota¢nim paraboloidu, jejiz primét do prvni soufadnice mé
nenulovou derivaci. Pak povazujeme 2 za parametr kiivky a za c(z) zvolime jeji
pramét do roviny yz.

Vidéli jsme tedy, ze jedna funkce m + 1 proménnych zadavé implicitné nadplo-
chu v R™*!, kterou chceme vyjadiit alespoii lokalné jako graf jedné funkce v m
proménnych. Lze o¢ekavat, ze n funkci v m +n proménnych bude zadavat prunik n
nadploch v R™*", coz je ve ,,vét$ing” ptipadii m-rozmérny objekt. Uvazujme proto
spojité diferencovatelné zobrazeni

F=(f1,..., fn) : R®"™™ & R,
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Jacobiho matice tohoto zobrazeni bude mit n fadkt a m + n sloupci a muzeme si
ji symbolicky zapsat jako

of1 df1 0f1 _Of
dx1 " Oxgm  OTmi1r T OTmgn
1 1 1 . . . . . .
DF:(DvaDyF): : .. : : .. : ’
afn af’”. a.f"L afn
0z e 0Ly, 8$m+1 e ax7n+n
kde (z1,...,Tmin) € R™™ zapisujeme jako (z,y) € R™ x R", DLF je matice s

n tadky a prvnimi m sloupci v Jacobiho matici, zatimco DéF je ctvercova matice
tfadu n se zbylymi sloupci. Vicerozmérnou analogii k pfedchozi ivaze s nenulovou
parcialni derivaci podle y je pozadavek, aby matice D; byla invertibilni.

Véta. Necht F : R™T" — R" je spojité diferencovatelné zobrazeni na otevieném
okoli bodu (a,b) € R™ x R™ = R™ ™, ve kterém je F(a,b) = 0 a det D,F # 0.
Potom ezistuje spojité diferencovatelné zobrazeni G : R™ — R™ definované na
néjakém okoli U bodu a € R™ s obrazem G(U), ktery obsahuje bod b, a takové, Ze
F(z,G(z)) =0 pro vSechny x € U.

Navic je Jacobiho matice D'G zobrazeni G na okoli bodu a zaddna soucinem

matic
D'G(z) = —(D,F)~'(z,G(x)) - D, F(z,G(x)).

DUKAZ. Pro zvyseni srozumitelnosti uvedeme napied kompletni diikaz pro nej-
jednodussi piipad rovnice F(z,y) = 0 s funkci F' dvou proménnych. Rozsifime
funkei F' na

F:R* = R?  (2,9) = (,F(z,y)).

Jacobiho matice zobrazeni F je

D'F(z,y) = <Fz(;,y) Fy(g,y)> '

Z predpokladu Fy(a,b) # 0 vyplyva, ze totéz plati i na néjakém okoli bodu (a,b)
a tedy je na tomto okoli funkce F invertibilni podle véty o inverznim zobrazeni.
Vezmeéme tedy jednoznac¢né definované a spojité diferencovatelné inverzni zobrazeni
F~1 na né&jakém okoli bodu (a,0).

Nyni ozna¢me 7 : R?2 — R projekei na druhou soufadnici a uvazujme funkci
f(x) = mo F~(x,0). To je dobfe definovana a spojité diferencovatelna funkce.
Méame ovérit, ze nasledujici vyraz

F(z, f(2)) = F(z,m(F~(z,0)))

bude na okoli bodu # = a nulovy. Piitom z definice F(z,y) = (x, F(x,y)) vy-
plyva, Ze i jeji inverze musi mit tvar F~1(x,y) = (2, 7F~(x,y)). Mizeme proto
pokracovat v predchozim vypoctu:

F(z, f(2)) = n(F(z,7(F(2,0)))) = n(F(F " (,0))) = n(z,0) = 0.

Tim mame dokdzanu prvni ¢ast véty a zbyva spocist derivaci funkce f(z). Tuto
derivaci muzeme odecist opét z véty o inverznim zobrazeni pomoci matice (Dlﬁ )~

Naésledujici vysledek je snadné ovéfit rozndsobenim matic. (Spocist lze také
pfimo explicitni formuli pro inverzni matici s pomoci determinantu a algebraicky

adjungované matice, viz odstavec [2.22))

(ni i) =G (e o).
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Dle definice f(x) = 7F~!(x,0) nas z této matice zajima prvni polozka na druhém
iadku, kterd je pravé Jakobiho matici D' f. V nasem jednoduchém piipadé je to
pravé pozadovany skalar —F, (z, f(x))/F,(z, f(x)).

Obecny diikaz je bezezbytku stejny, neni v ném potreba zménit Zadnou z uvedenych for-
muli, kromé posledniho vypoctu derivace funkce f, kde misto jednotlivych parcialnich derivaci
budou vystupovat p¥isluné &asti Jacobiho matice DLF a D;F. Samozrejmé je pritom treba
misto se skalary pracovat s vektory a maticemi. Pro vypocet Jacobiho matice zobrazeni G opét
pouzijeme vypoctu inverzni matice, neni ale az tak vhodné pfimo vyuZit postupu z odstavce
[2:22] Snadngjsi je nechat se p¥imo inspirovat ptipadem v dimenzi m +n = 2, oznaéit si matici

—1
17—-1y id]R'm 0 o A B
(D) = (DiF(x,y) DiF(w,y)> B (C D
s bloky danymi délenim na m a n fadka i sloupct (tj. napf. A ma rozmér m x m, zatimco C
je rozméru n x m) a pfimo spodist matice A, B, C, D z defini¢ni rovnosti pro inverzi:

idgm 0 (A B\ _ (idgm 0
DyF(z,y) DyF(z,y) C D)\ 0 idgn)"

Zjevné odtud plyne A = idgm, B =0, D = (D,F)"" a kone¢n& DLF + D)F -C = 0. Z
posledni rovnosti pak dostavame poZadovany vztah
D'G=C=—(D,F)""-D.F.

Tim je véta dokazana. O

8.18. Piiklad. Bud déno zobrazeni F : R* — R, F(z,y) = zysin (3zy?). Ukaite,
7e rovnost F'(x,y) = 1 zadavéa v néjakém okoli U bodu 1 implicitné funkei f: U —
R, tak ze F(x, f(x)) =1 pro x € U. Navic f(1) = 1. Urétete f'(1).

Reseni. F,(1,1) = xsin (Fay?)+ma?y? cos (Fay?) (1,1) = 1, tedy predpis F(z,y) =
1 zad4vé implicitné na okoli bodu (1, 1) funkci f : R — R. Pro jeji derivaci potom
plati

f(@) = —fﬁ;a,n —-1=-1

O

8.19. Gradient funkce. Jak jsme vidéli v minulém odstavci, je-li F' spojité di-
ferencovatelnd funkce n proménnych, zadava pfedpis F(z1,...,2z,) = b s néjakou
pevnou hodnotou b € R podmnozinu M C R", kterd miva vlastnosti (n — 1)-
rozmérné nadplochy. Presnéji feceno, pokud je vektor parcidlnich derivaci

DIF:(af af)

Ox’ " Oy,

nenulovy, miZeme lokalné mnozinu M popsat jako graf spojité diferencovatelné
funkce v n — 1 proménnych. Hovotrime v této souvislosti také o droviiovych mnoZzi-
ndch M. Vektor D'F € R" se nazyvéa gradient funkce F. V technické a fyzikalni
literatufe se Casto zapisuje také jako grad F'.

Protoze je M, zadano pomoci konstantni hodnoty funkce F', budou derivace
kiivek lezicich v M mit jisté tu vlastnost, Ze na nich bude diferencidl dF' vzdy
vy¢islen nulové — skuteéng, pro kazdou takovou kiivku bude F(c(t)) = b a tedy i

d oo
ZF(e(t) = dF (e (1) = 0.
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Naopak uvazme obecny vektor v = (vy,...,v,) € R™ a velikost pfislusné smérové
derivace
0 13}
o) = | 2Ly o 20 | cos o DAE o]
ox Oy,

kde ¢ je odchylka vektoru v od gradientu F', viz pojednani o odchylkach vektord a
primek ve ¢tvrté kapitole (deﬁnice. Odtud ovSem vyplyva, ze nulové jsou pravé
ty smérové derivace, které jsou kolmé na gradient, zatimco smér zadany gradientem
je praveé ten smér, ve kterém funkce f nejrychleji roste.

Je tedy zfejmé, Ze tecné rovina k neprazdné iroviiové mnoziné My, v okoli jejiho
bodu s nenulovym gradientem D!'F je uréena ortogonalnim doplitkem ke gradientu
a samotny gradient je tzv. normdlovym vektorem nadplochy M.

Napf. pro sféru v R? o poloméru r > 0 a st¥edu (a, b, ¢) zadanou rovnici

Fz,y,2) = (z—a)’ + (y = 0)* + (2 = ¢)* =17
dostédvame normalové vektory v bodé P = (zg, yo, 20) jako nenulovy nésobek gra-
dientu, tj. nasobek privodice
D'F = (2(wo — a),2(yo — b), 2(20 — 0))

a tecné vektory budou pravé vsechny vektory kolmé na gradient. Implicitné proto
jde vzdy te¢nou rovinu ke sféfe v bodé P popsat s pomoci gradientu rovnici

0= (zo — a)(z — x0) + (yo — 0)(y — yo) + (20 — ¢)(z — 20).
To je specialni pfipad obecné formule:

Véta. Pro funkci F' n proménngch a bod P = (a1,...,a,) € My v jehoz okoli je
My, grafem funkce (n — 1) proménngch je implicitni rovnice pro tecnou nadrovinu

_9f of
n o1 Oy,

DUKAz. Tvrzeni je zfejmé z predchoziho vykladu. Teénd nadrovina totiz musi
byt (n — 1)-rozmérnd, jeji zaméteni je proto zadané jako jadro linedrni formy dané
gradientem (nulové hodnoty pfislusného linedrniho zobrazeni R™ — R zadaného
nasobeni sloupce souradnic fadkovym vektorem grad F'). Zvoleny bod P pfitom
nasi rovnici zjevné vyhovuje. ([l

0 (P)-(x1 —ay)+---+ (P) - (xn, — an).

Piiklad. Uvazujme model osvétleni 3D objektu, kde zndme smér v dopadu svétla
na 2D povrch, tj. mnozinu M zadanou implicitné rovnici F(z,y, z) = 0. Intenzitu
osvétleni bodu P € M pak definujme jako I cosp, kde ¢ je tthel mezi normélou
zadanou gradientem a vektorem opac¢nym ke sméru svétla. Znaménko naseho vyrazu
pak bude oznacovat, kterou stranu plochy osvétlujeme.
Napf. smér osvétleni o intezité Iy muze byt v = (1,1, —1) (tj. ,Sikmo dola“)
a objektem miize byt tieba koule (tj. F(x,y,z) = 22 + y> + 22 — 1). Pro bod
P = (z,y,z) € M proto dostaneme intenzitu
1(P) = grad ' - v Io = —2w—2y+2z10.
| grad F'[|||v|] 2V3
Vsimnéme si, Ze dle ofekavani je maximélni (plnou) intenzitou I, osvétlen bod

P= %(—17 —1,1) na povrchu koule.
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8.20. Tecny a normaly k implicitné definovanym plocham. Piejdéme nyni
k obecnym dimenzim. Mame-li zobrazeni F : R™*t" — R", tj. n rovnic

filzr, oo Tman) =bsy, i=1,...,n,
pak za podminek véty o implicitni funkci je mnoZina vSech feSeni (z1,...,Tm+tn)
grafem zobrazeni G : R™ — R". Pro pevnou volbu b = (by,...,b,) je samo-

zfejmé mnozinou vSech FeSeni prinik nadploch M(b;, f;) prislusejicich jednotli-
vym funkcim f;. Totéz musi platit pro tecné sméry a normalové sméry. Je-li proto
D'F Jacobiho matice zobrazeni implicitné zadavajiciho mnozinu M s bodem P =

(a1y...,Qmin) € M, v jehoz okoli je M grafem zobrazeni,
df1 Of1
Oz ce OTm4n
D'F = : . :
Ofn Ofn
8361 e 8xm+n

potom bude afinni podprostor v R™*" obsahujici pravé vSechny teény bodem P
déan rovnicemi:

o o1

0= axl(P)'(l‘l—a1)+"'+87xn<P>'(l‘m+n—am+n)
Ofn ofn
0= 2P (o1 =)+ S ) i — ).

Tento podprostor se nazyva teény prostor k (implicitné zadané) plose M v bodé P.
Normdlovy prostor v bodé P je afinni podprostor generovany bodem P a gradienty
véech funkci fi,..., f, v bodé P, tj. fadky Jacobiho matice D'F.

Jako jednoduchy priklad si spoc¢téme teénu a normalovy prostor ke kuzelosecce
v R3. Uvazujme rovnici

0=f(z,y,2) =2z —Va?+y?
kuzelu s vrcholem v pocatku a rovinu zadanou
0=yg(z,y,2) =2z—2c+y+1.

Bod P = (1,0, 1) patii jak kuzelu tak roviné a prinik M téchto dvou ploch je kiivka
(namalujte si obrézek). Jeji te¢nou v bodé P bude piimka zadana rovnicemi

1 1
0=— ——=22 (r—1)— ———=2 cy+1-(z—1)
2\/x? + y2 z=1,y=0 - v a? + y2 r=1,y=0
=-—x+z

0==2@-1)+y+(:z-1)=-2ax+y+2z+1
zatimco rovina kolma k nasi kiivce bodem P bude parametricky dana vyrazem
(1,0,1) + 7(—=1,0,1) + o(—2,1,1)

S parametry 7 a o.
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8.21. Vazané extrémy. Nyni se dostavame k prvni opravdu vazné aplikaci di-
ferencidlniho poctu vice proménnych. Typickou tlohou optimalizace nebo fizeni je
najit extrémy hodnot zavisejicich na nékolika (ale koneéné mnoha) parametrech,
ovsem za néjakych dalsich podminek na vzajemné vztahy parametri.

Velice casto ma feSend uloha m+n parametri, které jsou vazany n podminkami.
V nasem jazyce diferencidlniho poc¢tu tedy hledame extrémy spojité diferencova-
telné funkce h na mnoziné bodtt M zadanych implicitné rovnici F(z1,. .., Tmin) =
0. K tomu mizeme pouzit tytéz postupy jako drive.

Pokud je M ve vSech svych bodech grafem hladkého zobrazeni v m proménnych,
musi byt kazdy extrém P € M staciondrnim bodem, tj. pro kazdou kiivku ¢(t) C
M prochézejici pfes P = ¢(0) musi byt h(c(t)) extrémem pro tuto funkci jedné
proménné. Proto také musi byt derivace

L h(e(t)) im0 = desyh(P) = dh(P)(E(0)) = 0.
To ale znamené, Ze diferencial funkce h se v bodé P nuluje na vSech teénych pii-
rustcich k M v bodé P. Tato vlastnost je ekvivalentni tvrzeni, ze gradient h lezi v
normdlovém podprostoru (pfesnéji v jeho zaméteni). Takové body P € M budeme
nazyvat staciondrni body funkce H vzhledem k vazbam F.

Jak jsme vidéli v minulém odstavci, normalovy prostor k nasi mnoziné M je
generovan tfadky Jacobiho matice zobrazeni F' a stacionarni body jsou proto ekvi-
valentné urceny nasledujicim tvrzenim, kterému se ¥ika metoda Lagrangeovych mul-
tiplikdtori:

Véta. Necht ' = (f1,...,fn) : R™T™ — R" je spojité diferencovatelnd v okoli
bodu P, F(P) =0 a M je zaddna implicitné rovnici F(z,y) = 0 a hodnost matice
D'F v bodé P je n. Pak P je staciondrnim bodem spojité diferencovatelné funkce
h:R™T" 5 R prdve, kdyz existuji redlné parametry M1, ..., \, takové, Ze

gradh = Ay grad f1 + -+ + A, grad f,.

Vsimnéme si poctu neznamych a rovnic v tomto algoritmu: gradienty jsou vek-
tory o m+n soutadnicich, tedy pozadavek z véty dava m-+n rovnic. Jako proménné
mame jednak soutadnice x1,..., T4y, hledanych stacionarnich bodu P, ale navic
také n parametra )\; v hledané linearni kombinaci. Zbyva vsak pozadavek, ze hle-
dany bod P patfi implicitné zadané mnoziné M, coz predstavuje dalsich n rovnic.
Celkem tedy mame n + m rovnic pro n + m proménnych a proto lze ocekavat, ze
feSenim bude diskrétni mnozina bodt P (tj. kazdy z nich bude izolovanym bodem).

8.22. P¥iklady.

8.22.1. Zkusme néjaky explicitni priklad. Za mnoZinu S zvolme opét jednotkovou
sféru vIR3 a K bude krusnice K C S vznikld prinikem této sféry s rovinou zadanou
rovnici x +y + z = 0. Budeme hledat extrémni hodnoty funkce

h(z,y,2) =2® + 93 + 23

na objektech zadanych implicitné pomoct bud jen funkce F nebo dvojice funkci F a
G, které jsou definovany vyrazy

F(z,y,2)=2"+y*+2°—1, Gz,y,2)=z+y+z
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ResSeni. Za¢néme hledanim stacionarnich bodt pro funkci h na sféfe S. Vipoétem
piislusnych gradientt (napt. grad h(z,y,2) = (322,3y2,322)) dostaneme systém
rovnic

0=3z%—2\z
0=3y>—2\y
0=322—-2\z

0=a?+y*+22 -1,

coz je systém Ctyr rovnic o ¢tyfech proménnych. Pred fesenim tohoto systému si
zkusme odhadnout, kolik lokdlnich vazanych extrémi bychom méli ¢ekat. Urcité
bude h(P) v absolutni hodnoté rovno na jednotkové sféfe nejvyse jedné a to na-
stane ve v8ech prunicich soufadnych os s S. Mame tedy pravdépodobné 6 lokdlnich
extrému. Déle uvniti kazdé osminy sféry vytcéené souradnymi rovinami muze, ale
nemusi, byt dalsi extrém. Jednotlivé kvadranty lze snadno oparametrizovat a pru-
béh funkce h coby funkce dvou parametrii ovéfit standardnim zptisobem (nebo si
nechat vykreslit tfeba v Maplu).

Regenim systému (af uz rukou nebo opét v Maplu) obdrzime ve skute¢nosti
spoustu stacionarnich bodi. Kromsé Sesti, o kterych uz vime (dvé souradnice nulové
a jedna +1) a u kterych je A = i%, jsou to napf. jesté body

V3 V3 V3
37373 )
ve kterych skutecné nastava lokalni extrém.
Jestlize omezime nas zdjem na body kruznice K, musime pridat dalsi funkci
G jeden dalsi volny parametr 1 coby koeficient u jejiho gradientu. Dostaneme tak
vétsi systém rovnic

Py = +(

0=3z2—-2\z—1n
0=3y2—2\y — 7
0=322—-2\z—1n
0= +y*+22-1

O=xz+y+=z
Protoze je i kruznice kompaktni mnozinou, nutné na ni musi mit A globalni maxi-
mum a globalni minimum. Dalsi rozbor ponechame na ¢tenafi. (]
8.22.2. Urcete, zda existuji mazima a minima funkce f : (RT)" = R, f(xq1,...,2,) =

Yxy Xy za podminky v + - +x, =c,c€RT, 2y >0,..., z, > 0.

Reseni. Normélovy vektor k nadroviné definované podminkou je (1,...,1). Extrém
muze nastat v bodech, kdy je gradient zkoumané funkce nasobkem normaly. Pro
tyto body tedy dostavame soustavu

1 1
— /T T T, =k, i=1,...n
n n/, n—1
Ty
Tato soustava mé na zkoumané mnoziné jediné feseni z1 = -+ = x,, k = 1,

coz odpovidd maximu dané funkce. Pokud bychom totiz v omezeni uvazovali z;
nezdpornd, jednalo by se o kompaktni mnozinu, tedy danéd funkce by na ni méla
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jak maximum, tak minimum. Minimum (nula) by nastévalo, pokud by libovolna z

proménnych byla nulova, v nalezeném bodé tedy musi nastat maximum. (I
Poznamenejme, ze predchozi piiklad je dikazem znamé AG nerovnosti. Pro n
realnych cisel x1, xo,...,xr, definujeme jejich aritmeticky primér jako ¢islo
Alxy,. .. xp) = ——.
n
Geometricky pramér nezadpornych realnych ¢isel xq, . . ., x, pak definujeme jako ¢islo
G(x1,...,xn) = w1 Ty
Zminéna nerovnost pak pravi, Ze pro nezaporna realna ¢isla x1, ..., x, plati
Ay, ... xn) > G(x1, ..., @),
pri¢emz rovnost nastava praveé pro xy = -+ = x,.

8.22.3. Rozhodnéte, zda funkce f : R® — R, f(z,y,2) = 2%y nabyvd extrémii na
plose 222 + 2y® + 22 = 1. Pokud ano, tak tyto extrémy naleznéte a urcete o jaké
extrémy se jednd.

Reseni. Protoze vysetiujeme extrémy spojité funkce na kompaktni mnoziné (elip-
soidu) — je to uzaviend a omezend mnozina v R” — musi na ném dand funkce nabyvat
jak minima, tak maxima. Navic, protoze vazebni podminka je dana spojité diferen-
covatelnou funkci a zkoumand funce je diferencovatelna, extrémy musi nastat ve
stacionarnich bodech vySetfované funkce na dané mnoziné. Pro staciondrni body
sestavime soustavu:

20y = dkx
? = 4dky
0 = 2kz

1

Jejim fesenim jsou body (j:%, 0) a (:l:%, — 75 0). Funkce nabyva pouze dvou

1
ﬁv
funkénich hodnot v téchto ¢tytech stacionarnich bodech. Z vyse uvedeného vyplyva,
ze prvni dva uvedené stacionarni body jsou maxima dané funkce na uvedeném

elipsoidu a druhé dva potom minima. O

8.22.4. Urcete, zda existuji mazima a minima funkce f : R® — R, f(x,y,2) =
2z — xy? na sfére

24y 22 =1
Pokud extrémy existuji, urcete je.

ResSeni. Resime soustavu

r = —ky?
y = —2kxy
z = k

Z druhé rovnice dostavame, ze bud y = 0, nebo x = fﬁ. Prvni moznost vede k

bodim (0,0,1), (0,0,—1). Druhad pak nemuzZe byt splnéna (dosazenim do rovnice

koule dostaneme rovnici
I S B
4k2 - 2k2 -

ktera nema feseni. Ve dvou vypoctenych bodech na dané sféie ma funkce maximum,
resp. minimum. O
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8.22.5. Rozhodnéte, zda existuji extrémy funkce f : R® — R, f(x,y,2) = zyz, na
elipsoidu uréeném rovnict

g(x,y,2) =ka* + 1y +22 =1, kRt

Pokud extrémy existuji, urcete je.

ReSeni. Nejprve sestavime rovnice, které musi spliiovat stacionarni body dané
funkce na elipsoidu:

dg Of B
Fr /\8;5 oyz =2)Mkx
dg of

A A =2
ay /\3y Tz Ay
dg |\ Of B

9. /\('“)z oxy =2\z.

Snadno nahlédneme, ze fesenim dané rovnice musi byt trojice nenulovych ¢isel. Po
vydéleni dvojic rovnic a dosazeni do rovnice elipsy dostaneme osm feSeni Dosta-
neme osm stacionarnich bodt x = j:\/%, y = :I:ﬁ, z = :t%, v nichz ovSem
funkce f nabyva pouze dvou rtznych hodnot. Protoze f je spojitd a dany elipsoid
je kompaktni, tak na ném f nabyva jak svého minima, tak maxima. Nebof navic
jak f tak g jsou spojité diferencovatelné, tak tyto extrémy musi nastat v stacio-
narnich bodech. Neni tedy jiné moznosti, nez ze ¢tyri z danych stacionarnich bodu

jsou lokalnimi maximy dané funkce s maximem 3%/@’ zbyvajici ¢tyti pak minima

1

s hodnotou REWeTE O
8.22.6. Rozhodnéte, zda funkce f : R® — R, f(x,y,2) = y?z nabyvd extrémii na
Usecce dané rovnicemi 20 +y+z2=1,

x—y+2z =0 aomezenim x € (—1,2). Pokud ano, tak tyto extrémy naleznéte
a urcete o jaké extrémy se jednd. Vsechna svoje rozhodnuti zduvodneéte.

Reseni. Hleddme extrémy spojité funkce na kompaktni mnoziné, funkce tedy bude
nabyvat na dané mnoziné jak svého minima tak maxima a to bud v bodech, kde je
gradient zkoumané funkce linearni kombinaci gradient funkci zadavajici vazebni
podminky, nebo v krajnich bodech usecky. Najdéme body spliujici podminku s
gradienty:

0 = 2k+1
20z = k-1
P o= k42
20 4+y+2z = 1
r—y+2z = 0,
kterd ma Feseni (z,y,2) = (3,0,—3%) a (z,y,2) = (5,%,—%) (proménné k a |
miizeme samoziejmé dopocitat také, ale nezajimaji nas). Krajni body dané usecky
jsou (—=1,2,3) a (2,—3,—3). Z téchto ¢tyr bodi nabyva funkce nejvétsi hodnoty
v prvnim z krajnich bodt (f(x,y,z) = %), tam tedy nabyvd maxima na dané
usecce a nejmensi hodnoty v druhém z krajnich bodu (f(x,y,2) = —%), tam tedy

nabyva svého minima na dané usecce. O
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2. Integrovani podruhé

Nyni se vratime k procesu integrovani, ktery jsme c¢asteéné popsali v druhé
Casti Sesté kapitoly. Neptijdeme do detailti a budeme se souttedit na rozsifeni tohoto
procesu pro veli¢iny zavislé na vice proménnych, piipadné zavislé na parametrech.

8.23. Integraly zavislé na parametrech. JestliZe integrujeme podle jedné pro-
ménné z funkci n + 1 proménnych f(z,y1,...,yn), potom vysledek bude funkei
F(y1,...,yn) v zbyvajicich proménnych.

Casto se v praktickych tlohach setkdvame s tikolem vySetfovat pravé takovou
funkci F'. Napf. muzeme hledat objem, povrch nebo obsah télesa zavisejiciho na pa-
rametrech a urcit tfeba minimalni a maximélni hodnoty (i s dodateénymi vazbami).
Z prvni ¢asti této kapitoly vime, ze pro takové cely mame nastroje opirajici se o
parcialni derivace funkci. Idealni by proto jisté bylo, kdybychom mohli operace
derivovani a integrovani prohodit a nasledujici véta to skutecné pro dosti Sirokou
t¥idu funkci potvrzuje:

Véta. Pro spojité diferencovatelnou funkci f(x,y1,...,yn) definovanou pro x z
koneéného intervalu [a,b] a na néjakém okoli bodu ¢ = (c1,...,c,) € R™ wvaZujme
integrdl

b
F(ylaayn):/ f(xvyla'-'7yn)d$-

Potom plati pro vsechny indexy j =1,...,n
Ja b
8—(c): ﬁ(ac,cl,...,cn)dav
dy; o O0yj

DUKAZ. Pro ovéfeni naseho vztahu je tieba vzpomenout definici Riemannova
integralu. Ta vy¢isluje pro libovolnou spojitou funkci jeho hodnotu pomoci aproxi-
maci kone¢nymi soucty (ekvivalentné hornimi, dolnimi nebo Riemannovymi soucty
s libovolnymi reprezentanty, viz odstavec v Sesté kapitole). Je zfejmé, ze pri
dikazu je tfeba brat v tvahu pouze souradnici y; parametr (ostatni jsou prosté
konstantni pro vSechny nase tvahy), proto si technicky formulace zjednodusime,
kdyZ se rovnou omezime na piipad n =1 a tedy y = (y1).

Zvolme proto néjaké déleni = intervalu [a,b] a jeho reprezentanty &; a zkou-
mejme jednotlivé s¢itance Riemannova souctu Sz ¢ pro integral derivované funkce
f- S vyuzitim véty o stfedni hodnoté dostavame pro kazdy maly prirtstek i para-
metru ¢ = (¢q):
of
f(& e+ h) = f(&i,0) = h@(fiﬂ)
s hodnotou y € [¢, ¢ + h]. Diky predpoklddané spojitosti parcidlnich derivaci a pfi
znamé normé déleni = 1ze proto odhadnout odchylku sc¢itance

of

dy

v Riemannové souctu od vyrazu v pfislusné aproximaci Riemannovymi soucty pro
derivaci integralu

1

L(F(e+ 1)~ F(@) = Y0 2 (7(& e+ b) = [ )i — ).

(&) (it1 — i)

%
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V limité pro h — 0 se tedy blizime pravé pozadovanému tvrzeni. Potfebujeme jiz
pouze ovérit, ze chybu v tomto odhadu budeme umét odhadnout pouze v zavislosti
na h, stejnomérné pres cely interval pies ktery integrujeme.

PFi ditkazu existence Riemannova integralu pro spojité funkce jsme dokazovali, ze funkce
spojitd na konecném intervalu je ve skutecnosti stejnomérné spojita, tj. rozdily hodnot umime
kontrolovat podél celého intervalu stejnomérné ohranienim vzdalenosti nezavisle proménné.
Jestlize se podivdme na tuto argumentaci pozornéji, zjistime, ze podstanou vlastnosti intervalu
byla pouze jeho kompaktnost. Proto plati, Ze i funkce vice proménnych spojité na kompaktnim
intervalu jsou zde spojité stejnomérné.

Odtud vyplyva, Ze pro zvolenou malou mez ¢ pro vzdélenost |y — ¢| < § mame k dispozici
univerzélni odhad |2L(&;,y) — 2L(&;,¢)| < €() a €(8) — 0 pfi & — 0. V nadem pfiblizeni

dy dy
Riemannovymi soucty miizeme proto pfimo nahradit diferenci parcialni derivaci, aniz bychom
chybu zvétsili o vice nez ¢(d). Tim je dikaz ukon&en. O

Predchozi véta ma Cetna vyuziti. Napf. ji mtzeme ocenit pfi zkoumani integral-
nich transformaci, kterym jsme se vénovali v druhé ¢asti pfedchozi kapitoly sedmé.
Derivacemi znamych vysledkt tak dostaneme v fadé pripadt snadno transformace
derivaci ptuvodné transformovanych funkci.

Také nase predchozi vysledky o extrémech funkci vice proménnych nyni maji
pfimé pouziti napf. pro minimalizaci ploch nebo objemi objektid zadanymi funk-
cemi v zavislosti na parametrech.

8.24. Integrace funkci vice proménnych. Tak jak jsme motivovali integrovani
predstavou o vypoctu plochy pod grafem funkce jedné proménné, muzeme prak-
ticky stejné postupovat u objemu ¢asti trojrozmérného prostoru pod grafem funkce
z = f(z,y) dvou proménnych. Misto vybéru malych intervalii [x;,z;y1] délicich
cely interval, pfes ktery integrujeme, a ptiblizenim pfislusné ¢asti objemu ploskou
obdélniku s vyskou danou hodnotou funkce f v reprezentantu tohoto intervalu &,
tj. vyrazem
&) (wigr — i),

budeme pracovat s délenimi v obou proménnych a hodnotami reprezentujicimi
vysku grafu nad jednotlivymi obdélnicky v roviné.

Prvné se ale musime vyporadat s oborem integrace, tj. oblasti v roviné promén-
nych, nad kterou chceme nasi funkci f integrovat. Piikladem muze slouzit funkce
z = f(x,y) = /1 — 2% — y?, kterd pro (x, y) uvniti jednotkového kruhu mé za sviij
graf povrch jednotkové sféry. Integrovanim této funkce na jednotkovém kruhu tedy
dostaneme objem poloviny jednotkové koule.

Nejjednodussim piistupem je uvazovat pouze obory integrace S, které jsou dany
jako souciny intervalii, tj. jsou zadany rozsahem x € [a,b] a y € [c,d]. Hovofime v
této souvislosti o vicerozmeérném intervalu. Pokud je S jind ohrani¢end mnozina v
R?2, pracujeme misto ni s dostateéns velikou oblastni [a, b] x [c, d], ale upravime nasi
funkei tak, ze f(z,y) = 0 pro v8echny body mimo S. Pro nasi kouli bychom tedy
integrovali na mnoziné S = [—1, 1] x [—1, 1] funkci

1—22—y2 proz?+y2<1

J(@,y) = {0 jinak.

Definice Riemannova integralu pak zcela vérné sleduje nas postup z odstavce
[6-13] Mizeme tak pfitom ¢init pro libovolny koneény pocet proménnych. Integral
existuje, jestlize pro kazdou volbu posloupnosti déleni = (nyni ve vSech proménnych
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zaroven) a reprezentantli jednotlivych krychlicek
& € [131',131'_;,_1] X ... X [Zj,Zj+1] Cc R™,

s maximalni velikosti mezi vSemi pouzitymi intervaly jdouci k nule, budou integralni
soucty (vSimnéme si, Ze potfebujeme tolik indexti pro oznac¢ovani subintervalii, kolik
mame soufadnic)

Sze= Y (& ) (@itn— i) (241 — 7).
iyeensd
konvergovat k jedné hodnoté, kterou zapisujeme

/f(x,...,z)dm...dz
s

Pro vsechny spojité funkce f opét lze dokazat existenci Riemannova integralu a
tento vysledek lze snadno rozsifit pro ,dostatecné spojité“ funkce na ,dostatecné
rozumnych“ oborech integrace.

Omezenou mnozinu S C R™ oznaCujeme za Riemannovsky meéritelnou, jestlize
je jeji charakteristickd funkce, definovana x(x1,...,2,) =1 pro (z1,...,2,) €S a
x(z1,...,2,) = 0 pro vSechny ostatni body v R™, Riemannovsky integrovatelna.

Tato definice Riemannova integralu nedava pfimo rozumny navod, jak hod-
noty integralt skutecné vypocist. Sama ale okamzité vede k zakladnim vlastnostem
Riemannova integralu (srovnejte s Vétou :

Véta. Mnozina Riemannovsky integrovatelnych funkci na vicerozmérném intervalu
S C R” je vektorovym prostorem a Riemanniv integrdal je na ném linedrni formou.

Pokud je obor integrace S zaddn jako disjunkini sjednocent koneéné mnoha Ri-
emannovsky méritelnych oboru S;, je integrdl funkce f pres S ddn souctem integrdli
pres obory S;.

DUKAZ. VSechny vlastnosti plynou pfimo z definice Riemannova integralu. Do-
porucujeme promyslet samostatné podrobnosti. (I

Prvni ¢ast véty lze zapsat obvyklou formuli fikajici, Ze integrace linedrni kom-

binace (nad skaldry v R) integrovatelnych funkci f; : R* = R, i =1,...,k, je vzdy
mozné a spocCte se takto:

/(a1f1($1,...,xn)—|—-~-—|—akfk(a:1,...,mn))dxl...dxn
s

=a,1/fl(xl,...,:cn)dxl...dmn—|—---—|—ak/fk(xl,...,mn)dajl...dxn.
S S

Druha cast pak fika ze pro disjukntni Riemannovsky méritelné mnoziny S; a S; a
na obou téchto mnozinach integrovatelnou funkci f : R™ — R plati

/ flzy,. .. zy)day .. day,
S1USo

= f(a:l,...,xn)d:vl...dxn+/ flxy,. .. xy)dey .. day,.
Sl S2
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8.25. Nasobné integraly. Riemannovsky integrovatelné mnoziny zejména zahr-
nuji pfipady, kdy 1ze S definovat pomoci spojité funkéni zavislosti soutfadnic hrani¢-
nich bodt tak, Ze pro danou prvni soufadnici z umime zadat dvémi funkcemi rozsah
dalsi soufadnice y € [p(x), ¥ (x)], poté rozsah dalsi soufadnice z € [n(x,y), {(x,y)]
apod. pro vSechny dalsi soufadnice.

V ptipadé nasi koule to skuteéné umime: pro x € [—1, 1] definujeme pro y rozsah
y € [—v1 — 22,41 — 22]. Objem koule pak miizeme bud spoditat integrovanim vyse
uvedené funkce f nebo muzeme integrovat charakteristickou funkci koule, tj. funkci
identicky rovnou jedné na oblasti S C R?, ktera je definovana jesté dalsim uréenim
2€[—y/1—a2—y2 /1 —22 —y2.

Podstatna je pritom nasledujici véta, ktera prevadi vypocet Riemannova in-
tegralu na postupny vypocet nékolika integralii v jedné proménné (a ostatni pro-
ménné jsou pritom povazovany za parametry, které se mohou objevovat i mezich
pro integraci)

Véta. Necht S je ohranicend mnoZina zadand jako vyse a f je spojitd funkce na
S. Pak je Riemanniv integrdl funkce f pres mnozZinu S vycislen formuli

/f(xl,;vg,...,xn)dx...dz
s

b P(x1) ((x,y,...)
:/ / / flar,xo, ... xy)day, | .. das | day
Ja \Je(z1) Jn(z,y,...)

DUKAZ. Vysledek vyplyva docela snadno pfimo z definice Riemannova integralu pomoci
kone¢nych soucti. Stadi si peclivé hlidat vhodné poskladani jednotlivych séitanct koneénych
soutd tak, aby vychazely postupné priblizeni integrali ve vnitfnich zavorkach. Diky stejno-
mérné spojitosti O

Dusledek. Pro vicerozmérny interval S = [ay,b1] X [az, ba] X ... X [an,by] a spojitou
funkei f(x1,...,2,) na S je nasobny integrdl

by bo by
/f(:vl,...,xn)dxl...dasn:/ / flzr, .. xn)dey .. day,
S a as

QAn,

nezavisly na poradi ve kterém postupné integraci provadime.

DUKAZ. V predchozi vété je v pripadé vicerozmérného intervalu S kterékoliv
poradi integrace vyjadfenim oblasti S v pozadovaném tvaru. Na vysledku integralu
tak pofadi integrace nemtize mit vliv. O

Tento diisledek jsme uz jednou dfive vyuzili pfi studiu vztahu Fourierovych
transformaci a konvoluci, viz odstavec

8.26. Zména souradnic pii integraci. Pfi vypoctu integrald funkei jedné pro-
ménné jsme pouzivali transformace soufadnic jako mimofadné silny nastroj. Zkusme
proto zavérem nasi diskuse o integrovani naznacit, jak lze transformace soufadnic
pouzivat pro integraly funkci vice proménnych.

Pfipomerime nejdiive (s vhodnou interpretaci pro nésledné zobecnéni), jak je to
s transformacemi pro jednu proménnou. Integrovany vyraz f(x) dx vyjadfuje plochu
obdélni¢ku ur¢eného (linearizovanym) pfiristkem proménné z a hodnotou f(z).
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Pokud proménnou transformujeme vztahem x = u(t), vyjadiuje se i linearizovany
prirtstek jako
du

do =
T

a proto i prislusny pfispévek pro integral je vyjadfen jako

(o),

pfiéemz bud predpoklddame, ze znaménko derivace u'(t) je kladné, nebo dojde k
obraceni mezi integralu, takze ve vysledku se znaménko neprojevi.

Intuitivné je postup v n proménnych docela podobny, pouze musime pouzit
znalosti z linearni algebry o objemu rovnobéznosténti.

V Riemannovych souctech prouzivame pro Riemannovy integraly pfiblizeni,
které bere objem (plochu) malého vicerozmérného intervalu a nésobi tuto hodno-
tou funkce v reprezentujicim bodé. Pokud pouzijeme transformaci souradnic, dosta-
neme nejen hodnotu funkce v reprezentujicim bodé v novém souradném vyjadrent,
ale musime také vést v patrnosti zménu plochy nebo objemu prislusného malého vi-
cerozmérného intervalu. Opét tu pajde o linearni pfiblizeni zmény a tu mame dobie
zvladnutou — jde preci o pusobeni linearniho pfiblizeni pouZité transformace, tj.
akci Jacobiho matice, viz Zména objemu je pfitom déna (v absolutni hodnoté&)
pomoci determinantu z této matice (viz nase ivahy na toto téma v linedrni algebfe,

zejména (4.25)).

Véta. Necht G(ty,...,t,) : R — R", (x1,...,2,) = G(t1,...,tn), je spojité
diferencovatelné zobrazeni, S = G(T) a T jsou Riemannovsky méritelné mnoZiny a
f S — R spojitd funkce. Potom plati

/f(xl,....,:cn)d:cl...xn:/f(G(tl,...,tn))|det(D1G(t1,...,tn))|dt1...dtn.
S T

DUKAZ. Podrobny formélni diikaz nebudeme prezentovat, je vSak pfimocarou
realizaci vySe uvedené tivahy ve spojeni s definici Riemannova integralu. (]

Abychom si priblizili obsah tvrzeni posledni véty, uvedeme jeho specialni pripad
pro integral funkce f(x,y) ve dvou proménnych a transformaci

G(s,t) = (g(s,1), h(s,1)).
Dostavame

LTI

g, P hzdu = [ 65,006,005 5~ G50

Uplné konkrétné, zkusme spocist integral z charakteristické funkce kruznice o
poloméru R (tj. jeji plochu) a integral z funkce f(t,6) = cos(t) zadané v polar-
nich souradnicich uvniti kruznice o poloméru %Tl’ (tj. objem schovany pod takovou
,Cepickou jarmulkou posazenou nad pocatek”, viz obrazek).
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Nejprve spocitdme Jacobiho matici transformace x = rcosf, y = rsinf

sinf  rcosf

DG — (cosﬁ —rsin@)

Proto je determinant z této matice roven
det D'G(r,0) = r(sin® 6 + cos® 0) = -

Mizeme tedy pfimo pocitat pro kruzmici S, kterd je obrazem obdélniku (r,0) €
[0, R] x [0,27] = T. Dostaneme tedy plochu kruZnice:

27 R R
/ dxdy = / / rdrdf = / 2rrdr = TR?.
s o Jo 0

Integrace funkce f probéhne s vyuzitim nasobného integrovani a integrace per par-

tés obdobneé:
27 pm/2
/ drdy = / / rcosrdrdd = 1 — 2.
s o Jo

8.27. Urdovani integrac¢nich mezi v R3. Pokud integrujeme ptes télesa, ktera
lezi v R?, miize ndm p¥i urcovani integra¢nich mezi pomoci prostorova predstavi-
vost. Uvadime obrazky nékterych ploch v R? a jejich rovnice v riiznych soufadnych
soustavach:

Koule se sttedem v bodé (9,90, 20) a polomérem rqo: (z — x9)? + (y — y0)% +

(z — 20)% =%
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1.0

0.5

0.0

o0 o3
i 0.0
] £0.5

-1 —+=1.0

-10 -05 0.0 0.5 1.0

Elipsoid se stiedem v bodé (0, 30, 20): a(z —20)% +b(y —y0)? + (y —v0)? = 2,
a,be RT.

Paraboloid a(z — x9)? + b(y — yo)®> = 2z — 20, a,b € RT, nebo a,b € R™.
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-2

Jednodilny hyperboloid s vrcholem v bodé (9,0, 20): a(x — x)?+b(y —
o)’ +(z — 20)?=1,a eR*, bER".

/

Dvoudilny hyperboloid s vrcholem v bodé (zg,%0,20): a(x — x0)%+b(y —
Y0)?+(z — 20)?=-1,a e R*, b R™.
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a,b € RT.

Demonstrujme si uréovani mezi na nasledujicim prikladu:

8.28. Priklady.

8.28.1. Urcete objem télesa v R3, které je ddno nerovnostmi x? + y? + 22 < 1,
322 +3y2 > 2%, 2 >0.

Reseni.



268 8. SPOJITE MODELY S VICE PROMENNYMI

=
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i
Bt
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Nejprve si uvédomme, o jaké téleso se jedna. Jde o ¢ast zadané koule, ktera lezi
vné daného kuzele (viz obr.).

Objem spocitame asi nejlépe jako rozdil objemu poloviny koule a poloviny
kulové vysece dané zadanym kuZelem (vSimnéme si, Ze objem télesa se nezméni,
nahradime-li podminku x > 0 podminkou z > 0 — vyse¢ fezeme bud ,,vodorovné*
nebo ,svisle“, ale vzdy naptil) Budeme pocitat ve sférickych souradnicich.

= rcos(p)sin(y)
= rsin(yp)sin(y)
z = rcos(y),

v € (0,2m), ¢ € (0,7), r € (0,00).

Tato transformace R? — R3 m4 Jakobian r2 sin(v)).

Urceme nejprve objem koule. Integracni meze: je vhodné si vyjadrit podminky,
kterymi je téleso omezeno v souradnicich, ve kterych budeme pocitat. Ve sférickych
soutadnicich je koule ddna nerovnici

22 +y? + 2% = 12 cos?(¢) sin® () + r?sin’(¢) sin® () + 2 cos?(¢)) = r? < 1.
Hledejme integracni meze nejprve napiiklad pro proménnou ¢. Oznacime-li w4 pro-
jekei na soufadnici ¢ ve sférickych soufadnicich (74(¢,0,r) = ¢), pak obraz pro-
jekce mg uvazovaného télesa ndm udiva integracni meze proménné ¢. Vime, Ze
7 (koule) = (0,27) (to vime bud diky nasi prostorové predstavivosti, nebo z rov-
nice koule 72 < 1, ve které proménna ¢ nevystupuje a nejsou na ni tedy kladena
zadna omezeni, nabyva tudiz vSech moznych hodnot).

Mame-li jiz meze jedné z proménnych urceny, mizeme urcit meze dalsi z pro-
ménnych. Tyto jiz mohou zaviset na proménnych, jejichz meze jsme jiz uréili (v
tomto pfipadé tomu tak nebude). Volime tedy libovolné ¢y € (0,27) a pro toto
¢o (déle jiz pevné zvolené) urc¢ime prinik télesa (koule) s plochou ¢ = ¢g a jeho
projekci 7y na proménnou 1. Opét jako pfi urcovani mezi pro ¢ neni proménna
nijak omezena (ani nerovnici 72 < 1, ani rovnici ¢ = ¢o] mtize tak nabyvat vsech

svych hodnot, ¢ € (0, 7).
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Koneéné hleddme pro libovolné (dale ale pevné) zvolené ¢ = ¢p a v = 1)y
priamét 7,.(U) objektu (Gsecky) U dané omezenimi r? < 1, ¢ = ¢g, ¥ = 1)p na
proménnou r. Jedinym omezenim na 7 je podminka 12 < 1, tedy r € (0, 1).

Vsimnéme si, Ze integra¢ni meze proménnych jsou na sobé nezavislé, miizeme
tedy integrovat v libovolném potadi. Je tedy

1 27 T 4
Vioule = /O /O /0 r2sin(¢)dwd¢dr:§7r.

Vypoétéme objem kulové vyse¢e dané podminkami x2 + y? + 22 < 1 a 322 +
3y? > 22. Opét vyjadieme podminky ve sférickych soufadnicich: 72 < 1, 3sin?(y) >
cos? (1)), neboli tan(vp) > % Opét jako v piipadé koule vidime, %e v podminkéch
se vyskytuji proménné nezavisle, intergracni meze jednotlivych proménnych tedy
budou na sobé nezavislé. Z podminky 72 < 1 mame r € (0, 1), z podminky tan () >
vyplyva ¢ € (0, ). Na proménnou ¢ zédné podminky neklademe, je tedy

%
¢ € (0, 2m).

27 1 % 9 _ 3
Vvyseé = /0 /0 /0 2 sin ¢ do dr dp = 3\[71',

2 2-3 m
V' = Vioule = Vagsec = 37 — ==

3 3 V3

celkem

Mohli bychom téz pocitat objem piimo:

T 1 E’T“ ) T
V:/ / / resiny dypdrde = —.
o Jo Jz V3

Ve vélcovych souradnicich
x = rcos(p)

rsin(p)
z

s Jakobidnem této transformace r, vypada vypocet objemu jako rozdilu objemu
koule a kulové vysece nasledovné:

2 27 % 1 T
V:ﬂr—/ / / rdzdrdy = —.
3 o Jo Jo V3

Vsimnéme si, ze ve valcovych souradnicich nemiizeme spocitat objem télesa primo,
musime ho rozdélit na dvé télesa dana navic omezenim r < %, resp. r > %

21 % V3r 21 1 V1—r2
V=m+V = / // rdzdrdgaJr/ // rdzdrde

0 o Jo 0 1 Jo

T

V3
O
Dalsi alternativou by byl vypocet objemu jako objemu rotac¢niho télesa, opét
bychom téleso rozdélili na stejné dvé c¢asti jako v predchozim piipadé a to na ¢ast
»pod kuzelem“ a ¢ast ,,pod sférou“. Tyto ¢asti vSak nejsou primo rotacnimi télesy,
které dostaneme rotaci podle nékteré z os. Objem prvni z nich spocitame jako rozdil
objemu valce 22 + y? < i, 0<2z< @ a Casti kuzele 322 +3y2 < 22, 0< 2 < @,
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objem druhé pak jako rozdil objemu rotacniho télesa vziklého rotaci ¢asti oblouku
y:\/(1—962),%gxglkolemosyzavélcex2+y2gi,nggg.

V3
vevir = (E50) (s [Tu-me- 5T

7T\/§ n T T
4 43 VB
8.28.2. Vypoctéte objem kulové tisece, ktery odiezdvd rovina z = 1 z koule x° +

Y2+ 22 =2

ReSeni. Spocitame integral v kulovych soufadnicich. Use¢ si mtizeme piedstavit
jako kulovou vyse¢ bez kuzele (s vrcholem v bodé [0,0,0] a kruhovou podstavou
z =1, 22 +y? = 1). V§se¢ je v téchto soutadnicich sou€inem intervalt (0,v/2) x
(0,27) x (0,7/4). Integrujeme tedy v danych mezich a to v libovolném poradi.

27 V2 T 4
/ / / r?sin(f) df drdy = = (V2 — 1)7.
o Jo Jo 3

Musime jesté odecist objem kuzele. Ten je roven %wRQV (kde R je polomér podstavy
kuzele a V' jeho vyska, v nasem pfipadé jsou obé hodnoty rovny jedné) tedy celkovy
objem je

4 1 1
Viysee — Viuzel = g(\@ -1) - §7T = §7T(4\/§ —5).

Stejnym zpusobem bychom mohli obecné spocitat objem kulové tsece o vySce
v v kouli o poloméru R:

Vo= vysec Vkuzel

/271- /arccos

v*(3R — )

A 1
/ 2 sin(6) dr df de — f7r(2Rv —v})(R —v)

O
8.28.3. Urcete objem cdsti vdlce 2% + 2% = 16, ktery leZi uvnity vdlce x2 +y? = 16.

Reseni.

Integral vypocteme v kartézskjch soutradnicich. Vzhledem k symetrii télesa
staci integrovat ptres prvni oktant (zdménime-li x za —x, ¢i y za —y, ¢i z za —z tak
se rovnice télesa nezméni). Cast télesa lezici v prvnim kvadrantu je ddna prostorem
leZicim pod grafem funkce z = /16 — 22 a nad ¢étvrtkruhem z2 + ¢ < 16, > 0,
y > 0. rovinou z = 0, je

16 Iz 4
S=38 ———dydx = 128.
/0 /0 V16 — x2 Y

O

8.28.4. Urcete objem Cdsti prostoru leZici uvnity vdlce 2 + y? = 4 a ohranicené
rovinami z =0 a z =z +y + 2.
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Reseni. V piikladu budeme pouzivat valcovych soufadnic danych rovnicemi z =
rcos(p), y = rsin(p), z = z s Jakobidnem této transformace J = r. Téleso rozdé-
lime na dvé ¢asti, lezici nad, respektive pod rovinou z = 0, jejich objemy oznacime
Vi, resp. V5. Déle si vSimnéme, ze Casti télesa o objemu V; je i jehlan s vrholy
[0,0,0],[0,0,2],[-2,0,0],[0, —2,0]. Cast télesa lezici nad rovinou z = 0 tedy rozdé-
lime jesté na dvé ¢asti, jejichz objem spocitame zv1ast.

2
16
V- Viewan = [ [ r(sino) +cos(e)) + 2rdrdp = 6m + .
—m/2
4
Vjehlan - 3
Dale

2
Vi—Vo= / 77/ r2(sin(p) + cos(p)) + 2r drdy = 8,

tedy Vi + Vo = 4m + 2. O

8.28.5. Urcete téziste cdsti elipsy 322 + 2y? = 1 leZici v pronim kvadrantu roviny

R2.

Reseni. Spocitejme nejprve obsah dané elipsy. Transformaci souradnic x = %x' ,

Y= fy s Jakobidnem f dostaneme

1 —3'02 2
73 5 1 1 Vi-x
:/ 3/ dydx:—/ / dy' da’ =
o Jo V6 Jo Jo
Dalsi potfebné integraly mizeme spocitat ptfimo v kartézkych souradnicich x a
FopVEE 7 1—3a2
T, = / / xdydx:/ T dex =
0 0 0 2
1/§ [1-3t,_ V2
2 Jo 2 187
oV 1 3x
ydydz = dx =

/f1—3 ﬁ
8

o
I

Souradnice t6zi$t¢€ jsou potom [%, 7\[} O

8.28.6. Urcete objem a souradnice téziste kuzele o kruhové podstavée s polomérem
r a vysce h.

Reseni. Oto¢ime-li kuzel vrcholem dolti a ten umistime do poéatku soufadnic, pak
ve valcovych souradnicich:
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/2 pr  ph 1
V:4/ / / pdzdpdyp = —mwhr?.
0 0o Jkp 3

Teézisté zjevné lezi na ose z. Pro z-tovou souradnici pak mame

1 1 /2 pr ph 3
z== de:—/ / / zpdzdpdy = —h.
V' Jkuzel vV Jo 0o Jip 4

Teziste tedy lezi ve vysce ih nad stfedem podstavy kuzele. O

8.28.7. Urcete objem télesa v R3, které je ddno prinikem koule 2 +y?> +2%2 =4 s
vdlcem 2% +y? = 1.

Opét vzhledem k symetrii télesa spoc¢itame pouze objem ¢asti télesa lezici v prv-
nim oktantu. Integrujeme ve valcovych souradnicich danych rovnicemi & = r cos(y),
y = rsin(p), z = z, s Jacobidnem dané trasformace J = r, a to ¢ast prostoru mezi
rovinou z = 0 a grafem funkce z = \/4 — 22 — y2 = /4 — r2. Miizeme tedy rovnou
psat dvojny integral

Reseni.

w/2 rl 9
V:8/ / r\/4—r2drdap:§(8—3\/§)7r.
0 0
(]

8.28.8. Urcete objem télesa v R3, které je ddno prinikem koule 2 +y? + 22 =2 s
paraboloidem z = x% + y2. Pougijeme opét vdlcovyjch soutadnic.

Reseni.

21 1 pa/(2-12) NG
Vz/ / / rdzdrdy = fﬂ-—ﬁ.
0 0 Jr2 3 6

O

8.28.9. Urcete objem télesa v R, které je ohraniceno eliptickym vdlcem 4x2% +1y% =
1, rovinami z = 2y a z = 0, leZici nad rovinou z = 0.

Reseni. Vzhledem k symetrii tilohy bude viyhodné zavést souradnice z = %r cos(yp),
y = rcos(p), z = z, s Jakobidnem prislusné transformace J = %7’. Elipticky valec
mé v téchto soufadnicich rovnici r? = 1.

T 1
1
V = rsin(¢)=rdrde
o Jo 2
T 1 5 . ™1 ) )
r*sin(p)drde = —sin(p)dp = =.
0o Jo o 3 3

8.28.10. Urcete objem télesa v R®, které je ohraniceno paraboloidem 22 + 3% = z
a rovinou z = 2.

O

Reseni. Obdobné jako v predchozi tiloze volime ,specialni soufadnice respektujici
symetrii tlohy: z = %r cos(yp), y = rsin(yp), z = z s Jacobidnem J = %r. Rovnice
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paraboloidu je v téchto soufadnicich z = 72 a pro objem télesa mfizeme psat

/2 V2 2 1
4/ / —rdzdrdy =
0 0 r2 \/§

/2 V2 /2
= 2\/5/ / 2rfr3drdg0:2\@/ dyp =
0 0 0
Vo

Vv

O
8.28.11. Vypoctéte objem elipsoidu x? + 2y% + 322 = 1.
Reseni. Uvazime soufadnice
x = rcos(¢)sin(f)
= %r sin(¢) sin(6)
z = -Lrcos(f)
V3
Odpovidajici determinant z Jakobianu je pak %7‘2 sin(f), objem je tedy
2 T 1 1 ) 4 3
—r“sin(f)drdfdp = —=ar°.
I i
O

8.28.12. Vypoctéte objem télesa omezencho paraboloidem 2x% + 5y? = z a rovinou
z=1.

ResSeni. Volime soutadnice

= %rcos(d))
v = Erino)
z = z

Determinant Jakobidnu je ﬁ, objem je tedy

2 01l -
——dzdrd¢ = :
b b st

8.28.13. 2. Urcete objem télesa leZictho v prunim oktantu a ohraniceném plochamsi
Y2 +22=9ay? = 32.

O

Reseni. Ve valcovych soufadnicich
/2 3 é cos? () 9
/ / / rdxdrdtpzlw.
0 o Jo 16

8.28.14. Urcete objem télesa v R3, které je ohraniceno cdsti kuZele 222 4 y? =
(2 —2)%, 2 > 2 a paraboloidem 222 +y* = 8 — 2 (malyj ndvrh: uréete nejprve prinik
zadanych ploch)

O
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Reseni. Zjistime nejprve prinik zadanych ploch:
(2—2)%=—-2+8, 2>2,

tedy z = 4 a dostavame rovnici priniku danych ploch 222 + y = 4. Substituci
T = %r cos(), y = rsin(p), z = z prevedeme dané plochy na tvar r? = (2 — 2)?,
z>2ar?=8—z tedy z = r+2 pro prvni plochu a z = 8 — r? pro druhou plochu.
Celkem je pramét daného télesa do soufadnice ¢ roven intervalu (0, 27), pro dané
wo € (0,27) je potom primét priniku télesa s rovinou ¢ = ¢y do soufadnice r
roven (pro lib ¢p) intervalu (0,2). Pro dané ¢ a (g je pak pramét priniku télesa
s piimkou r = rg, ¢ = (o na soufadnici z roven intervalu (rg + 2,8 — 73). Jakobian

uvazované transformace je J = %7', celkem tedy mtizeme psat

21 2 p8—1?
164/2
Vz/ // Ldzdrdgp: 6\[71
o Jo Jry2 V2 3

8.28.15. Urcete objem télesa leZictho wvnity vdlce y* + 2% = 4, ddle v poloroviné
x> 0 a konecné ohranicencho plochou y? + 2z + 2z = 16.

O

Reseni. Ve vélcovych souradnicich

o 2 8-
/ / / rdzdrde = 287.
o Jo Jo

3. Diferencialni operatory

8.29. Linearni a nelinearni modely. Pojem derivace jsme zavedli, abychom
mohli pracovat s okamzitymi zménami studovanych veli¢in. Ze stejnych divodt
jsme kdysi v tvodni kapitole zavadeéli diference a pravé vztahy mezi hodnotami
veli¢in a zménami téch samych nebo jinych veli¢in vedly k rovnicim. Nejjednodussim
modelem bylo troceni vkladi nebo ptijéek (a totéz pro tzv. Malthusidnsky model
populace). Prirtstek byl imérny hodnoté, viz V ramci spojitého modelovani
by stejny pozadavek vedl na rovnici vztahujici derivaci funkce y'(z) s jeji hodnotou

(8.6) y'(z) =r-y(r)
s konstantou tmeérnosti r. Je snadné uhodnout feseni této rovnosti
y(z) =Ce™

s libovolnou konstantou C'. Tuto konstantu uré¢ime jednoznacné volbou tzv. pocd-
tecni hodnoty yo = y(xo) v néjakém bodé xg. Pokud by ¢ast ristu v nasem modelu
byla ddna konstatnim ptisobenim nezavislém na hodnoté y nebo z (jako jsou napt.
pausalni poplatky za vedeni i¢tu nebo prirozeny tbytek populace t¥eba v disledku
porazek na jatkach), mohli bychom pouzit rovnici s konstantou s na pravé strané

(8.7) y'(z) =71 y(z)+s.
Zjevné bude FeSenim této rovnice funkce
y(e) = Cer™ -2

7".
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K tomuto zavéru je velice lehké dojit, pokud si uvédomime, Ze mnozinou véech
FeSeni rovnice je jednorozmérny vektorovy prostor, zatimco FeSeni rovnice
se obdrzi pri¢tenim kteréhokoliv jednoho jejiho fesSeni ke vSem feSenim piedchozi
rovnice. Lze pak snadno najit konstantni feseni y(x) = k pro k = —2.

Podobné se ndm v odstavci podarilo vytvorit tzv. logisticky model popu-
la¢niho rtstu zaloZeny na predpokladu, Ze pomér zmény velikosti populace p(n +
1) — p(n) a jeji velikosti p(n) je v afinni zavislosti na samotné velikosti populace.
Nyni bychom tentyz vztah pro spojity model patrné formulovali pro populaci p(t)
zavislou na case t jako

(8:8) P =p(t) (~p®) +7),

tj. pti hodnoté p(t) = K pro velkou konstantu K je ptiristek nulovy, zatimco pro
p(t) blizké nule je pomér rychlosti rustu populace k jeji velikosti blizky 7, coz je
malé ¢islo v fadu setin vyjadiujici rychlost riistu populace za dobrych podminek.

Neni jisté snadné vyfesit bez znalosti teorie takovou rovnici (i kdyz pravé tento
typ rovnic zanedlouho zvlddneme), nicméné jako cviceni lze jisté ovéfit, ze nésle-
dujici funkce fesenim pro kazdou konstantu C' je

(t)fL
P =T CK et

1001 [ 1007
801 801
601 601
y ] ]
40 40
201 201
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

Srovnanim cerveného grafu (levy obrazek) této funkce s volbou K = 100, r =
0,05 a C =1 (prvni dvé jsme takto pouzili v posledni odpovida piiblizné
pocéate¢ni hodnoté p(0) = 1) s pravym obrdzkem (FeSeni diferen¢ni rovnice z
vidime, ze skute¢né oba pristupy k modelovani populaci dévaji docela podobné
vysledky. Pro srovnani vystupu je také do levého obrazku zelené vkreslen graf feseni
rovnice s touz konstantou r a poc¢atecni podminkou.

8.30. Diferencilni rovnice prvniho fadu. Obecné rozumime (obyéejnou) di-
ferencialni rovnici prvniho fddu vztah mezi derivaci funkce y'(z) v proménné x, jeji
hodnotou y(x) a samotnou proménnou, ktery lze zapsat jako

F(y,(l’),y($),l’) =0

néjakou pevnou funkci F, ktera kazdé trojici redlnych ¢isel prifadi jedno realné ¢islo.
Zépis pripomind implicitné zadané funkce y(x), nicméné navic je tu zavislost na
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derivaci hledané funkce y(z). Pokud je alespoii rovnice explicitné vyfesena vzhledem
k derivaci, tj.
y'(z) = f(z,y(2)),

muzeme si dobie graficky predstavit, co takova rovnice zadava. Pro kazdou hodnotu
(x,y) v roviné si totiz muZzeme pfedstavit Sipku udavajici vektor (1, f(z,v)), tj.
rychlost se kterou nam rovnice grafu feSeni prikazuje pohybovat se rovinou. Napf.
pro rovnici (8.8)) dostaneme takovyto obrazek (i s vynesenym feSenim pro pocatecéni
hodnotu jako vyse).

=
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Intuitivné lze na zakladé takovych obrazki ocekavat, ze pro kazdou pocatecéni
podminku bude existovat pravé jedno feseni nasi rovnice. Takové tvrzeni skutecné
plati pro vSechny rozumné funkce f, my si vysledek sformulujeme pro dosti velkou
tfidu rovnic takto:

Véta (O existenci a jednoznacnosti feseni ODE). Necht funkce f(z,y) : R> — R
md spojité parcidlni derivace. Pak pro kazdy bod (x9,vo) € R? existuje interval
[xo — a,z0 + a], s a € R kladngm, a prdvé jedna funkce y(x) : R — R, ktera je
resenim rovnice

y'(z) = f(z,y(2)).
DUKAZ. VSimnéme si, ze funkce y(x) je feSenim nasi rovnice tehdy a jen tehdy, kdyz
@ =+ [ y@di=w+ [ fay)ds
xQ zo
Prava strana tohoto vyrazu je ovSem, az na konstantu, integrdlni operator
L)@ =+ | foy@)do
o
a pri feSeni diferencialni rovnice vlastné hleddme pevny bod pro tento operator L, tj. chceme
najit funkei y = y(z) s L(y) = y.
Pro operator L mizeme docela lehce odhadnout, jak se lisi jeho hodnoty L(y) a L(z) pro

rizné argumenty y(x) a z(x). Skuteénég, diky spojitosti parcialnich derivaci funkce f (ve skute¢-
nosti vyuZzivdme pouze tzv. Lipschitzovy podminky pro parcidlni derivaci podle y) dostdvame,
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viz 77

[(L(y) = L(2))(2)| =

/ " fay(@) - fla2(x)) do
< / (@) — f =) da
<o / " y(@) - 2(2)| de

< D|x — zo|dz
pro vhodné konstanty C' a D. Pro a dostate¢né malé proto bude platit

SUP|; g |<a [L(Y)(2) — L(2)(2)| < sUP|,_p1<a y(2) — 2(2)]-

Takovymto operatoriim se fika kontrakce.
Dokoncit — poznamka o vété o kontrakci... 77777777 O

8.31. Rovnice se separovanymi proménnymi. Uzitenym typem rovnic, pro
ktery méame elementarni postup k feSeni jsou tzv. rovnice se separovanymi promén-
nyms:

(8.9) y'(x) = f(z) - g9(y(x))

pro dvé dostatecné hladké funkce jedné realné proménné f a g. Obecné feseni tu
Ize ziskat integraci, tj. nalezenim primitivnich funkci

G = [ @)= [ 1@

9(y)’

Pak totiz spo¢tenim funkce y(x) z implicitné zadaného vztahu F'(z)+C = G(y) s li-
bovolnou konstantou C vede k FeSeni, protoze derivovanim této rovnosti (s pouzitim

pravidla pro derivovani slozené funkce G(y(z)) dostaneme skuteéné ﬁ Y (z) =

f(@).

Jako ptiklad najdéme feseni rovnice
y'(z) =z y(a).

Pfmym vypoétem dostaneme In |y(z)| = 322 + C. Odtud to vypada (alespon pro
kladnd y) na

y(gj) = e%w2+C =D. 6%12,

kde D je nyni libovolna kladna konstanta. Zastavme se ale pozornéji u vysledné
formule a znamének. Konstantni feseni y(z) = 0 vyhovuje nasi rovnici také a pro
zapornda y muzeme pouzit stejné feseni s zapornymi konstantami D. Ve skutecnosti
muze byt konstanta D jakakoliv a nasli jsme feSeni vyhovujici jakékoliv pocatecni
hodnoté.
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da rychlosti 2m3/s
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1422
8.31.2. Cisticka vody o objemu 2000 m? byla znecisténa olovem, které se nach

142

dx

dy
tvi 10 g/m3. Do ¢isticky pritékd

a stejnou rychlosti i vytekd. Za jak dlouho poklesne obsah olova ve vod

v

.

€V Nt v mnozs

v

Zato umime stejnym postupem vyftesit nelinearni model z pfedchoziho odstavce,

ktera popisovala logisticky model populace. Zkuste si jako cviceni.
Reseni. y = 1““’_*& . (pouzijte souctového vzorce pro tangens).

8.31.1. Vyreste diferencidlni rovnici pro funkci y = y(x)

ve vod
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pod 10 ug/m? (coZ je hygienickd norma pro obsah olova v pitné vodé podle smér-
nice Evropského spolecenstvi), predpokladame-li, Ze voda je neustdle rovnomérné
promichavdna?

Reseni. Oznaéme objem vody v nadrzi jako V (m?), rychlost vytékani vody jako v
(m3/s). Za infinitezimélni (nekone¢né malou) ¢asovou jednotku dt vytece z nddrze
¥ - vdt grami olova, pro zménu hmotnosti mnozstvi olova v ¢isti¢ce tedy miizeme
sestavit diferencialni rovnici

m
dm = —— - vdt.
\%
Separaci proménnych dostavame rovnici
dm v
— = ——dt,
m \%

integraci obou stran rovnice a odlogaritmovanim dostaneme feseni ve tvaru m(t) =
moe~ v, kde my je mnozstvi olova v nadrzi v ¢ase t = 0. Po dosazeni ¢iselnych
hodnot zjistime, ze t = 6 h 35 min. O

8.31.3. Rychlost sireni zpravy v populaci o P lidech je primo umeérnd poctu lidi,
kteri zprdvu jesté meslyseli. Urcete funkci f popisujici pocet lidi v case, kteri jiz
zpravu slyseli. Je vhodné tento model $itent zprdvy pouZivat pro mald nebo velkd
p?

Reseni. Sestavime diferencialni rovnici pro f. Rychlost &ifeni zpravy % = f'(t)
mé byt pfimo tmérnd poctu lidi, kteff o ni jesté neslyseli, tedy hodnoté P — f(t).
Celkem of

)]
Separaci proménnych a zavedenim konstanty K (pocet lidi, ktefi znaji zpréavu v
¢ase t = 0 musi byt P — K) dostavame FeSeni

ft)y=P— Ke ™™,
kde k je kladna realna konstanta.

Tento model ma zrejmé smysl jen pro velka P. O
8.31.4. Rychlost, kterou se $iTi epidemie v dan€ uzavrené populaci o P lidech je
primo umérnd soucinu poctu lidi, kteri jsou nakaZeni, a poctu lidi, kteri jsou jesté
nenakazeni. Urcete funkci f(t) popisugici pocet nakaZengch v case.

Jako v prechozim ptikladé sestavime diferencidlni rovnici

Reseni.
daf
L=k ) (P (1)
Opét separaci proménnych a zavedenim vhodnych konstant K a L dostavame
K
)= —— .
f( ) 1 _|_ Le_Kkt

O

8.31.5. Rychlost, kterou se rozpadd dany izotop daného prvku, je primo umérnd
mnoZstvi dancho izotopu. Polocas rozpadu izotopu Plutonia, 23° Pu, je 24 100 let.
Za jak dlouho ubude setina z nukledrni pumy, jejiz aktivni sloZkou je zminovany
izotop?
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Reseni. Oznaéime-li mnozstvi Plutonia jako m, tak pro rychlost rozkladu mtzeme

napsat diferencialni rovnici

dm .

a0
kde k je néjaka neznama konstanta. ReSenim je tedy funkce m(t) = moe™**. Dosa-
zenim do rovnice pro polocas rozpadu (e_k't = %) ziskdme konstantu k = 2, 88-10°.

Hledany cas je pak priblizné 349 let. O

8.31.6. Zmeéna rychlosti predmétu padajictho v konstantnim gravitacnim poli v pro-
stredi s jistym odporem je dana vztahem:

% =g~ kv,
kde k je konstanta udavajict odpor prostredi. Byl vypusten predmét pohybujici se po-
édteénd rychlosti 5ms~1 v gravitacnim poli g = 10ms—2, konstanta odporu prostredi
je k= 0.55"1. Jakd bude rychlost predmétu za 3 vteriny?

Reseni.
v =

RIS
|
—
NS
|
<
[=)
N~—
®
=
T

po dosazeni v(3) = 20 — 15¢~ 2ms L. O

8.31.7. 1. Rychost ndriustu populace odmocninoveého brouka je meprimo umeérnd
jejgi velikosti. 'V case t = 0 citala populace 100 brouki. Za meésic se populace zdvoj-
ndsobila. Jak bude populace velkd za dva mésice?

Reseni. Uvazujme spojitou aproximaci po¢tu broukti a ozna¢me jejich pocet P.
Pak mtizeme sestavit nasledujici rovnici:

Pk

dt P’
P = /Kt + c. Dopoétenim ze zadanych hodnot P(2) = /7 - 100, coz je odhad
skutecného mnozstvi broukt (coz musi byt ptirozené ¢islo). (]

8.32. Systémy obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu. Na feSeni
rovnice y'(z) = f(z,y) lze také pohliZet jako na hledani (parametrizované) kiivky
(z(t),y(t)) v roving, kde jsme jiz pfedem pevné zvolili parametrizaci proménné
x(t) = t. Pokud ale akceptujeme tento pohled, pak mizeme jednak zapomenout na
tuto pevnou volbu pro jednu proménnou a hlavné pfibrat libovolny pocet promén-
nych.
Napriklad v roviné mizeme psat takovy systém ve tvaru
a'(t) = f(t,x(t),y(t), y'(t)=g(t,2(t),y(t))
se dvémi funkcemi f, g : R — R se spojitymi derivacemi. Obdobné pro vice pro-
ménnych.
Jednoduchym ptikladem v roviné muze slouzit systém rovnic
2'(t) = —y(t), y'(t)=x(t).
Snadno lze uhddnout (nebo aspoii ovéfit), Ze feSenim takového systému je napf.
x(t) = Rcost, y(t) = Rsint

s libovolnou nezapornou konstantou R a kfivky feseni budou pravé parametrizované
kruznice o poloméru R.
Na takové systémy umime primo rozsitit platnost véty o jednoznacnosti a reseni:
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Véta (O existenci a jednoznacnosti FeSeni systémtt ODE). Necht funkce f;(t,x1,...,x,) :

R S R, i =1,...,n vSechny maji spojité parcidlni derivace. Pak pro kazdy bod
(to, 21, - - -, 2n) € R? existuje interval [ty —a,to+al, s a € R kladnym, a prdvé jedna
funkce y(t) : R — R"™, kterd je feSenim systému rovnic

2 (z) = filt,z1(t), ... w0 (), ... 2 (2) = fult,z1(t), ..., 20(x))

s pocdtecni podminkou

xl(to) == Z1y-- .,xn(to) = Zn-

DUKAZ. Dukaz je skoro identicky s diilkazem existence a jednoznaénosti pro jednu rovnici
s jednou neznamou funkci, viz Véta Nezndma funkce y = (z1(t),...,zn(t)) je kfivkou
v R™ vyhovujici nejen zadané rovnici ale také jsou jeji komponenty opét vyjadfitelné pomoci
integrald
t t
wi(t) =aito) + [ alltydt =0+ [ filty(e) de
to to
Opét tedy pracujeme s integrdlnim operatorem y — L(y), tentokrat definovanym na k¥ivkach
v R™ a hleddme jeho pevny bod. Protoze je euklidovska vzdéalenost dvou bodi v R™ vzdy shora
odhadnuta souétem velikosti rozdilil jednotlivych komponent, ditkaz se dokondi stejné jako v
pripadé [8:30] Je pouze zapotrebi si povSimnout, e velikost vektoru

1ft 21, 2n) = &y, yn)l
je odhadnuta shora sou¢tem

Hf(t,zl,...,zn) _f(tvth?”-vzn)H +"'+||f(t7y17"'7y’ﬂ*17zn)_f(t’ylv"'vyn)”'
O

vvvvv A

Jako o néco slozitgjsi priklad systému rovnic prvniho faddu si uvedme klasicky
populacni model ,,dravec — korist“, ktery zavedli ve dvacatych létech minulého sto-
leti panové Lotka a Volterra.

Ozna¢me z(t) vyvoj poc¢tu jedinct v populaci kofisti a y(t) totéz pro dravce.
Piepokladdme, ze piirtstek kofisti by se ¥idil Malthusidnskym modelem (tj. expo-
nencidlni riist), kdyby nebyli loveni. U dravce naopak oc¢ekdvame, ze by bez kofisti
pouze prirozené vymiral (tj. exponencidlni pokles stavi). Pfitom ale je$té musime
uvazit interakci dravce s koristi, kterou ocekdvame pfimo timérnou poctu obou.
Dostavame tak tzv. Lotka—Volterra model

'(t) = ax(t) — By(t)=(t)
Y (t) = —7y(t) + 3Ba(Dy(t)
kde koeficient § vyjadiuje efektivitu riastu populace dravea v dasledku lovu.
Tento model je krasnym prikladem pro studium stability ¢i nestability feseni v

dtisledku volby pocatecnich hodnot, nebudeme zde vSak zachézet do podrobnosti.
O tomto a podobnych modelech lze nalézt nepfeberné mnozstvi literatury.

8.33. Rovnice vysSich fadu. Obycejnou diferencialni rovnici fadu k (vyfFeSenou
vzhledek k nejvyssi derivaci) rozumime rovnici

y®P (@) = fla,y(@), 9 (@), ..,y" (@),
kde f je zndmé funkce v k + 1 proménnych, x je nezivisle proménna a y(x) je
neznama funkce v jedné proménné.
Ukazeme, ze takova rovnice je vzdy ekvivalentni systému k rovnic prvniho radu:
Zavedeme nové nezndmé funkce v proménné x takto: yo(z) = y(x), y1(z) = yj(x),
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ooy Yk—1(x) = yj._o. Nyni je funkce y(x) feSenim nasi pivodni rovnice tehdy a jen
tehdy, kdyz je prvni komponentou feseni systému rovnic

Yo(z) = y1(x)
y1(z) = y2(2)

Yn—2(2) = yn-1(x)
y;fl(ﬂf) = f(xa y0($)7 Y1 (ZE)7 s :yn—l(l’))-
Primym disledkem Véty je proto nasledujici

Véta (O existenci a jednoznacnosti feseni ODE). Necht funkce f(z,yo,...,Yk—1):
R+ — R, md spojité parcidlni derivace. Pak pro kaZdy bod (o, 20, - . ., 21—1) € R?
existuje interval [xo — a, o+ a|, s a € R kladngm, a prdvé jedna funkce y(x) : R —
R™, kterd je rovnice

y (@) = fla,y(2), v (2),...,y* D(2))

s pocdtecni podminkou

y(wo) = 20, -, Yk—1(%0) = 2x—1.

Vidime tedy, ze pro jednoznacné zadani feSeni obycejné diferencialni rovnice k—
tého fadu musime zadat v jednom bodé hodnotu a prvnich k — 1 derivaci vysledné
funkce.

8.34. Linearni diferencialni rovnice. JiZ jsme pfemysleli o operaci derivovani
jako o linedrnim zobrazeni z (dostateéné) hladkych funkei do funkei. Pokud derivace
( d%)j jednotlivych fada j vynasobime pevnymi funkcemi a;(z) a vyrazy seCteme,
dostaneme tzv. linedrni diferencidlni operdtor:

y(@) = D(y)(z) = ax(2)y™ (@) + - + ar(2)y' (2) + aoy(x).

Resit piislusnou homogenni linedrni diferencidlni rovnici pak znamena najit funkci
y splitujici D(y) = 0, tj. obrazem je identicky nulova funkce.

Ze samotné definice je zfejmé, Ze soucet dvou feSeni bude opét feSenim, protoze
pro libovolné funkce y; a yo plati

D(y1 + y2)(x) = D(y1)(2) + D(y2)().

Obdobné je také konstantni nasobek FeSeni opét feSenim. Celd mmnozina vSech
feSeni linearni diferencialni rovnice k-tého fadu je tedy vektorovym prostorem. Pfi-
mou aplikaci piedchozi véty o jednoznacnosti a existenci feSeni rovnic dostavame:

Dusledek. Vektorovy prostor vsech feseni homogenni linedrni diferencidlni rovnice
k—tého rddu je vZdy dimenze k. Proto muZeme vZdy Teseni zadat jako linedrni kom-
binaci libovolné mnoziny k linedrné nezdvislych teseni. Takovd TeSent jsou zaddna
jednoznacné linedrné nezdvislymi poédtecnimi podminkami na hodnotu funkce y(x)
jejich prunich (k — 1) derivaci.
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8.35. Tlumeny oscilator. Zkusme si popsat jednoduchy model pro pohyb néja-
kého télesa upnutého k jednomu bodu silnou pruzinou. Je-li y(t) vychylka naseho
télesa od bodu yg = y(0) = 0, pak lze uvazovat, ze zrychleni y”(t) v ¢ase t bude
amérné velikosti vychylky, avsak s opa¢nym znaménkem. Dostavame tedy tzv. rov-
nici oscilatoru

y'(t) = —y(t).
Tato rovnice odpovida systému rovnic

a'(t) = —y(t), y'(t) =x(t)
z Resenim takového systému je
x(t) = Reos(t —7), y(t) = Rsin(t — 1)

s libovolnou nezapornou konstantou R, kterd urc¢uje maximalni amplitudu, a kon-
stantou 7, ktera urcuje fazovy posun.

Pro urceni jednoznac¢ného feseni potiebujeme proto znat nejen pocatecni po-
lohu yo, nybrz také rychlost pohybu v tomto okamziku. Témito dvéma tidaji bude
urcena jak amplituda tak fazovy posun jednoznacné.

Predstavme si navic, ze vlivem vlastnosti materidlu pruziny bude jesté doda-
tecné pusobit sila, kterd bude imérna okamzité rychlosti pohybu naseho objektu,
opét se znaménkem opacnym nez je amplituda. To vyjadiime dodatecnym ¢lenem
s prvni derivaci a nase rovnice je

y'(t) = —y(t) — ay/(t),
kde « je konstanta, kterd vyjadiuje velikost tlumeni. Na néasledujicim obrazku jsou
vyneseny tzv. fazové diagramy pro feSeni s dvémi riznymi pocateénimi podminkami
a to nalevo pfi nulovém tlumeni, zatimco napravo je pouzit koeficient o = 0.3

Tlumene oscilace Tlumene oscilace

Samotné oscilace jsou vyjadieny hodnotami na ose y, hodnoty = zobrazuji rych-
lost pohybu.

8.36. Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty. To vSe jisté
pfipominé situaci s homogennimi linedrnimi diferenénimi rovnicemi, se kterymi
jsme se potykali v odstavci treti kapitoly. Analogie jde i dale v okamziku, kdy
jsou vSechny koeficienty a; diferencidlniho operatoru D konstantni. Uz jsme vidéli u
takové rovnice prvniho radu , ze Tesenim je exponenciala s vhodnou konstantou
u argumentu. Stejné jako u diferen¢nich rovnic se podbizi vyzkouset, zda takovy
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Az

tvar FeSeni y(x) = e** s nezndmym parametrem A\ muZe splnit rovnici k—tého fadu.

Dosazenim dostaneme
D(e) = (arA* + ap_ A1+ agh + ag()) e

Parametr )\ tedy vede na feSeni linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi ko-
eficienty tehdy a jen tehdy, kdyz je A kofenem tzv. charakteristického polynomu
agA*® 4+ - -+ a1\ + ap. Pokud mé tento polynom k rizngch kofentl, dostdvame bazi
celého vektorového prostoru feSeni. Pokud je A nasobny kofen, pfimym vypoctem
s vyuzitim toho, Ze je pak také korenem derivace charakteristického polynomu, do-
staneme, Ze je feSenim i funkce x e’®. Podobné pak pro vyssi ndsobnost ¢ dostavame
¢ riiznych feseni e*, x e, ... xfel?.

U obecné linearni diferencialni rovnice predepisujeme nenulovou hodnotu dife-
rencidlniho operatoru D. Opét uplné analogicky k tivahdm o systémech linearnich
rovnic nebo u linedrnich diferen¢nich rovnic pfimo vidime, Ze obecné feSeni takovéto
(nehomogenni) rovnice

D(y)(z) = b(x)
pro néjakou pevné zadanou funkci b(x) je souétem jednoho jakéhokoliv FeSeni této
rovnice a mnoZziny vech moznych FeSeni pfislusné homogenni rovnice D(y)(z) = 0.
Cely prostor feseni je tedy op&t pékny koneénérozmérny afinni prostor, byt ukryty
v obrovském prostoru funkci.

8.37. Piiklady.

8.37.1. 1. Urcete obecné resent rovnice

y' 43y + 2y =e %",

Reseni. Nejprve vyfesime zhomogenizovanou rovnici
y"'+ 3y +2y=0.
Jeji charakteristicky polynom je
2?2 +3r+2=(x+1)(x+2),
s kofeny x1 = —1 a x5 = —2. Obecné feseni zhomogenizované rovnice je tedy
cre”" + cpe 2,

kde c1, co jsou libovolné redlné konstanty.
Nyni metodou neurcitych koeficienti nalezneme (néjaké) partikuldrni feseni
ptvodni nehomogenni rovnice. Podle tvaru nehomogenity a protole —2 je kofenem

charakteristického polynomu dané rovnice hledame feseni ve tvaru yo = azxe 2%,
kde a € R.
Dosazenim do ptivodni rovnice obdrzime
a[—4e™%" 4 dae " 4 3(e 2 — 2272 + 2we” H] = 727,
odkud a = —1. Partikularnim feSenim dané rovnice je tedy funkce —ze =2, obecnym
fesenim potom prostor funkci cie™® + cae™ 2% — ze ™%, ¢1,c0 € R. O

8.37.2. Urcete obecné 1eseni rovnice

1

y'+y' =1



3. DIFERENCIALNI OPERATORY 285

Reseni. Charakteristicky polynom dané rovnice je 22 4 z s kofeny 0 a —1, obecné
feSeni zhomogenizované rovnice je tedy c¢; + coe™", kde ¢1,co € R.

Partikularni feseni hledame ve tvaru ax, a € R. Po dosazeni do ptivodni rovnice
dostavame a = 1. Obecné feSeni dané nehomogenni rovnice je c¢; + coe™* + x,
c1,c9 € R. U

8.37.3. Urcete obecné resent rovnice

y" + 5y + 6y = e 2%,

Reseni. Charakteristicky polynom rovnice je 22 + 5z + 6 = (x + 2)(x + 3), jeho
kofeny jsou —2 a —3, obecné feseni zhomogenizované rovnice je tedy cie™2* +
c2e 3% ¢y, cy € R. Partikularni feSeni hleddme metodou neuréitych koeficientt ve
tvaru axe ?*, a € R (-2 je kofenem charakteristického polynomu). Dosazenim
do ptivodni rovnice ziskdme a = 1. Obecné feSeni dané rovnice je tedy cie™2* +
Coe 3T 4 pe— 2T, O

8.37.4. Urcete obecné 1esent rovnice
" ’
Yy —y =5.

Reseni. Charakteristicky polynom je z2 — z s kofeny 1, 0, obecné Feseni zhomo-
genizované rovnice je tedy c; + coe”, kde c1,co € R. Partikularni feseni hleddme
metodou neurcitych koeficientit ve tvaru ax, a € R, dostavame a = —5. Obecné
feseni dané rovnice je tvaru c¢; + coe” — bx. [l

8.37.5. Urcete jedinou funkeiy vyhovujici linedrni diferencidlng rovnici y® +3y" +
3y +y =4 s poddtecnimi podminkami y(0) = 1, y'(0) = 0, y”(0) = 0.

Reseni. Charakteristicky polynom zhomogenizované rovnice je 2® + 322 + 3z +
1= (z+1)® s trojnadsobnym kofenem —1. Obecné feseni zhomogenizované rovnice
je tedy cre™ + cowe™™ + csx?e™?, c1,co,c3 € R. Partikuldrni feSeni hledame ve
tvaru konstanty a dosazenim snadno zjistime, ze jim je konstanta 4. Nyni hledame
takové obecné Feseni dané nehomogenni rovnice, tedy funkei tvaru y,(z) = cie™" +
core ™ + c3x?e™™ + 4, c1, ¢y, c3 € R, které splituje poc¢atecni podminky:
yp(0)=1 = a+4 =1
y,(0)=0 = —c14+c=0
y;,’(O):O = c¢1—2c0+2c3=0

Tato linedrni soustava mé jediné feseni ¢; = —3, co = —3, ¢c3 = —%. Jedinou
funkei spliujici danou diferencialni rovnici s uvedenymi pocateénimi podminkami
je funkce

y(x) = —3e ™ —3ze™* — %I’267E +4.

8.37.6. Urcete jedinou funkci y vyhovujict linearni diferencialni rovnici
y® =3y — 2y = 2¢",
s poédtecnimi podminkami y(0) =0, y'(0) =0, y”(0) = 0.
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Reseni. Charakteristicky polynom je 23 — 3z — 2 s kofeny 2 a dvojnasobnym
kofenem —1, partikularni feSeni hledame ve tvaru ae”, a € R, snadno zjistime ze

je jim funkce f%ex, obecné Teseni dané rovnice je tedy

1% + coe™ 4 care” T — i(zm.

Dosazenim do pocatecnich podminek ziskdme jedninou funkci vyhovujici zadani

2 2x + 5 7:z:+ 1 —x 1 x
—e —e —xe ¥ — —e’.
9 18 3 2

4. Poznamky o numerickych metodach

Kromé tak jednoduchych rovnic, jako jsou ty linearni s konstantnimi koeficienty
se v praxi vétSinou setkdvame s postupy, jak priblizné spocist feSeni rovnice, se
kterou pracujeme.

Uz jsme podobné tvahy délali v§ude tam, kde jsme se zabyvali aproximacemi
polynomech a Fourierovych fadach). S trochou odvahy miizeme také povazovat
diferenc¢ni a diferencidlni rovnice za vzajemné aproximace. V jednom sméru nahra-
zujeme diference diferencidly (napf. u ekonomickych nebo popula¢nich modelt), ve
druhém pak naopak.

Zastavime se na chvilku u nahrazovani derivaci diferencemi. Nejdiive si vSak
zavedeme obvyklé znaceni pro zapis odhadi chyb.

8.38. Odhady ,,velké O%“. Pro funkci f(z) v proménné x fekneme, Ze je v okoli
hromadného bodu zy svého defini¢niho oboru #didu velikosti O(p(x)) pro néjakou
funkci ¢(x), jestlize existuje okoli U bodu ¢ a konstanta C' takova, ze

[f(@)] < C o)

pro vSechny x € U. Limitni bod x¢ byva ¢asto i nevlastni hodnota +oco.

Nejobvyklejsi piiklady jsou O(zP) pro polynomidlni 7dd velikosti a to v nule
nebo v nekoneénu, O(lnz) pro logaritmicky 7dd velikosti v nekone¢nu atd. Vsim-
néme si, ze logaritmicky fad velikosti nezavisi na volbé zakladu.

Dobrym prikladem je aproximace funkce jejim Taylorovym polynomem fadu k
v bodé xy. Taylorova véta pro funkce jedné proménné rika, ze chyba této aproximace
je O(hF*+1), kde h je piirfistek argumentu z — x¢ = h.

Podobné tvahy jsme délali i u Fourierovych fad.

8.39. Eulerova metoda. V pripadé obycejnych diferencidlnich rovnic je nejjed-
nodussim schématem aproximace tzv. Eulerovymi polygony. Budeme ji prezentovat
pro jednu obyé&ejnou rovnici s jednou nezavislou a jednou zavislou veli¢inou. Uplné
stejné ale funguje pro systémy rovnic, kdyz skalarni veli¢iny a jejich derivace v case
t nahradime vektory zavislé na casu a jejich derivacemi.

Uvazujme tedy opét rovnici (pro jednoduchost a bez ijmy na obecnosti prvniho
fadu)

y'(t) = f(t.y(t)).

Oznac¢me si diskrétni pfirtstek ¢asu h, tj. t, = to + nh, a y, = y(t,). Z Taylorovy
véty (se zbytkem druhého faddu) a nasi rovnice vyplyva, ze

Yn+1l = Yn + y/(tn)h + O(h2) =Yn+ f(tna yn)h + O(hz)
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Jestlize tedy od tg do t,, udélame n takovych kroku o priristek h, bude ocekavany
odhad celkové chyby vyplyvajici z lokdlnich nepfesnosti nasi linedrni aproximace
nejvyse hO(h?), tj. chyba bude v fadu velikosti O(h). Ve skute¢nosti vstupuji pii
vypoctu do hry jesté zaokrouhlovaci chyby.

Pfi numerickém feSeni Eulerovou metodou postupujeme tak, ze za priblizné
feSeni povazujeme po ¢astech linearni polygon definovany vyse.






KAPITOLA 9

Kombinatorické metody

ze tak casto myslime radéji v obrdzcich?
- ano, ale spocist zvladneme jen diskrétni véci ...

V této kapitole se vratime k problémim, ve kterych jde o vzdjemné vztahy nebo
vlastnosti kone¢nych mnozin objektt. Tzv. kombinatorické tilohy jsme naznadili jiz
v druhé ¢asti prvni kapitoly a zavedly nés také k rekurencim v ¢asti nasledujici.
Ctendr si jisté ulehéi dalsi praci pfipomenutim odstavet

1. Grafy a algoritmy
Zacneme dvéma piiklady docela typickych kombinatorickych postupt:

9.1. Dva priklady. Na vecirku se néktefi navstévnici po dvojicich znaji a jiné
dvojice se naopak neznaji. Kolik lidi musime pozvat, abychom zarucili, ze se alespon
tf hosté budou bud navzajem znéat nebo neznat?

Situace, jako je tato si umime dobfe predstavit pomoci obrazku. Puntiky nam
predstavi jednotlivé hosty, plnou ¢arou spojime ty dvojice, které se znaji, ¢arko-
vanou ty ostatni. Nase tvrzeni pak zni: pfi jakém poctu puntikti vzdy nejdeme
trojuhelnik, jehoZ strany jsou bud vSechny plné nebo vSechny ¢arkované?

¢’ |

Na levém obrazku se ¢tyrmi puntiky takovy trojihelnik neni, uprostied je.
Snadno ovérime, ze jej najdeme vzdy, kdyz pocet hostt bude alespon pét:

Skutecné, mame-li vecirek s n hosty, bude z kazdého puntiku vychazet n — 1
car. Pfi n > 5 budou jist¢ bud aspon tii plné nebo aspon tii ¢arkované. Situace
je znazornéna na pravém obrazku. Ve zobrazeném kousku celé situace se sledovany
host se tfemi jinymi znd, zbylé puntiky jsou spojeny ¢arkované — to by znamenalo,
7ze mame trojihelnik hosti, ktefi se neznaji. Pokud by se ale jedna dvojice z nich
znala, vznikl by naopak trojuhelnik hostt, ktefi se znaji.

Nyni predpokladejme, ze mame krabicku, ktera pozira jeden bit za druhym
(tfeba podle toho, jestli dvefmi zrovna proSel muz nebo Zena — jednicka necht
oznaCuje tieba Zenu), a m4 svitit bud modfe nebo ¢ervené podle toho, zda byl

289
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posledni bit nula nebo jednicka (a bodle barvy svétla tedy mtizeme tedy poznat,
zda je za dvefmi muz nebo zena). Opét si schéma mizeme pékné zndzornit:

S [re) )
- 1 o

0 BLUE 0

Tteti uzel, ze kterého pouze vychazi dvé Sipky naznacuje start pred prvnim
zaslanym bitem.

9.2. Zakladni pojmy grafu. V obou ptikladech mame spole¢né schéma. Mame
néjakou kone¢nou mnozinu objekti, kterou si znazornujeme jako uzly a jejich vlast-
nosti, které znazornujeme spojnicemi mezi nimi. Uz dédvno vime, ze takové situace
umime popisovat pomoci tzv. relaci, viz. text zacinajici odstavcem [1.43| v Sesté
Casti prvni kapitoly. Treba ¢tenafe neodstrasi ukazka, jak se jednoduchym vécem
da slozité fikat: V nasem prvnim piikladu pracujeme na stejné mnoziné hostu se
dvémi komplementarnimi symetrickymi a antireflexnimi relacemi, ve druhém pak
jde o priklad dvou antisymetrickych relaci na tfech prvcich.

My ted ale mtZzeme na relace pozapomnét a budeme pracovat s terminologii
odpovidajici nasim obrazkim. Nenechte se zmast novym vyznamem slova graf, pro
ktery jsme jiz méli vyznam u funkci. Ve skute¢nosti neni vécnd podobnost az tak
vzdalena.

Definice. Grafem G = (V, E) rozumime mnozinu V jeho vrcholid spolu s podmno-
Zinou E mnoziny (‘2/) vSech dvouprvkovych podmnozin ve V. Prvkim E fikdme
hrany grafu. Vrcholim ve hrané e = {v,w}, v # w, fikdme hranicni vrcholy hrany
e. O hranach, které maji dany vrchol v za hrani¢ni fikdme, Ze z vrcholu v vychdzeji.

Orientovangm grafem G = (V,E) rozumime mnozinu V jeho vrcholi spolu
s podmnozinou £ C V x V. Prvnimu z vrcholi definujicich hranu e = (v, w)
tikdme pocdtecni vrchol hrany, druhému pak koncovy vrchol. Hrana e vychdzi ze
svého pocatecniho vrcholu a wvchdzi do koncového. U orientovanych hran mohou
byt koncovy a pocatecni vrchol totozny, hovorime pak o smycce.

Sousedni hrany grafu jsou ty, které sdili hrani¢ni vrchol, u sousednich hran
orientovaného grafu musi byt vrchol pro jednu koncovy a pro druhou pocatecéni.
Naopak, sousedni vrcholy jsou ty, které jsou hrani¢nimi pro tutéz hranu.

Grafy jsou mimofadné dobrym jazykem pro premysleni o postupech a odvo-
zovani vztaht tykajicich kone¢nych mnozin objektt. Jsou totiz péknym prikladem
kompromisu mezi pfirozenym sklonem k ,pfemyslenim v obrazcich“ a pfesnym ma-
tematickym vyjadfovanim. Obecny jazyk teorie grafi ndm v konkrétnich tlohéach
také umoznuje pfidévat informace o vrcholech nebo hranach. MuZeme tak napf.
wobarvit“ vrcholy podle pfislusnosti objektt k nékolika disjunktnim skupinam nebo
muzeme oznacit hrany nékolika riznymi hodnotami apod. Existence hrany mezi vr-
choly rtznych barev muze naznacit ,konflikt“. Napt. kdyz modré a ¢ervené uzly
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predstavuji panskou a damskou ¢ast vecirku, pak hrana mezi vrcholy raznych ba-
rev mize znamenat potencidlni nevhodnost sdileni pokoje pro prenocovani. Nas
prvni priklad v pfedchozim odstavci muzeme tedy chapat jako graf s obarvenymi
hranami. Dokdzané tvrzeni v této fe¢i zni: V grafu K, = (V, (‘2/)) s n vrcholy a se
vsemi moznymi hranami obarvenymi na dvé barvy je vZdy alespor jeden trojuhelnik
2z hran o stejné barve, pokud je pocet vrcholi alespor Sest.

Vy8e znazornény orientovany graf s oznacenymi hranami (hodnotami nula nebo
jedna) predstavuje jednoduchy koneéng automat. Tento ndzev odrazi predstavu, ze
graf popisuje proces, ktery se vzdy nachazi ve stavu popsanym nékterym z uzli a
dalsi stav nastane procesem, odpovidajicim jedn z hran, které z vrcholu vychazi.
Teorii koneénych automatt se zde nebudeme podrobnéji zabyvat.

9.3. Priklady uziteénych jednoduchych grafi. Nejjednodussim grafem je graf
bez hran, pro ten si ale ani nebudeme zavadét zvlastni oznaceni.

Opacny extrém je naopak uziteény a grafu se vSemi moznymi hranami fikdme
Uplnyg graf. Zna¢ime symbolem K, kde n je pocet vrchola grafu. Graf Ky a Kj
jsme jiz vidéli, K3 je trojuhelnik, K> je tisecka.

Dalsim dilezitym grafem je cesta, tj. graf, kde existuje usporadani vrcholt
(vo,...,vy) takové, ze E = {ey,...,e,}, kde ¢; = {v;_1,v;}, pro vSechny i =
1,...,n. Hovofime o cesté délky n a znacime ji P,,. Pokud cestu upravime tak, zZe
posledni a prvni vrchol splyvaji, dostaneme kruznici délky n a znacime Cp. Na
dalsim obrazku vidime K3 = C3, C5 a Ps

AN OVl

Dalsim piikladem je tzv. Gplny bipartitni graf, ktery vznikne tak, Ze vrcholy si
obarvime dvémi barvami a pak pfidame vSechny hrany, které spoji vrcholy riznych
barev. Znac¢ime jej K, ,,, kde m a n jsou pocéty vrcholi s jednotlivymi barvami. Na
obrazku je vidét K173, K273 a K373.

VoW M

Dobrym prikladem grafu je také tzv. hyperkostka H,, v dimenzi n, ktera vznikne
tak, ze vrcholy jsou vSechna ¢isla 0,...,2" — 1. Hrany spoji pravé ta cisla, ktera
se v zapisu v dvojkové soustaveé lisi v pravé jednom bitu. Na obrazku nize je Hy a
popis vrcholi je naznacen.

Vsimnéme si, Ze pfimo z definice vyplyva, Ze hyperkostku v dané dimenzi vzdy
cky dostaneme tak, ze vhodné spojime hranami dvé hyperkostky o jednu dimenzi
mensi. Na obrazku je to naznaceno tak, ze ptislusné hrany mezi dvémi disjunktnimi
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kopiemi Hj jsou ¢arkované. Samoziejmé ale muzeme timto zpisobem rozlozit H,
mnoha rtznymi zpisoby.

1110 1111

0000 0001

Posledni dva priklady jsou tzv. cyklicky Zebrik C'L,, s 2n vrcholy, ktery je slozen
propojenim dvou kopii kruznice C,, tak, ze hrany spoji odpovidajici vrcholy dle
poradi a tzv. Petersentv graf, ktery je sice docela podobny C'Ls, ale ve skutecnosti
je to nejjednodusi ,,vyvrace¢ nespravnych uvah“ — graf, na némz se vyplati testovat
tvrzeni, nez je zacneme dokazovat.

priLY

9.4. Morfismy grafti a podgrafy. Jako u vSech matematickych pojmii, kli¢ovou
roli hraji zobrazeni mezi objekty, ktera zachovavaji uvazovanou strukturu.

Definice. Pro grafy grafy G = (V,E) a G’ = (V', E’) budeme za morfismus f :
G — @ povazovat zobrazeni fiy : V — V'’ mezi mnozinami vrcholt takové, ze je-li
e = {v,w} hrana v E, pak ¢/ = {f(v), f(w)} musi byt hranou v E’. V daldim textu
nebudeme ve znaceni odliSovat morfismus f a zobrazeni fi . Zaroven pak takové
zobrazeni fy urcuje i zobrazeni fr: E — E’, f(e) = ¢/, kde e a €’ jsou jako vySe.

Pro orientované grafy je definice shodn4, jen pracujeme s usporadanymi dvoji-
cemi e = (v, w) v roli hran.

Vsimnéme si, ze u grafi tato definice znamend, ze pokud f(v) = f(w) pro
dva rtizné vrcholy ve V| pak mezi nimi nesméla byt hrana. U orientovanych grafi,
takova hrana je pfipustna, pokud je na spole¢ném obrazu smycka.
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Specidlnim pfipadem je morfismus libovolného grafu G do tuplného grafu K,,.
Takovy morfismus je ekvivalentni vybranému obarveni vrcholt grafu V pomoci
m ruznych jmen uzli K, tak, Ze stejné obarvené uzly nejsou spojeny hranou.
Hovofime v tomto pfipadé o barveni grafu pomoci m barev.

V pfipadé, Ze je morfismus f : G — G’ bijekei na vrcholech takovou, ze i f~1
je morfismem, hovorime o izomorfismu graf. Izomorfni grafy se 1isi pouze riznym
pojmenovanim vrchold.

Snadno si budeme umét naértnout az na izomorfismus vSechny grafy na malo
vrcholech (t¥eba t¥ech nebo ¢tyfech). Obecné jde ale o nesmirné slozity kombinato-
ricky problém a i rozhodnuti o konkrétnich dvou danych grafech, zda jsou izomorfni
je obecné mimoradné obtizné.

Jednoduchymi a mimoradné uzitenymi pfiklady morfismi grafi jsou pojmy
cesta, sled a kruznice v grafu:

Cestou délky n v grafu G rozumime morfismus p : P, — G takovy, Ze p je
injektivni zobrazeni (tj. v8echny obrazy vrcholt vy, ...,v, z P, jsou rtzné). Sled
délky n v grafu G je jakykoliv morfismus s : P, — G (tj. v obrazu se mohou
opakovat vrcholy).

Sled si mizeme predstavit jako drahu ,,pfic¢inlivého ale tapajiciho“ poutnika z
uzlu f(vg) do uzlu f, . Poutnik se totiZz v Zddném uzlu nezastavi, ale klidné se po
cesté grafem vraci do uzli nebo i dokonce po hranach, kterymi diive Sel. Cesta je
naopak pruchod grafem z po¢ateéniho uzlu f(vg) do koncového f(vy,,) bez takovych
zbytecnych oklik.

Obrazy cest i sledu jsou prikladem tzv. podgrafi, ne vsak stejnym zptsobem.
Definujme nejprve obecné, co je to podgraf.

Uvazujme graf G = (V, E) a néjakou podmnoziny V' C V. Indukovany podgraf
jegraf G' = (V', E’), kde e € E patii i do E’ pravé, kdyz oba krajni vrcholy hrany
e patii do V'. Podgraf G' = (V,E’) je takovy graf, ktery mé stejnou mnozinu
vrcholti jako G, ale jeho mnozina hran E’ je libovolnou podmnozinou. Obecné
miiZeme pro konstrukci podgrafu pouzit oba procesy — napfed zvolime V' C V a
pak v indukovaném podgrafu vybereme cilovou mnozinu hran E’. Uplné formalné
tedy dostavame:

Definice. Graf G’ = (V', E’) je podgrafem v grafu G = (V, E), jestlize V' C V,
E' CE.

Snadno je vidét, ze kazdy obraz homomorfismu (tj. obraz jak vrchold tak hran)
tvori podgraf. Podgraf, ktery je homomorfnim obrazem cesty nazyvame také cestou.
Je ztejmé, kazda takova cesta o n > 2 vrcholech v grafu vznika préavé dvéma zpisoby
jako homomorfni obraz P,, které se li§i v poc¢ateénim a koncovém uzlu. Naopak,
jestlize obraz sledu obsahuje k uzlli, miizeme obecné pro n > k najit nepfeberné
zpusob, jak takovy obraz obdrzet.

Kruznice v grafu G je injektivnim homomorfnim obrazem grafu C,, v G. VSim-
néte si, ze sama kruznice C), je také homomorfnim obrazem cesty P,, kdy prvni a
posledni bod cesty zobrazime do téhoz vrcholu a zvolime orientaci cesty.

Najdéte si v predchozich obrazcich cesty nebo kruznice obsazené ve vétsich
grafech.

9.5. Kolik je vlastné neizomorfnich grafa? Odpovédét presné je désné tézké. Odhad-
nout, ze je neizomorfnich grafi moc, je pomérné snadné:

Vsech moznych grafii na n vrcholech je tolik, kolik je vSech podmnozin v mnoziné vsech
hran. Véech podmnoZin o mohutnosti N je 2. Isomorfnich grafii nemiize byt vic, ne? kolik je
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bijekci na n vrcholech. Téch je n!. Neizomorfnich grafti tedy nemize byt méné nez
2(3)

n! -

k(n) =

Jestlize si tuto funkci zlogaritmujeme p¥i zdkladu 2, dostaneme (s vyuZitim zjevného vztahu

n! <n")
2
1 21
log, k(n) = <Z> —log, n! > % (1 - %)

Pro n — oo tedy zjevné dostdvame
1
log, k(n) = §n2 — O(nlogyn)

viz terminologii pro odhady z To znamena, Ze pocet neizomorfnich grafii na n uzlech
roste asymptoticky stejné rychle jako mnozstvi vSech moznych grafi, tj. ¢islo 2(2) Mdizeme
to nepresné formulovat tak, ze velkd vétsina vsech moznych grafii bude po dvou neizomorfni.

9.6. Piiklad.

9.6.1. Urcete, kolik existuje homomorfismi grafi

a) z Py do K5,

b) z K3 do K;

Reseni.

a) 5-4-4=80.

b) 5-4-3 = 60.

Jediné omezeni je, ze se uzly mezi kterymi vede hrana nesmi zobrazit na tentyz
uzel. 0

9.7. Stupné uzlu a skére grafu. Izomorfni grafy se od sebe 1isi pouze piejme-
novanim vrchol. Proto musi mit stejné vSechny ciselné charakteristiky, které se
presislovanim vrcholii neméni. Jednoduché iidaje tohoto typu mutizeme dostat sle-
dovanim poc¢tt hran vychézejicich z jednotlivych vrcholi.

Pro vrchol v € V v grafu G = (V, E) fikdme, Ze jeho stuper je k, jestlize v E
existuje k hran, jejichz hrani¢nim vrcholem v je. PiSeme v takovém piipadé

degv = k.
Skore grafu G s vrcholy V = (v1,...,v,) je posloupnost
(deg vy, degus,...,degu,)

Je ztejmé, ze pro izomorfni grafy se jejich skére mize lisit pouze permutaci hodnot.
Pokud tedy porovname skére graft set¥idéné podle velikosti hodnot, pak rizna skére
zarucuji neizomorfnost grafu. Naopak ale snadno najdeme piiklad grafi se stejnym
skére, které izomorfni byt nemohou, napt. G = C3 U C3 ma skdre (2,2,2,2,2,2),
stejné jako Cg. Zjevné ale izomorfni nejsou, protoze v Cg existuje cesta délky 5,
kterd v druhém grafu byt nemize.

Zajimaji nas samoziejmé také kritéria, jaka skére mohou viubec grafy mit. Pro-
toze kazda hrana vychéazi ze dvou vrcholii, musi byt v celkovém souctu skére za-
poctena kazda hrana dvakrat. Proto plati

(9.1) > degv =2|E|.
veV
Zejména tedy musi byt soucet vSech hodnot skére sudy.
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Nasledujici véta je nasi prvni ivahou o operacich nad grafy. Protoze je dilaz
konstruktivni, jde vlastné o navod, jak pro dané skére bud zjistit

Véta (Algoritmus na sestrojeni grafu s danym skére). Pro libovolnd prirozend cisla
0<dy <---<d, ezistuje graf G na n vrcholech s témito hodnotami skore tehdy a
jen tehdy, kdyz existuje graf se skore

(dla d2a s 7dn—dn - 17dn—d"+1 - 17 sty dn—l - 1)
na n — 1 vrcholech.

DUKAZ. Na jednu stranu je implikace jednoducha: Pokud existuje graf G’ o
n — 1 vrcholech se zadanym skdre, pak mtzeme pridat ke grafu G’ novy vrchol v,
a spojit jej hranou s poslednimi d,, uzly grafu G’. Tim dostaneme pozadovany graf
G s predepsanym skore.

Naopak je to o néco tézsi. Postup ndm zéaroven ukaze, jak méalo skére urcuje
graf, z néhoz vzniklo. UkdZzeme, Ze pii pevné zadaném skére (dy,...,d,) s 0 < d; <
- <d, vzdy existuje graf, jehoz uzel v,, je spojen hranou pravé s poslednimi d,,
uzly vn_d,, .., Un_1.

Idea je jednoducha — pokud néktery z poslednich d,, uzlt v, neni hranou
spojen s v,, musi byt v,, spojen s nékterym z vrcholi diivéjsich. Pak bychom méli
umeét prohodit koncové vrcholy dvou hran tak, aby v, a v; spojeny byly a skére se
nezménilo. Technicky to lze provést takto: Uvazme vSechny grafy G s danym skdre a
oznacme si pro kazdy takovy graf ¢islo v(G), které je nejvétsi index vrcholu, ktery
neni spojen hranou s v,. Necht G je nyni pevné zvoleny graf s v(G) nejmensim
moznym. Pak bud je v(G) = n —d, — 1 a tedy jsme ziskali pozadovany graf nebo
jev(G) > n—d,.

V poslednim ptipadé ale musi byt v,, spojen hranou s nékterym v;, i < v(G).
Protoze je degv,(g) > deguv;, nutné existuje také hrana spojujici v,(g) s ve pro
¢ < i. Nyni zdménou hran {ve, v,(q)} s {ve,vi} a {vi,vn} s {vy(q), vn} dostavame
graf G’ s tymz skdre, ale mensim v(G’), coz je spor s nasi volbou. (Namalujte si
obrazek!)

Nutné tedy plati prvni z moznosti a diikaz je hotov. O

Vsimnéme si, ze skuteéné véta dava presny postup, jak zkonstruovat graf se
zadanym skdre. Pokud by takovy graf neexistoval, algoritmus to po cesté pozna.
Postup je takovy, ze od zadaného vzestupné usporadaného skére postupné odprava
od hodnot odecitdme tolikrat jednicku, kolik je nejvétsi hodnota d,,. Usporadame
znovu vysledné skére postupujeme stejné, dokud bud neumime piimo graf se za-
danym skére napsat nebo naopak nevidime, Ze takovy neexistuje. Jestlize graf v
nékterém z krokt sestrojime, zpétnym postupem pridavame vzdy jeden novy uzel
a hrany podle toho, jak jsme odecitali jednicky. Zkuste si nékolik jednoduchych
prikladd sami. Dtlezité upozornéni — lgoritmus sestrojuje pouze jeden z mnoha
grafl, které mohou k danému skére existovat!

U orientovanych graft rozlisujeme vstupni stuperi deg, v vrcholu v a vystupni
stuperi deg_ v. Rikdme, Ze orientovany graf je vyvdZeny, kdyz pro viechny uzly plati
deg_ v =deg, v.

9.8. Algoritmy a reprezentace grafu. Jak jsme jiz naznacovali, grafy jsou ja-
zykem, ve kterém casto formulujeme algoritmy.

Samotny pojem (grafového) algoritmu muzeme (pro nase potfeby) formalizovat
jako postup, kdy v néjakém orientovaném grafu prechazime z uzlu do uzlu podél
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orientovanych hran a pfitom zpracovavame informace, které jsou urceny a ovlivnény
vysledkem predchozich operaci, uzlem, ve kterém se zrovna nachazime, a hranou,
kterou jsme do uzlu vstoupili. P¥i zpracovani informace se zaroven rozhodujeme,
kterymi vystupnimi hranami budeme pokracovat a v jakém poradi. Pokud je graf
neorientovany, muzeme vSechny hrany povazovat za dvojice hran orientované opac-
nymi smery.

Abychom mohli dobfe takové algoritmy realizovat (vét$inou s pomoci pocitace),
je tfeba umét uvazovany graf efektivné zadat. Jednou z moznosti je tzv. hranovy
seznam (Edge List). Graf G = (V, E) si v ném reprezentujeme jako dva seznamy V'
a I propojené ukazately tak, ze kazdy vrchol ukazuje na vSechny z néj vychazejici
hrany a kazda hrana ukazuje na sviij pocatecni a koncovy vrchol. Je vidét, ze pamét
potfebna na uchovani grafu je v tomto ptipadé O(|V| + |E|), protoze na kazdou
hranu ukazujeme pravé dvakrat a na kazdy vrchol ukazujeme tolikrat, kolik je jeho
stupen a soucet stupmiu je také roven dvojnasobku poc¢tu hran. Az na konstantni
nasobek jde tedy stale o optiméalni zptusob uchovavani grafu v paméti.

Zcela jiny zptlisob je zadani tzv. matice sousednosti grafu. Uvazme (neoriento-
vany) graf G = (V| E), zvolme uspotradani jeho vrcholt V' = (vy, ..., v,) a definujme
matici A = (a;5) nad Zy (tj. zaplnénou jen nulami a jednickami) takto:

1 jestlize je hrana e;; = {v;,v;} v E
a;j =
Y 0 jestlize neni hrana e;; = {v;,v;} v E

Popremyslejte samostatné, jak vypadaji matice graft z ptrikladu na zacatku této
kapitoly.

Pii nejjednodussim zpusobu uchovavani matic v poli je zadani grafu pomoci
matice sousednosti velice neefektivni metoda. Potfebuje totiz vidy O(n?) mista v
paméti. Pokud je ale v grafu méalo hran, dostavame tzv. fidkou matici se skoro
vSemi prvky nulovymi. Existuji ovSsem postupy, jak tyto ridké matice uchovavat v
pameéti efektivnéji.

Promyslete si podrobné, jak se v obou zpusobech zadani grafu zpracuji zékladni
operace nad grafem, kterymi rozumime:

e odebrdni hrany

e pridani hrany

e pridani vrcholu

e odebrdni vrcholu

e délent hrany nové pridanym vrcholem

Jako jednoduchou aplikaci maticového poctu si uvedeme nasledujici tvrzeni:

9.9. Véta. Necht G = (V, E) je graf s usporadanymi vrcholy V. = (v1,...,v,) a
matici sousednosti Ag. Oznacme Ak, = (al(.f)

(ai;). Pak agf) je pocet sledi délky k mezi vrcholy v; a v;.

) pruky k-té mocniny matice Ag =

DUkAzZ. Tvrzeni je pouze jinym vyjadienim definice matice sousednosti pro
pripad k£ = 1 a cely dikaz povedeme indukci pres délku k. Predpokladejme tedy, ze
véta plati pro néjaké k a zkoumejme, kolik je sledtt délky % + 1 mezi vrcholy v; a v;
pro néjaké pevné indexy ¢ a j. Jisté kazdy takovy sled obdrzime pomoci jedné hrany
z v; do néjakého uzlu v, a néjakého sledu délky k mezi v, a v;. Rizné volby piitom

davaji vady rizné vysledky. Proto, oznacime-li a}) pocet rizngch sledi délky k z
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v do v;, pak ndmi hledany pocet sledi délky £ 4 1 bude
k . k
az('jﬂ) = Zail : agj)'
(=1

To je ale pravé formulka pro nasobeni matice Ag s mocninou A’é. Dokazali jsme,
(k+1)

ze nase Cisla a;; " jsou prvky matice Ak -

Dusledek. Jsou-li G = (V,E) a Ag jako v predchozi vété, pak lze vSechny vrcholy

G spojit cestou prdvé, kdyz md matice (A + 1,)" " samé nenulové cleny (zde 1,
oznacuje jednotkovou matici s n tadky a sloupci).

DUkaz. Diky distributivité ndsobeni matic a skute¢nosti, Ze jednotkova matice
I,, komutuje s kazdou jinou matici stejného rozméru, dostaneme roznasobenim

(A+Hn)n1_An1+<n_1)An2+"'+<n_1>A+In.
1 n—2

Vyslednd matice ma za ¢leny ¢isla (ve znaceni jako v minulé vété)
n—1 n—1 n—2 n—1 n—1—¢ .
a )+( : )aﬁj )+---+< , )agj oot (n— D)ayj + 64,

kde d;; = 1 pro vSechny 7 a 6;; = 0 pro ¢ # j.

Toto c¢islo evidentné zadava soucet poctu sledt délek 0, ..., n — 1 mezi vrcholy
v; a v; vynasobenych kladnymi konstantami. Bude proto nenulové prave tehdy,
jestlize mezi témito vrcholy existuje néjaka cesta. O

9.10. Poznamka. Jesté si véimnéme vlivu permutace nadeho usporadani uzl( V' na matici
sousednosti grafu. Neni obtizné si uvédomit, Ze permutace uzl( grafu G ma za nasledek jednu
a tutéz permutaci fadkd a i sloupcii matice Ag. Kazdou takovou permutaci mizeme zadat
pravé jednou tzv. permutacni matici, tj. matici z nul a jednicek, ktera ma v kazdém radku a
kazdém sloupci pravé jednu jednic¢ku a jinak nuly. Je-li P takova parmutacni matice, pak nova
matice sousednosti izomorfniho grafu G’ bude

Ag =P -Ag- P,

kde PT zna&i transponovanou matici a te¢kou oznalujeme nasobeni matic. Kazdou permutaci
umime napsat jako sloZeni transpozic a proto prislusnou permutaéni matici dostaneme jako
soucin prislusnych matic pro transpozice.

V pripadé permutaénich matic je matice transponovana zdroven matici inverzni. Tyto
Gvahy lze déle rozvijet a pfemyslet o souvislostech matic sousednosti a matic linearnich zob-
razeni mezi vektorovymi prostory. Nebudeme zde zachazet do podrobnosti.

9.11. Prohledavani v grafu. Mnoho uziteénych algoritmi je zaloZeno na postup-
ném prohledavani vSech vSech vrcholu v grafu. Zpravidla mame zadany poc¢atecni
vrchol nebo si jej na zacatku procesu zvolime. V pritbehu procesu vyhledavani pak
v kazdém okamziku mame vrcholy

e jiZ zpracované, tj. ty, které jsme jiz p¥i béhu algoritmu prochézeli a definitivné
zpracovali;

o aktivni, tj. ty vrcholy, které jsou detekovany a pripraveny pro zpracovavani;

e spici, tj. ty vrcholy, na které teprve dojde.
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Zaroven si udrzujeme pfehled o jiz zpracovanych hranach. V kazdém okamziku
musi byt mnoziny vrcholi a/nebo hran v téchto skupinich disjunktnim rozdélenim
mnozin V a F vrchold a hran grafu G a néktery z aktivnich vrcholu je aktudlné
zpracovavan. Sledujme nejprve princip obecné na prikladé prohleddvani vrchold.
V dalsich odstavcich pak budeme postup pouzivat pro algoritmy fesici konkrétni
ulohy.

Na pocatku prubéhu tedy méame jeden aktivni vrchol a vSechny ostani vrcholy
jsou spici. V prvnim kroku projdeme vsechny hrany vychézejici z aktivniho vrcholu
a jejich prislusnym koncovym vrcholtim, které jsou spici, zménime statut na aktivni.
V dalsich krocich vzdy u zpracovédvaného vrcholu probirame ty z ného vychéazejici
hrany, které dosud nebyly probrany a jejich koncové vrcholy pridavame mezi aktivni.
Tento postup aplikujeme stejné u orientovanych i neorientovanych graft, jen se
drobné méni vyznam adjektiv koncovy a pocatecni u vrchold.

V konkrétnich tilohéach se také miizeme omezovat na nékteré z hran, které vy-
chézi z aktualniho vrcholu. Na principu to ale nic podstatného neméni.

Pro realizaci algortimti je nutné se rozhodnout, v jakém poradi zpracovavame
aktivni vrcholy a v jakém poradi zpracovavame hrany z nich vychazejici. V zasadé
prichazi v avahu dvé moznosti zpracovavani vrcholt:

(1) vrcholy vybirdme pro dalsi zpracovani ve stejném pofadi, jak se stavaly aktiv-
nimi (fronta)

(2) dalsim vrcholem vybranym pro zpracovani je posledni zaktivnény vrchol (z&-
sobnik).

V prvnim piipad€ hovotime o prohleddvani do sirky, ve druhém o prohleddvdni do
hloubky.

Na prvni pohled je zfejma role volby vhodnych datovych struktur pro uchova-
vani udaji o grafu. Hranovy seznam umoznuje projit vSechny hrany vychazejici z
pravé zpracovavaného vrcholu v ¢ase linedrné amérném jejich poctu. Kazdou hranu
pritom diskutujeme nejvyse dvakrat, protoze ma praveé dva konce. Zjevné tedy plati:

Véta. Celkovy éas realizace vyhleddvdni do §ivky i do hloubky v ¢ase O((n+m)*K),
kde n je pocet vrcholi v grafu, m je pocet hran v grafu a K je cas potrebny na
zpracovdni jedné hrany, resp. jednoho vrcholu.
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Nasledujici obrazky slouzi pro ilustraci prohledavani do sifky a do hloubky:

Je na nich zachyceno prvnich osm krokt prohledévani do Sifky Petersenova
grafu na 10 vrcholech.

Zakrouzkovany vrchol je ten pravé zpracovavany, modré velké puntiky jsou jiz
zpracované uzly, ¢arkované cervené hrany jsou jiz zpracované a cervené drobné uzly
jsou ty aktivni (poznaji se také podle toho, Ze do nich jiz vede néktera zpracovand
hrana). Hrany zpracovavdme v pofadi orientace proti hodinovym ruckdm, pficemsz
za ,prvni“ bereme smeér ,kolmo dold“.

Totéz je dalsich obrazcich postupem ,,do hloubky“. Vsimnéte si, ze prvni krok
je stejny jako v predchozim pripadé.

9.12. Souvislé komponenty grafu. Kazdy graf G = (V, E) se pfirozené rozpadd
na disjunktni podgrafy G; takové, ze vrcholy v € G; a w € G jsou spojeny néjakou
cestou praveé, kdyz i = j.

Tento postup si mizeme formalizovat takto: Necht je G = (V, E) neorientovany
graf. Na mnoziné vrcholi grafu G zavedeme relaci ~ tak, ze v ~ w pravé kdyz
existuje cesta z v do w. Promyslete si, Ze tato relace je dobfe definovana a Ze se
jedné o ekvivalenci. Kazd4 tfida [v] této ekvivalence definuje indukovany podgraf
G C G a disjunktni sjednoceni téchto podgrafi je ve skutecnosti ptivodni graf
G. Skutecné, podle definice nasi ekvivalence, zadné hrana pivodniho grafu nemiize
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propojovat uzly z riznych komponent. Podgrafim G|, fikdme souvislé komponenty
grafu G.

Je-li graf G orientovany, pak postupujeme uplné stejné, pouze u definice relace
vyslovné pozadujeme aby cesta existovala z uzlu v do uzlu w nebo naopak z uzlu
w do uzlu v.

Jako skutecné jednoduchy ptiklad prohledavani v grafu si mtzeme uvést algo-
ritmus na vyhledani vSech souvislych komponent v grafu. Jedinou informaci, kterou
musime zpracovavat je, kterou komponentu aktualné prochazime. Samotné prohle-
davani, tak jak jsme jej prezentovali, projde pravé vsSechny vrcholy jedné kom-
ponenty. Kdykoliv pii béhu algoritmu skonc¢ime s préazdnou mnozinou aktivnich
vrcholi ke zpracovani, mame nachystanu jednu celou komponentu na vystup. Staci
pak vzit jakykoliv dalsi dosud spici vrchol a pokracovat dale. Teprve az nebudou
ani zadné spici vrcholy, ukonc¢ime algoritmus.

Definice. Rekneme, ze graf G = (V, E) je
e souvisly, jestlize ma pravé jednu souvislou komponentu;
e vrcholové k—souvisly, jestlize ma alespon k + 1 vrcholt a bude souvisly po ode-
brani libovolné podmnoziny k& — 1 vrcholi;

e hranové k—souvisly, jestlize bude souvisly po odebrani libovolné podmnoziny
k — 1 hran.

vevs

Pripad k = 1 v definici jen opakuje souvislost grafu G. Silnéjsi souvislost grafu
je zadouci napf. u sifovych aplikaci, kdy klient pozaduje zna¢nou redundanci po-
skytovanych sluzeb v ptipadé vypadku nékterych linek (tj. hran) nebo uzld (tj.
vrcholil).

Obecné lze dokézat tvrzeni tzv. Mengerovy véty, kterou ted nebudeme dokazo-
vat:

Tvrzeni. Pro kazdé dva vrcholy v a w v grafu G = (V, E) je pocet hranové rizngch
cest zv do w roven minimdlnimu poctu hran, které je treba odstranit, aby se v a w
ocitly v ruzngch komponentdch vzniklého grafu.

Specidlnim piipadem je 2—souvisly graf. To je takovy souvisly graf o alespon
tfech vrcholech, kdy vynechanim libovolného vrcholu nenarusime jeho souvislost.
Na tomto prikladu si odvodime nékolik péknych charakterizaci:

Véta. Pro graf G = (V, E) s alespori tremi vrcholy jsou ndsledujici podminky ekvi-
valentni:

o (G je 2—souvisly;

o kazdé dva vrcholy v a w v grafu G lezi na spolecné kruznici;

o graf G je mozné vytvorit z trojuhelniku K3 pomoci postupnich délent hran.

DUKAZ. Na jednu stranu je implikace zfejma: Jestlize kazdé dva vrcholy sdileji
kruznici, pak jsou mezi nimi vzdy alespon dvé razné cesty a tedy odebrani vrcholu
nemizeme pokazit souvislost.
minimalni délky cesty spojujici vrcholy v a w. Pokud vrcholy sdili hranu e, pak diky
2—-souvislosti je i graf bez této hrany souvisly a je v ném proto cesta mezi v a w.
Spolu s hranou e tato cesta vytvari kruznici. Predpokladejme, ze umime takovou
sdilenou kruznici sestrojit pro vSechny vrcholy spojitelné cestou délky nejvyse k a
uvazujme vrcholy v a w a je spojujici nejkratsi cestu (v = v, e1,. .., v, = w) délky
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k + 1. Pak v; a w umime spojit cestou o délce nejvyse k a proto lezi na spolecné
kruznici. Ozna¢me si Py a Py piislusné dvé riizné cesty mezi v; a w. Graf G\ {v1}
je ale také souvisly, existuje tedy cesta P z v do w, kterd neprochazi vrcholem wq
a tato nutné musi nékdy poprvé narazit na jednu z cest P; a P». Predpokladejme,
7e se tak stane ve vrcholu z na cesté P;. Pak je cesta, ktera vznikne slozeni ¢asti
cesty P z v do z, ¢asti cesty P; ze z do w a opac¢nou cestou k P, z w do v hledanou
kruZnici (nakreslete si obrazek!). O

9.13. Metrika na grafech. V poslednim dikazu jsme pouzivali délku cest pro
méfeni ,vzdalenosti“ vrcholi. UkaZzeme, Ze takto skutecné lze matematicky vybu-
dovat pojem vzdalenosti na grafu:

Na kaZdém (neorientovaném) grafu definujeme vzddlenost uzli v a w jako ¢islo
de (v, w), které je rovno poctu hran v nejkrat$i mozné cesté z v do w. Pokud cesta
neexistuje, pisSeme dg (v, w) = oco.

Budeme v dalsim uvazovat pouze souvislé graf G. Pak pro takto zadanou funkci
dg :V x V — N plati obvyklé tfi vlastnosti vzdalenosti:

e dg(v,w) > 0 a pfitom dg (v, w) = 0 pravé, kdyz v = w;
e vzdalenost je symetrickd, tj dg(v, w) = dg(w,v);
e plati trojuhelnikova nerovnost, tj. pro kazdou trojici vrchold v, w, z plati

dg(v, z) < dg(v,w) + dg(w, 2).

Rikédme, Ze dg je metrika na grafu G.
Kromé téchto standardnich tii vlastnosti spliiuje metrika na grafu evidentné
jesté
o dg (v, w) mé vidy nezdporné celoéislené hodnoty;
e je-li dg(v,w) > 1, pak existuje néjaky vrchol z rizny od v a w a takovy, ze
de(v,w) = dg(v, 2) + dg(z,w).
Lze dokazat, ze pro kazdou funkci dg s vyse uvedenymi péti vlastnostmi na V' x V pro

kone¢nou mnozinu V' lze nadefinovat hrany E tak, aby G = (V, E) byl graf s metrikou d¢.
Zkuste si ukazat jako cviceni!

9.14. Dijkstruv algoritmus pro hledani nejkratsich cest. D4 se tusit, Ze
nejkratsi cestu v grafu, kterd vychézi z daného uzlu v a kon¢i v jiném uzlu w budeme
umét hledat pomoci prohledévani grafu do sitky. Pi tomto typu prohledévani totiz
postupné diskutujeme vrcholy, do kterych se umime dostat z vychoziho vrcholu po
jediné hrané, poté projdeme vSechny, které maji vzdalenost nejvyse 2 atd. Na této
jednoduché tuvaze je zalozen jeden z nejpouzivanéjsich grafovych algoritmd — tzv.
Digkstruv algoritmus.

Tento algoritmus hledd nejkratsi cesty v realistictéjsi podobé, kdy jednotlivé
hrany e jsou ohodnoceny ,vzdélenostmi“, tj. kladnymi redlnymi ¢isly w(e). Kromé
aplikace na hledani vzdélenosti v silni¢nich nebo jinych sitich to mohou byt také
vynosy, toky v sitich atd. Vstupem algoritmu je graf G = (V, E) s ohodnocenim
hran a poéatecni vrchol vg. Vystupem je ohodnoceni vrcholt éisly dy,(v), kterd
udavaji nejmensi mozny soucet ohodnoceni hran podél cest z vrcholu vy do vrcholu
v. Postup dobfe funguje v orientovanych i neorientovanych grafech.

Pro konec¢ny chod algoritmu a jeho vysledek je skute¢né podstatné, ze vSechna
nase ohodnoceni jsou kladna. Zkuste si rozmyslet tfeba cestu P; se zaporné ohod-
nocenou prostfedni hranou. Prfi prochéazeni sledu mezi krajnimi vrcholy bychom
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wvzdalenost” zmensovali kazdym prodlouzenim sledu o priichod prostfedni hranou
tam a zpét.

Dijkstriav algoritmus vyzaduje jen drobnou modifikaci obecného prohledavéani
do sitky:

e U kazdého vrcholu v budeme po cely chod algoritmu udrzovat ¢iselnou hodnotu
d(v), ktera bude hornim odhadem skuteéné vzdalenosti vrcholu v od vrcholu
V9.

e Mnozina jiz zpracovanych vrcholi bude v kazdém okamziku obsahovat ty vr-
choly, u kterych jiz nejkratsi cestu zname, tj. d(v) = dy,(v).

e Do mnoziny aktivnich (pravé zpracovavanych) vrchold W zafadime vzdy prévé
ty vrcholy y z mnoZiny spicich vrchold Z, pro které je d(y) = min{d(z); z € Z}.
Predpokladame, ze graf G ma alespon dva vrcholy. Formalnéji lze Dijkstruv

algoritmus popsat takto:

(1) Iniciaéni krok: Nastavime hodnoty u vsech v € V,

d(v) = {0 pro v = vg

00 Pro v # vy,

nastavime Z =V, W = 0.

(2) Test cyklu: Jestlize ohodnoceni vSech vrcholl y € Z je rovno rovno oo, algorit-
mus konéi, v opacném piipadé pokracujeme dalsim krokem. (Algoritmus tedy
zejména kondi, pokud je Z = (.)

(3) Aktualizace statutu vrcholi:

e Najdeme mnozinu N vech vrcholtt v € Z, pro které d(v) nabyva nejmensi
mozné hodnoty
6 =min{d(y); y € Z};
e posledné zpracované aktivni vrcholy W pfesuneme do mnoziny zpracova-
nych a za nové aktivni vrcholy zvolime W = N a odebereme je ze spicich,
tj. mnoZina spicich bude nadale Z \ N.
(4) Teélo hlavniho cyklu: Pro vSechny hrany v mnoziné Ey z vSech hran vychazeji-
cich z nékterého aktivniho vrcholu v a konéicich ve spicim vrcholu y opakujeme:
e Vybereme dosud nezpracovanou hranu e € Eyz;
e Pokud je d(v) + w(e) < d(y), nahradime d(y) touto mensi hodnotou.
Pokracujeme testem v kroku 2.

9.15. Véta. Pro vsechny vrcholy v v souvislé komponenté vrcholu vy najde Dijskt-
riv algoritmus vzddlenosti d,, (v). Vrcholy ostatnich sowvisljch komponent zistanou
ohodnoceny d(v) = co. Algoritmus lze implementovat tak, Ze ukonéi svoji praci v
case O(nlogn +m), kde n je pocet vrcholi a m je pocet hran v grafu G.

DUKAzZ. Napred ukazeme spravnost algoritmu, tj. budeme muset ovérit, ze
e algortimus po konceném poctu kroka skonéi;
e vystup v okamziku ukonceni bude mit pozadované vlastnosti.

Formulace testu cyklu zarucuje, ze pti kazdém jeho priichodu se zmensi pocet spicich
vrcholi alespon o jeden, protoze N bude vzdy neprazdna. Nutné tedy algoritmus
po kone¢ném poctu kroku skondi.

Po priichodu inicia¢nim cyklem zjevné plati

(9.2) d(v) > dy(v)
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pro vsechny vrcholy grafu. Predpokladejme tedy, ze tato nerovnost plati pti vstupu
do hlavniho cyklu algoritmu a ovéfime, ze plati i po vystupu z cyklu. Skutecné,
pokud v kroku 4 ménime d(y), pak je to proto, ze jsme nasli vrchol v s vlastnosti

du(y) < dw(v) +w({v,y}) < d(v) +w({v,y}) = d(y),

kde napravo jiz mame nové zménénou hodnotu.

Rovnost bude proto jisté platit i v okamziku ukonceni algoritmu a zbyva
nam oveérit, ze na konci algoritmu bude platit i nerovnost opacné. Za timto tcelem
si promysleme, co se vlastné déje v krocich 3 a 4 v algoritmu. Oznac¢me si 0 =
dy < -++ < dj vSechny existujici riizné konecéné vzdalenosti d,(v) vrcholt grafu G
od pocatecniho vrcholu vg. Tim mame zaroven rozdélenu mnozinu vrcholi grafu G
na disjunktni podmnoziny V; vrcholtl se vzdalenosti pravé d;. Pfi prvnim priichodu
hlavnim cyklem mame N = V = {vg}, ¢islo 6 bude pravé d; a mnozinu spicich
vrchold zménime na V' \ V. Predpoklddejme, Ze by tomu takto bylo az do j—tého
prichodu vcetné, tj. pii vstupu do cyklu by platilo N = V;, 6 = d; a ngoVi =
V' '\ N. Uvazme néjaky vrchol y € Vji1, tj. dyy = djy1 < 00 a existuje cesta
(vo,€1,V1,-..,0p,€041,Y) celkové délky dj41. Pak ovSem jiste

(9.3) dw(ve) < djr — w({ve, y}) < desa

Podle naseho ptedpokladu tedy jiz diive (v nékterém z predchozich prichodu hlav-
nim cyklem) byl vrchol vy aktivni a tedy jiz v tom priichodu bylo jeho ohodnoceni
rovno d,(v¢) = d(ve) = d; pro nékteré i < j. Proto pfi stdvajicim priichodem
hlavnim cyklem bude vysledkem nastaveni

d(y) = dwve + w({ve,y}) = djt1

a toto v dalsich prichodech jiz nikdy nebude ménéno. V nerovnosti tedy ve
skutec¢nosti nastava po ukonceni chodu algoritmu rovnost.

Nase analyza priichodu hlavnim cyklem ndm zaroven umoznuje odhadnout cas
potiebny na chod algoritmu (tj. pocet elementérnich operaci s grafem a dalsimi
objekty s nim spojenymi). Je totiz vidét, ze hlavnim cyklem projdeme tolikrét,
kolik v grafu existuje raznych vzdalenosti d;. Kazdy vrchol pfi jeho zpracovani v
kroku 3 budeme uvazovat pravé jednou a budeme muset pfitom umét setiidit dosud
spici vrcholy. To déva odhad O(nlogn) na tuto ¢ast algoritmu, pokud budeme
pouzivat pro uchovavani grafu seznam hran a vrcholi obohaceny o ohodnoceni hran
a spici vrcholy budeme uchovéavat ve vhodné datové struktrufe umoznujici vyhledani
mnoziny N aktivnich vrchold v ¢ase O(logn + |N|). To lze dosdhnout datovou
strukturou, které se rika halda. Kazda hrana bude pravé jednou zpracovavana v
kroku 4 protoze vrcholy jsou aktivni pouze pii jednom priichodu cyklem. O

Vsimnéme si, Ze pro nerovnost , ktera byla podstatna pro analyzu algo-
ritmu, je nutny predpoklad o nezapornych vahach vSech hran.

V praktickém pouziti byvaji pridavana rtuzna heuristicka vylepseni. Napf. neni
nutné dopocitavat cely algoritmus, pokud nés zajima pouze nejkratsi cesta mezi
dvéma vrcholy. V okamziku, kdy totiz je vrchol vytazovan z aktivnich vime, ze jeho
vzdalenost je jiz spoCtena spravneé.

Také neni nutné na zacatku algoritmus iniciovat s nekone¢nou hodnotou. Sa-
moziejmé by to pii programovani ani neslo, muzeme vsak postupovat jesté daleko
lépe nez jen priradit dostatec¢né velikou konstantu. Napfiklad pifi poc¢itani nejkratsi
cesty po silniéni siti muzeme jako iniciaci volit pfedem zname vzdusné vzdalenosti
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bodii. Pak totiz zname piedem odhady vzdalenosti d2 (v) vrcholt v a vy takové, ze
pro vSechny hrany e = {v,y} plati

ey (v) = |d3y ()] < wle)
a tato nerovnost nam staci pro dikaz spravnosti algoritmu.

9.16. Eulerovy sledy a Hamiltonovy kruznice. Kazdy si asi pamatujeme na
hficky typu ,nakreslete obrazek jednim tahem®.
V reci graf to zachytime takto:

Definice. Sled, ktery projde vSechny hrany grafu pravé jednou a zacina a konci
ve stejném vrcholu se nazyva eulerovsky sled a souvislym graftim, které takovy sled
pripousti fikdme eulerovske.

Eulerovsky sled samoziejmé projde zaroven kazdy vrchol grafu alespon jednou,
muze ale vrcholy prochazet i vicekrat. Nakreslit graf jednim tahem, ktery zacina a
konéi v jednom vrcholu, tedy znamena najit eulerovsky sled. Terminologie odkazuje
na klasicky pfibéh o sedmi mostech ve mésté Krélovec (Koénigsberg, tj. Kaliningrad),
které se mély projit na prochazce kazdy pravé jednou, a dikaz nemoznosti takové
prochazky pochéazi od Leonharta Eulera z roku 1736.

SRRV

Situace je znazornéna na obrazku. Nalevo neumély nacrt feky s ostrovy a mosty,
napravo odpovidajici (multi)graf. Vrcholy tohoto grafu odpovidaji ,souvislé pev-
niné“, hrany mostim. Pokud by ndm vadily ndsobné hrany mezi vrcholy (coz jsme
zatim formélné nepfipoustéli), stac¢i do hran za kazdy most pfidat jesté jeden vr-
chol, tj. rozdélit hrany pomoci novych vrcholid. Kupodivu je obecné feseni takového
problému dosti snadné, jak ukazuje nasledujici véta. Samoziejmé také ukazuje, ze
se Fuler zamyslenym zptisobem prochézet skutecné nemohl.

Véta. Graf G je eulerovsky tehdy a jen tehdy, kdyz je souvisly a vSechny vrcholy v
G maji sudé stupne.

DUkAzZ. Je-li graf eulerovsky, nutné musime p¥i prochdzeni vSech hran kazdy
vrchol stejnékrat opustit jako do néj vstupujeme. Proto nutné musi byt stupen kaz-
dého vrcholu sudy. Kdo diikaz této implikace formalizovanéjsi, mtze uvazit kruznici,
ktera zacne a skonci ve vrcholu vy a projde vSechny hrany. Kazdy vrchol bude je-
denkrat nebo vicekrat na této cesté a jeho stupen bude roven dvojnasobku pocétu
vyskytu.

Predpokladejme naopak, ze graf G ma vsechny vrcholy jen sudjych stupnu, a
uvazme nejdelsi mozny sled (vg, e1, ..., vr) v G bez opakujicich se hran. Pfedpokla-
dejme na okamzik, ze vy # vy. To znamend, Ze do vy vchazi nebo vychazi v tomto
sledu jen lichy pocet hran a tedy jisté existuje néjaka hrana vyhazejici z vy, kterd v
tomto sledu neni. To by ale znamenalo, Ze jej umime prodlouzit, aniz bychom opa-
kovali hranu, coz je spor. Nutné proto musi byt v nasem sledu vy = vg. Definujme
nyni podgraf G’ = (V', E’) v grafu G tak, Zze do néj ddme prévé vSechny vrcholy a
hrany v nasem pevné zvoleném sledu. Pokud V' # V, pak diky souvislosti grafu G
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nutné existuje hrana e = {v,w} takové, ze v € V' a w ¢ V’'. Pak ovSem muZeme
nas pevné zvoleny sled zacit a skoncit ve vrcholu v a nasledné pokracovat hranou
e, coZ je opét spor s jeho nejvétsi moznou délkou. Proto nutné V' = V. Zbyva tedy
uz jen ukézat, ze také E' = E. Pfedpokladejme, Ze by hrana e = {v,w} ¢ V'. Opét
stejné jako vyse mizeme nas sled zacit a skoncit ve v a poté pokracovat hranou e,
coz by opét byl spor. O

Dusledek. Graf lze nakreslit jednim tahem pravé, kdyZ md vsechny stupné vrcholi
sudé nebo md prave dva vrcholy lichého stupné.

DUKAZ. Necht G je graf s pravé dvéma vrcholy lichého stupné. Uvazme graf G/,
ktery vznikne z GG pfidanim jednoho nového vrcholu w a dvou hran, které spojuji
w s dvéma vrcholy lichého stupné. Tento graf uz bude eulerovsky a eulerovsky sled
v G’ vede na pozadovany vysledek.

Naopak, pokud jde graf G nakreslit jednim tahem, ktery kon¢i v riznych vr-
cholech, bude nutné nas graf G’ eulerovsky a proto ma G pozadované stupné vr-
chold. (]

Obdobny pozadavek na prichod grafem, ovsem tak, abychom prosli praveé jed-
nou kazdym vrcholem (tj. zroven nejvyse jednou kazdou hranou), vede na obtizné
problémy. Takovy priuchod grafem je realizovan kruznici, kterd obsahuje vSechny
vrcholy grafu G, hovoiime o hamiltonovskych kruznicich v grafu G. Graf se na-
zyva hamiltonovsky, jestlize ma hamiltonovskou kruznici. Lze ukézat, Ze neexistuje
algoristmus, ktery by v polynomialnim ¢ase rozhodnul, zda je graf hamiltonovsky.

Problém nalezeni hamiltonovské kruznice je podstatou mnoha problému v lo-
gistice, tj. kdyz fesime optimalni cesty pfi dodavkach zbozi.

9.17. P¥iklady.

9.17.1. Dokazte, Ze vrcholovy graf musi byt vrcholoveé 2-souvisly. Udejte priklad
grafu, ktery je vrcholové 2-souvisly a presto v ném neezistuje hamiltonovska kruz-
nice.

Reseni. V hamiltonovském grafu vedou mezi libovolnymi dvéma uzly dvé neproti-
najici se cesty (,oblouky“ hamiltonovské kruznice). Odstranénim jednoho bodu, se
tedy zjevné neporusi souvislost grafu (odstranény bod muze lezet pouze na jedné
ze dvou cest). O

9.17.2. Dokazte nebo vyvratte:
a) Kazdy graf s méné nez deviti hranami je rovinng.
b) Graf, ktery nend rovinng, neni ani hamiltonovsky.
) Graf, ktery neni rovinny, je hamiltonovsky.
) Graf, ktery nent rovinng, neni eulerovsky.
) Graf, ktery neni rovinny, je eulerovsky.
)
)

- 0O 0

Kazdy hamiltonovsky graf je rovinny.
Kazdy eulerovsky graf je rovinny.

o

Reseni.
a) Ano. Trividlni disledek charakterizace rovinnych grafti (K53 i K5 maji mini-
malné 9 hran)
b) Ne. (K33)
¢) Ne. (k libovolnému nerovinnému grafu ptriddme jeden vrchol a ten spojime
jedinou hranou s libovolnym vrcholem ptivodniho grafu)
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d) Ne. (Protiptiklad K3)
e) Ne. (Kg_’g)

f) Ne. (K5)

g) Ne. (K5)

O

9.18. Stromy. Casto potiebujeme pii feseni praktickych problémii misto posilo-
vani redundanci (jako u poé¢ita¢ovych nebo rozvodnych siti) naopak minimalizovat
pocet hran grafu pii zachovani jeho souvislosti. To samoziejmé je vidy moZné,
dokud je v grafu alespon jedna kruznice.

Souvisly graf, ve kterém neni zadné kruznice, se nazyva strom. Graf neobsahu-
jici kruznice nazyvame les (nepozadujeme pfitom souvislost grafu). Mizeme tedy
formulovat matematickou vétu: ,,Strom je souvisly les.“

Obecné v grafech nazyvame vrcholy stupné jedna listy (pfipadné také koncové
vrcholy). Nésledujici lemma ukazuje, Ze kazdy strom lze vybudovat postupné z
jediného vrcholu ptridéavanim listi:

Lemma. KazZdy strom s alesponi dvéma vrcholy obsahuje alespori dva listy. Pro
libovolny graf G s listem v jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

o (G je strom;

e G\ v je strom.

DUKAz. Pro dikaz existence listi opét pouZzijeme cestu nejdelsi mozné délky
v grafu G. Necht P = (vg,...,vx) je takova cesta. Pokud by vy nebyl list, pak by
z néj vedla hrana e s druhym koncovym vrcholem v, ktery nemize byt vrhcolem v
P, protoze to bychom ziskali kruznici. Pak by ale bylo mozné prodlouzit P o tuto
hranu, coz také nejde. Ze sporu tedy plyne, Ze vg je list a totz plati o vy.

Predpokladejme nyni, ze v je list stromu G. Uvazime-li libovolné dva jiné vr-
choly w, z v G, nutné mezi nimi existuje cesta a zadny vrchol uvnitf této cesty
nemtZe mit stupeii jedna. Proto tato cesta ziistane i v G \ v a dokézali jsme, Ze po
odbrani v ztstane graf spojity. Samoziejmé v ném nemize byt kruznice, kdyz ze
stromu vzniknul odebranim vrcholu.

Je-li naopak G \ v strom, nemize pfidani vrcholu stupné 1 vytvofit kruznici a
také souvislost vysledného grafu je zfejma. O

Ve skutecnosti lze stromy popsat mnoha ekvivalentnimi a prakticky uzite¢nymi
vlastnostmi. Nékteré z nich jsou v nésledujici vété:

9.19. Véta. Pro kazdy graf G = (V, E) jsou ndsledujici podminky ekvivalentni

(1) G je strom;

(2) pro kaZdé dva vrcholy v, w grafu G existuje prdvé jedna cesta z v do w;

(3) graf G je sowvisly, ale vyjmutim libovolné hrany vznikne nesowvisly graf

(4) graf G neobsahuge kruznici, kaZdym piiddnim hrany do grafu G viak jiZ kruZnice
vznikne

(5) G je souvisly graf a mezi velikosti mnoZin jeho vrcholi a hran plati vztah

V| =|E| + 1.

vvvvvv
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Dokéazeme nejprve, ze vlastnosti 2-5 plati pro stromy. Kazdy strom o alespon
dvou vrcholech ma list v a jeho odebranim dostaneme opét strom. Stac¢i tedy do-
kazat, ze plati-li 2-5 pro néjaky strom, plati také po pfidani nového listu. To je ale
vesmeés ziejmé.

Pro dikazy opac¢nych implikaci opét nemusime délat mnoho. V pripadé vlast-
nosti 2 a 3 pracujeme se souvislym stromem a primo jejich formulace vylucuji
existenci kruznice. V pripadé ¢tvrté vlastnosti naopak staci ovéfit souvislost G. Li-
bovolné dva vrcholy v a w v G jsou ovSem bud spojeny hranou nebo ptidéanim této
hrany vznikne kruznice, tj. i bez ni existuje mezi nimi cesta.

Posledni implikaci zvladneme indukci vzhledem k poctu vrcholi. Predpokla-
dejme, ze grafy o n vrcholech a n — 1 hranéach jsou stromy. Graf o n 4+ 1 vrcholech
a n hranach ma celkovy soucet stupit vrcholt 2n a tedy musi obsahovat alespon
jeden list. Pak ovSem vzniknul pfidanim listu ke stromu. O

Stromy jsou velice specialni tfida grafi a vétsinou je pouzivame v ruznych podo-
bach s dodatecnymi pozadavky. Vratime se k nim pozdéji v souvislosti s praktickymi
aplikacemi.

9.20. Rovinné grafy. Velice Casto se setkdvame s grafy, které jsou nakresleny v
roviné. To znamenad, ze kazdy vrchol grafu je ztotoznén s néjakym bodem v roviné
a hrany mezi vrcholy v a w odpovidaji spojitym kiivkam c : [0, 1] — R? spojujicim
vrcholy ¢(0) = v a ¢(1) = w.

Pokud navic plati, Ze se jednotlivé dvojice hran protinaji nejvyse v koncovych
vrcholech, pak hovorime o rovinném grafu G.

Otazka, jestli dany graf pripousti realizaci jako rovinny graf, vyvstava velice
casto v aplikacich. Jednoduchy ptiklad je nasledujici:

T#i dodavatelé vody, elektfiny a plynu maji kazdy své jedno piipojné misto
v blizkosti tii rodinnych domku. Chtéji je vSichni napojit tak, aby se jejich sité
nekiizily (tfeba se jim nechce kopat piilis hluboko...). Je to mozné zvladdnout?
Odpovéd zni ,neni“.

V tomto piipadé se to zdd byt jasné. Jde o bipartitni tplny graf Kj 3, kde
tfi vrcholy predstavuji pfipojna mista, dalsi tfi pak domky. Hrany jsou linie siti.
Vsechny hrany umime zvladnout, jedna posledni ale uz nejde, viz obrazek na kterém
neumime ¢arkovanou hranu nakreslit bez kfizeni:

Pro skutecny dikaz ovSem potfebujeme skutecné matematické nastroje. V
tomto pripadé alespon naznacime:
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Miuizeme se opfit o docela pracné dokazatelny topologicky vysledek, ze kazda
spojita uzaviend kiivka v roviné, kterd sama sebe neprotiné (tj. ,pokfivend kruz-
nice“), rozdéluje rovinu na dvé ¢asti. Jinymi slovy, kazda jina spojita kiivka spo-
jujici jeden bod uvnitt takové kiivky a jeden vné musi nutné nasi kiivku protinat.
Protoze jsou v grafu K33 jednotlivé vrcholy v kazdé z trojic vrcholt nespojenych
hranami stejné, az na volbu poradi, mizeme nasi modrou silnou kruznici povazovat
za obecny pripad kruznice ¢tyfmi body a diskutovat umisténi zbylych dvou vrchola.
Aby byl graf rovinny, musely by byt oba bud uvnit¥ nasi kruznice nebo vné. Obé
moznosti jsou opét rovnocenné, necht jsou tedy uvnitf. Nyni diskutujme jejich po-
lohu vuci vhodné kruznici se dvéma modrymi silnymi a dvéma ¢ernymi hranami
(tj. pfes tfi modré a jeden Cerny vrchol) a vici ni diskutujme pozici zbyvajicitho
¢erného vrcholu. Dojdeme k nemoznosti umistit posledni hranu bez kiizeni.

Zcela obdobné lze ukazat, ze uplny graf K5 také neni rovinny. Obecné se da
dokézat tzv. Kuratowského véta:

Véta. Graf G je rovinny prave tehdy kdyz Zadny jeho podgraf nent izomorfni délent
grafu K3 3 nebo grafu Ks.

Jedna implikace této véty je zfejma — délenim rovinného grafu vznika vzy opét
rovinny graf a jestlize podgraf nelze v roviné nakreslit bez kiizeni, totéz musi platit
i pro cely graf G. Opacény smér dikazu je naopak velice slozity a nebudeme se jim
zde zabyvat.

Problematice rovinnych grafi je vénovano ve vyzkumu a aplikacich hodné po-
zornosti, my se zde omezime pouze na vybrané ilustrace.

Zminme alespon naokraj, ze existuji algoritmy, které testuji rovinatost grafu
na n vrcholech v ¢ase O(n), coz uréité nejde piimou aplikaci Kuratowského véty.

9.21. Stény v rovinnych grafech. Uvazme (koneény) rovinny graf G, véetné
jeho realizace v R? a necht S je mnozina viech bodt z € R?, které nepatii zadné
hrané, ani nejsou vrcholem. MnoZina R? \ G se rozpadne na disjunktni souvislé
podmnoziny S;, kterym fikdme stény rovinného grafu G. Jedna sténa je vyjimecna
— ta jejiz doplné€k obsahuje vSechny vrcholy grafu. Budeme ji fikat neohranicend
sténa Sp. MnoZinu vSech stén budeme oznalovat S = {Sp, S1,...,Sk} a rovinny
graf G = (V, E, S).

Jako piiklad si mizme rozebrat stromy. Kazdy strom je zjevné rovinny graf, jak
je vidét napriklad z moznosti realizovat jej postupnym pfidavanim listd k jedinému
vrcholu. Samoziejmé také muzeme pouzit Kuratowského vétu — kdyz neni v G
zadné kruznice, nemtize obsahovat jakékoliv déleni grafti K33 nebo K5. Protoze
strom G neobsahuje zadnou kruznici, dostavame pouze jedinou sténu Sy a to tu
neohranicenou. Protoze vime, jaky je pomér mezi po¢ty vrcholt a hran pro vsechny
stromy, dostavame vztah

VI Bl + S| = 2.

Vztah mezi pocty hran, stén a vrcholi lze odvodit pro vsechny rovinné grafy.
Jde o tzv Euleruv vztah. Vsimnéme si, ze z ného zejména vyplyva, Ze pocet stén v
rovinném grafu nezavisi na zpusobu, jak jeho rovinnou realizaci vybereme:

Véta. Necht G = (V, E,S) je souvisly rovinng graf. Pak plati
V=Bl +[S] = 2.

DUKAzZ. Pokud G neobsahuje kruznici, tj. jde o strom, tvrzeni jsme jiz dokazali
v 5), protoze kazdy strom ma zjevné pouze jedinou sténu Sp.
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Predpokladejme dale, ze hrana e v grafu G je obsazena v kruznici. Pak je i graf
G’ \ e souvisly. Mtzeme tedy postupovat indukei pres pocet hran. Graf s jedinou
hranou vztah spliiuje a jestlize jej spliiuje i G’, pak to znamena

V|- |E|+1+|S]-1=2

protoze s odebranim jedné hrany dojde nutné i k propojeni pravé dvou stén grafu
G do jedné v G. O

9.22. Konvexni mnohostény v prostoru. Rovinné grafy si muzeme dobfe pred-
stavit jako namalované na povrchu koule misto v roviné. Sféra vznikne z roviny
tak, ze pridame jeden bod ,v nekonecnu®“. Opét miZeme stejnym zpusobem hvorit
o sténach a pro takovyto graf pak jsou vSechny jeho stény rovnocenné (i sténa Sy
je ohrani¢ena).

Naopak, kazdy konvexni mnohostén P C R3? si miizeme piedstavit jako graf
nakresleny na povrchu koule (mizeme si predstavit, ze hrany a vrcholy daného
mnohosténu promitneme na dostateéné velkou sféru z libovolného bodu uvniti P).
Vypusténim jednoho bodu uvniti jedné ze stén (ta stane neohrani¢enou sténou Sp)
pak obdrzime rovinny graf jako vyse tak, ze ,prodéravénou sféru natdhneme do
roviny*“.

Rovinné grafy, které vzniknou z konvesnich mnohoclenti zjevné 2—souvislé, pro-
toze kazdé dva vrcholy v konvexnim mnohothelniku lezi na spolec¢né kruznici. Navic
v nich plati, Ze kazda sténa kromé Sy je vnitikem néjaké kruznice a Sy je vnéjskem
néjaké kruznice (pfi kresleni na sféfe jsou vSechny stény vnitfek néjaké kruznice).
Nézorné se zda i to, ze ve skutecnosti budou grafy vznikajici z konvexnich mnoho-
thelnikt 3-souvislé.

Ve skutec¢nosti plati dosti ndro¢na Steinitzova véta:

Véta. Libovolny vrcholoveé 3—souvisly rovinny graf G wvznikd z konvexniho mno-
hosténu v R3.

9.23. Platénska télesa. Jako ilustraci kombinatorické prace s grafy odvodime
klasifikaci tzv. pravidelnych mnohostént, tj. mnohostént poskladanych ze stejnych
pravidelnych mnohothelniki tak, ze se jich v kazdém vrcholu dotyka stejny pocet.
Jiz v dobach antického myslitele Platéna se védélo, ze jich je pouze pét:

Prelozime si pozadavek pravidelnosti do vlastnosti prislusného grafu: chceme
aby kazdy vrchol mél stejny stupen d > 3 a zaroven aby na hranici kazda stény byl
stejny pocet k > 3 vrcholi. Ozna¢me n pocet vrcholi, e pocet hran a s pocet stén.

Mame k dispozici jednak vztah provazujici stupné vrcholi s poc¢tem hran:

dn = 2e
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a podobné pocitame pocet hran, které ohranicuji jednotlivé stény, a bereme v tivahu,
ze kazdé je hranici dvou stén, tj.

2e = ks.
Eulertav vztah pak rika
2:n—e—|—s:2—e—e+%.
d k
Upravou odtud dostédvame pro nase znamé d a k vztah
1111
d k 2 e

Protoze nejen d a k, ale také e a n musi byt pfirozend ¢isla (tj. zejména je % > 0),
dostavame z této rovnosti velice silné omezeni moznosti. Dosadime-li minimalni
moznou hodnotu d = 3, obdrzime drobnou tpravou nerovnost

1 1 1

——+-=->0.

6 k£ e
Odtud vyplyvé k,d € {3,4,5} a dopo¢itanim ostatnich hodnot pro jednotlivé moz-
nosti técho hodnot dostavame nasledujici vycet vsech moznosti FeSeni:

dlk| n| e| s
313 4| 6| 4
314 8|12 6
413 612 8
3151203012
513123020

Ve skutecnosti ale také vsechny odpovidajici pravidelné mnohostény existuji -
jiz jsme je vidéli na obrazcich vyse. U prvnich tfech jisté nejsou pochybnosti, nazna-
¢ime pro ilustraci konstrukei dvanactisténu (malujte si pfitom obrazek). Za¢neme s
krychli a na vSech jejich sténach budeme zaraz a stejnym zptisobem stavét ,stany
acka“. Horni vodorovné tycky pritom nachystame na trovni ploch stén krychle tak,
aby byly pro sousedni stény vzdy na sebe kolmé a jejich délku zvolime tak, aby
lichobézniky bocnich stén stanu mély tii stejné dlouhé strany. Nyni budeme zdvi-
hat zaraz stejné vSechny stany pii zachovavani pomeért tii stran lichobézniku. Jisté
nastane pravé jednou okamzik, ve kerém budou sousedni lichobéznikové a trojihel-
nikové stény koplandrni (tj. v jedné roviné). Tak vznikne pravidelny dvanéctistén.

Zkuste si sestrojit dvacetistén jako cviceni.

9.24. Priklady.

9.24.1. Kolik minimdlné hran miZe mit Sestistén?

ReSeni. V libovolném mnohosténu je kazda sténa ohrani¢ena minimalné tiemi
hranami. Kazd4 hrana pak leli ve dvou sténdch. Oznacdime-li s pocet stén a h podcet
hran mnohosténu dostavame tak odhad 3s < 2A. Pro Sestistén dava tento odhad
18 < 2h, neboli h > 9. Sestistén s deviti hranami skute¢né existuje, dostaneme jej
napiiklad ,slepenim®“ dvou stejné velikych pravidelnych ¢tyfsténii sténou k sobé.
Minimalni molny pocet hran Sestisténu je tedy devét. (]
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2. Aplikace kombinatorickych postupu

I v této ¢asti budeme nejprve pokracovat v iivahach zaloZzenych na grafovych
postupech.

9.25. Kofenové stromy, binarni stromy a haldy. Stromy vyuZivame pro or-
ganizaci dat tak, abychom v datech uméli bud rychle vyhledédvat nebo v nich udr-
zovat potadek, nejcastéji oboji.

Protoze ve stromu neni zadna kruznice, volba jednoho vrcholu v, zadava orien-
taci vSech hran. Skute¢né, do kazdého vrcholu vede z v,. pravé jedna cesta a orientaci
hran bereme podél ni. Pfitom neni mozné, ze by pro rtzné cilové vrcholy probihaly
prislusné cesty jednu hranu v riznych smérech — to by opét vedlo na kruznici.

Situace se tedy po vybéru jednoho vrcholu zac¢ind vice podobat skutecnému
stromu v prirodé — jeden jeho vrchol je vyjimecény tim, Ze roste ze zemé. Stromy
s jednim vybranym ,pocatecnim“ vrcholem nazyvame korenové stromy, vyznacny
vrchol v, je koten stromu.

V kofenovém stromu je dobie definovan pojem ndslednik a predchidce vrcholu
takto: vrchol w je naslednik v a naopak v je pfedchtidce w pravé tehdy, kdyz existuje
cesta z kofene stromu do w kterd prochdzi v a v # w. Primy ndslednik a primgy
predchiidce vrcholu jsou pak naslednici a piedchiidci piimo spojeni hranou. Casto o
nich mluvime také jako o synech a otcich (patrné v narazce na genealogické stromy).

K vyhledavani se nejcastéji pouzivaji tzv. bindrni stromy, které jsou specialnim
pripadem kofenového stromu, kdy kazdy otec ma nejvyse dva nasledniky (nékdy se
ale pod stejnym oznacenim bindrni strom predpokladé, ze vSechny vrcholy kromé
listd maji pravé dva nasledniky). Pokud mame s vrcholy spojeny kli¢e v néjaké
uplné usporddané mnoziné (napf. redlna ¢isla), hledani vrcholu s danym kli¢em je
realizovano jako hledani cesty od kofene stromu a v kazdém vrcholu se podle veli-
kosti rozhodujeme, do kterého ze synti budeme pokracovat (resp. zastavime hledani,
pokud jsme jiz ve hledaném vrcholu). Abychom mohli tuto cestu jednozna¢éné krok
po kroku urcovat, pozadujeme aby jeden syn spolecné se vSemi jeho nasledniky méli
mensi klice nez druhy syn a vsichni jeho néslednici.

Pro efektivni vyhledavani se snazime o tzv. vyvdZené bindrni stromy, ve kterych
se délky cest z kofene do listi 1isi maximalné o jednicku. Nejdale od vyvazeného
stromu na n vrcholech je tedy cesta P, (kterd formalné mize byt povaZovana za
bindrni strom), zatimco dokonale vyvézeny strom, kde kromé listd m4 kazdy otec
pravé dva syny je mozné sestrojit pouze pro hodnoty n = 2¥ — 1, k = 1,2,....
Ve vyvazenych stromech dohledani vrcholu podle klice bude vzdy vyzadovat pouze
O(logy n) krokt. Hovofime v této souvislosti také ¢asto o bindrnich vyhleddvacich
stromech. Jako cviceni si rozvazte, jak lze (¢inné vykonavat zakladni operace s grafy
(pfidavani a odebirani vrcholt se zadanymi kli¢i, véetné vyvazen{) nad bindrnimi
vyhledavacimi stromy.

Mimotadné uziteénym prikladem vyuziti struktury binarnich stromu je datova
struktura halda. Jde opét o vyvazené binarni stromy s vrcholy opatfenymi klici a
poZadujeme aby podél vSech cest od kofene k listim ve stromu kli¢e klesaly (tzv.
maximdlni halda) nebo naopak stoupaly (tzv. minimalni halda). Diky tomuto uspo-
f4dan{ umime v konstatnim case odebirat z haldy podmnoziny bud maximdalnich
nebo minimalnich prvki a skuteéné naklady na takovou operaci spocivaji v obno-
veni struktury haldy po odebrani kofene. Jako cviceni si ukazte, ze je to mozné
zvladnout v logaritmickém case.
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Na obrazku nalevo je bindrni vyhledavaci strom (ktery ale neni vyvazeny),
napravo je pfiklad maximélni haldy.

9.26. Izomorfismy stromu. Stromim, jejich rtiznym variantdm a pouziti je veé-
novana obsahla literatura. My se zde uz pouze na chvili zamyslime nad obecnym
problémem hledani izomorfismu grafti pro specidlni tiidu stromd. Budeme postu-
povat tak, ze napred zesilime strukturu, kterou maji nase izomorfismy zachovévat
a nakonec ukazeme, ze postup je pouzitelny i pro uplné obecné stromy.

Pro pfehled nad strukturou kofenovych stroma je kromé vztaht otec—syn jesté
uziteéné mit syny uspordddny v poradi (tfeba v pfedstavé odleva doprava nebo
podle postupného ristu atd.). Hovofime o pésténgch stromech T = (V, E,v,,v),
kde v je castecné usporadani na hranédch takové, Ze srovnatelné jsou vzdy pravé
hrany sméfujici od jednoho otce k syntim.

Morfismem kofenovych stromtt T = (V,E,v,) a T = (V', E',v].) rozumime
takovy morfismus grafi ¢ : T — T, ktery pfevadi v, na v... Obdobné pro izo-
morfismy. Pro pésténé stromy navic pozadujeme aby zobrazeni hran zachovavalo
daste¢na uspoiddani v a v/,

Pro pésténé stromy T' = (V, E, v,, v) zavedeme jejich (jak uvidime) jednoznaény
popis pomoci slov z nul a jedni¢ek. Obrazné si muzeme predstavit, Ze strom kreslime
a kazdy pfirtistek naznac¢ime dvéma tahy, které si ozna¢ime 0 (doli) a 1 (nahoru).
Zacneme od listd, kterym takto vSem prifadime slovo 01. Cely strom pak budeme
popisovat zietézovanim casti slov tak, ze ma-li otec v syny usporadany jako po-
sloupnost v1,...,vp, a jsou-li jiz jednotlivi synové oznaceni slovy Wy, ... W,, pak
pro otce pouzijeme slovo

oWy ... W,l.

Strom na levém obréazku vyse tedy zapiSeme postupné takto (pfidavame postupné
vrcholy podle vzdélenosti od kofene, syny mame uspoifadany zleva doprava)

01, 01, 01 ~ 01, 001011, 0011 ~ 0010010111, 000111 +~ 000100101110001111.

Hovotime o kddu pésténého stromu. Ovéite si, ze skuteéné kreslenim cest doli a
nahoru (tfeba si miizeme ptedstavit ze dold malujeme levy obrubnik cesty a nahoru
pravy) ziskdme skuteéné ptivodni strom s jednou hranou sméfujici shora do kotene
navic.

Véta. Dva pésténé stromy jsou izomorfni prave, kdyz maji stejny kdd

DUKAZ. Z konstrukce je ziejmé, Ze izomorfni stromy budou mit stejny kdd,
zbyvé tedy pouze dokazat, ze ruzné kédy vedou na neizomorfni stromy.

Dokéazeme to indukci podle délky kédu (tj. po¢tu nul a jedni¢ek). Ten je roven
dvojnasobku poc¢tu hran zvysenému o jednicku, tj. dvojnasobku poc¢tu vrchold, jde
tedy vlastné o indukci vzhledem k poctu vrcholt stromu 7'. Nejkratsi mozny kéd
odpovida nejmensimu stromu s jednim vrcholem. Predpokladejme, ze véta plati pro
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stromy o nejvyse n vrcholech, tj. pro kédy o délce nejvyse k = 2n, a uvazme kéd
tvaru OW1, kde W je slovo o délce 2n. Jisté je ve W jednoznacné urcena nejmensi
leva ¢ast Wi, kterd obsahuje stejné nul a jedni¢ek (pii kresleni stromu to zna-
mend prvni okamzik, kdy se vratime do kofenového vrcholu stromu odpovidajiciho
0W1). Stejné najdeme Wy jako dalsi tsek obsahujici stejné nul a jedniéek atd., az
celé slovo W vyjadiime jako W = W1 Wy ... W,. Podle indukéniho pfedpokladu od-
povidaji vsem kédtim W; jednoznacéné pésténé stromy, az na izomorfismy, a poradi
jejich korenti jakozto synd korenu naseho stromu 7' je dano jednoznac¢né poradim
v kédu. Nutné proto je i péstény strom 7' jednoznacné urceny kédem 0W1, az na
izomorfismus. [l

Nyni mtzeme docela snadno vyuzit klasifikaci pésténych stromti pomoci kéda
k popisu vsech stromti. U kofenovych stromt potfebujeme urcit potadi jejich syni
jednoznac¢né az na izomorfismus. Na poradi synti ovSem nezalezi pravé tehdy, kdyz
jsou podgrafy urcené jejich nasledniky izomorfni. MuZeme proto vyuzit obdobu
(v jistém smyslu rekurzivni) konstrukce kédu pro pésténé stromy a postupovat
obdobné s vyuzitim lexikografického uspotfadni synd podle jejich kédu. Tzn. ze kéd
W1 > Wy jestlize bud ve W1 narazime pii ¢teni z leva diive na jednicku nez ve Wy
nebo je W, pocatecnim tsekem slova W;. Kofenovy strom budeme tedy popisovat
zietézovanim casti slov tak, ze ma-li otec v syny jiz oznaceny kédy Wy, ... Wy, pak
pro otce pouzijeme slovo

oWwy... Wyl
kde poradi Wy, ..., Wy je zvoleno tak aby Wy < Ws <. < W,.

Pokud neni urcen kofen ve stromé, muzeme se jej pokusit urcit tak, aby byl
,,priblizné uprostied stromu“. To lze realizovat tak, Ze vSechny jednotlivé vrcholy
stromu oznacime hodnotou tzv. vgstiednosti. Definujeme vystiednost exr(v) vr-
cholu v v grafu T jako nejvétsi moznou vzdalenost z v do néjakého vrcholu w v
T, kterou lze dosdhnout. Tento pojem mé smysl pro vSechny grafy, u stromu ale
diky nepfitomnosti kruznic plati, Ze maximalni hodnoty excentricity vzdy dosahuje
bud pravé jeden vrchol nebo pravé dva vrcholy. Skuteéné, nejdelsi mozné cesta z
kteréhokoliv vrcholu stromu nutné konc¢i v nékterém z jeho listi. Pro strom na dvou
vrcholech tvrzeni plati a u stromu na n > 3 vrcholech odebranim listt dostaneme
strom mensi, u néjz se excentrity vSech vrcholti, které ztstaly, zmensi pravé o jed-
nicku. Tvrzeni tedy plyne indukci podle poc¢tu vrcholti stromu. Navic je zfejmé, ze
dva vrcholy s maximélni excentricitou musi byt spojeny hranou.

Nyni tedy mtzeme prifadit jednoznac¢ny kdéd, az na izomorfismus i kazdému
stromu. Pokud existuje jediny vrchol s maximalni excentricitou, pouzijeme jej jako
kofene, v opacném pripadé postupujeme stejné pro dva stromy vzniklé z T" odebra-
nim hrany spojujici vrcholy s maximalni excentricitou a kdd vznikne zfetézenim
kéda obou stromt v poradi podle lexikografického usporadéani.

Duisledek. Dva stromy T a T jsou izomorfni prdvé, kdyz maji spolecny kdd.

9.27. Kostra grafu. V praktickych aplikacich ¢asto zadava graf vSechny moznosti
propojeni mezi objekty, prikladem mtze byt tfeba silni¢ni nebo vodovodni nebo
elektrickd sit. Pokud ndm staéi zajistit propojitelnost kazdjych dvou vrcholt pii

miniméalnim poc¢tu hran, hledame vlastné v grafu G podgraf T' na vSech vrcholech
grafu G, ktery je stromem.

Definice. Libovolny strom T' = (V, E’) v grafu G = (V, E), E' C E se nazyva
kostra grafu G.
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Evidentné mutze kostra v grafu existovat pouze, pokud je graf G souvisly. Misto
formalniho dtikazu, Ze plati i opak uvedeme pifimo algoritmus, jak kostru grafu
sestrojit.

Algoritmus 1. Postupovat miZeme napiiklad takto: Sefadime zcela libovolné
v8echny hrany ej,...,e, v E do pofadi a postupné budujeme mnoziny hran E!
tak, ze v (i + 1)—vém kroku pfiddme hranu e; k E! jestlize tim nevznikne v grafu
G; = (V,E; U{e;}) kruznice, a ponechdme E; beze zmény v piipadé opa¢ném. Al-
goritmus skonéi pokud bud m4 jiz graf G; pro néjaké i pravé n — 1 hran nebo je jiz
1 = m. Pokud zastavujeme z druhého dtavodu, byl ptivodni graf nesouvisly a kostra
neexistuje.

Lemma. Vysledkem predchoziho algoritmu je vidy les T'. JestliZe algoritmus skonci
s k <n—1 hranami, md pivodni graf n — k komponent. Zejména je tedy T kostrou
prave, kdyz algoritmus skonci pro dosaZeni n — 1 hran.

DUKAz. Podle pravidla v algoritmu, vysledny podgraf T' v G nikdy neobsahuje
kruznice. Je tedy lesem. Jestlize je vysledny pocet hran n —1, jde o strom, viz Véta
9.19

Zbyva pouze ukazat, ze souvislé komponenty grafu 7' maji stejné mnoziny vr-
cholti jako souvislé komponenty ptivodniho grafu G. Kazda cesta v T" je i cestou v G,
musi tedy vSechny vrcholy ze jednoho stromu v T' lezet vSechny v jedné komponenté
G. Pokud by ale existovala v G cesta z v do w takové, Ze jeji koncové vrcholy lezi v
riznych stromech v T, pak na ni existuje posledni vrchol v; v komponenté urcené
v a v;41 v ni nelezi. Pfislusnd hrana {v;,v;11} musela nékdy pii chodu algoritmu
ale vytvaret kruznici, protoze jinak by se byvala ocitla mezi hranami v T'. Protoze
se béhem algoritmu hrany neodebiraji, musi tedy ztstavat cesta mezi v; a v;41 v
T. To je ovSem spor s nasimi predpoklady a proto v a w nemohou lezet v riznych
stromech v T'. Poc¢et komponent v T' je dan pevnym vztahem mezi poctem vrcholt
a hran ve stromech. (I

Poznamka. Jako vzdy bychom se méli zabyvat otazkou, jak slozity je uvedeny
algoritmus. Kruznice pfidanim nové hrany vznikne tehdy a jen tehdy, jestli jeji
koncové vrcholy lezi ve stejné souvislé komponenté budovaného lesu 7'. Staci nam
proto pribézné udrzovat znalost souvislych komponent.

K realizaci algoritmu proto potfebujeme (v abstraktni podobé) umét pro jiz
zadané t¥idy ekvivalence na dané mnoziné (v nasem piipadé jsou to vrcholy) slu-
covat dvé tiid ekvivalence do jedné a nalézat pro dany prvek, do které tiidy patii.
Pro sjednoceni jisté potiebujeme O(k) ¢asu, kde k je pocet prvki slu¢ovanych t¥id
a jisté mizeme pouzit ohrani¢eni poctu k celkovym poctem vrcholt n. Mizeme si
ale pamatovat spolu se t¥idami i pocty jejich prvki a prtbézné pro kazdy vrchol
uchovavat informaci do které t¥idy patfi. Sjednoceni dvou tiid tedy predstavuje
preznaceni jména u vSech prvki jedné z nich. Jestlize pfi preznacovani prislusnosti
vrcholti k tfiddm budeme vzdy preznacovat tu mensi z nich, pak celkovy pocet
operaci potfebnych v nagem algoritmu bude O(nlogn + m). Dokazte si jako cvigeni!

Algoritmus 2. Kostru miZeme ale hledat také jinak a rychleji: Budeme v grafu
G = (V, E) s n vrcholy a m hranami postupné budovat strom 7. Za¢neme v libo-
volné zvoleném vrcholu v a prazdnou mnozinou hran, tj. 7o = ({v},0). V i~tém
kroku heddme mezi hranami, které dosud nejsou v T;_1, maji v T;_; jeden koncovy
vrchol, ale druhy koncovy vrchol fo T;_1 nepatii. Prvni takovou hranu pfidame i s
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druhym koncovym vrcholem a ziskdme tak 7;. Algoritmus skondi, az takova hrana
neexistuje.

Evidentné je vysledny graf T" souvisly a podle poctu vrcholu a hran je to strom.
Ukéazeme, Ze vrcholy T splyvaji s vrcholy souvislé komponenty G. Predpokladejme
proto, Ze do néjakého vrcholu w vede z v cesta. Pokud by w nebyl vrchol v T, pak
zcela stejné jako v dikazu predchoziho lematu na ni najdeme posledni vrchol v;,
ktery jesté do T patii. Dalsi hrana cesty by ale v okamziku ukonceni algoritimu
pripadal v tivahu pro ptidani do T, coz je spor.

Tento algoritmus tedy v ¢ase O(n + m) nalezne kostru souvislé komponenty
zvoleného pocatecniho vrcholu v.

9.28. Pocet koster uplného grafu. K urceni poctu koster iplného grafu o n uz-
lech muze slouzit pojem Priiferovy posloupnosti kostry grafu. Priiferovu posloup-
nost muzeme prifadit kostfe grafu K, a to nésledujicim zpisobem: oznaCme vr-
choly v grafu K,, postupné od 1 do n a odstranujme postupné listy dané kostry
(od nejmensiho) a s kazdym odstranénym listem zapiSme do posloupnosti souseda
pravé odstranéného listu. Opakujeme tak dlouho, dokud v kostfe nezbubou pouze
dva vrcholy.

Ziskana posloupnost ma evidentné n — 2 ¢lent, které mohou nabyvat hodnot od
1 do n. Obrécené neni tézké dokazat, ze pro kazdou takovou posloupnost existuje
pravé jedna kostra grafu K, , ktera se do této posloupnosti vyse popsanym postupem
zakdduje.

Celkem dostédvame, Ze existuje pravé n™~ 2 riiznych koster grafu K,,.

9.29. P¥iklady.

9.29.1. Kolik existuje ruznych koster grafu Ks5? Kolik ruznyjch jich existuje az na
izomorfismus?

Reseni. Existuji tii navzajem neizomorfni kostry (se skére (1,2,2,2,1), (1,2,3,1,1),
(4,1,1,1,1)). Piislusné tiidy isomorfnich grafii maji postupné 5- (3)-2,5-4-3 a5
prvku, celkem 125 riznych koster, coz souhlasi s obecnym vzorcem pro pocet koster
uplného grafu. O

9.30. Minimalni kostra. ProtoZe je to obecnou vlastnosti stromi, kazda kostra
grafu G ma stejny pocet hran. Tak, jak jsme ale jiz dfive hledali nejkratsi cesty v
grafech s ohodnocenymi hranami, budeme v pifipadé koster jisté chtit umét najit
kostry s minimalnim souétem ohodnoceni pouzitych hran.

Definice. Necht G = (V, E,w) je souvisly graf s ohodnocenymi hranami s nezé-
pornymi vahami w(e) pro véechny hrany. Jeho minimdlind kostra T je takova kostra
grafu G, kterd ma mezi vSemi jeho kostrami minimélni soucet ohodnoceni vSech
hran.

O prakti¢nosti takové tlohy muzete pfemyslet tfeba v souvislosti s rozvodnymi
sitémi elektfiny, plynu, vody apod.

Kupodivu je docela jednoduché miniméalni kostru najit za pfedpokladu, ze jsou
v8echna ohodnoceni w(e) hran v grafu G nezdporna. Nésledujicimu postupu se fika
Kruskaliv algoritmus:

e Setfidime vSech m hran v E tak, aby w(e1) < w(ez) < -+ < w(ey).
e v tomto potradi aplikujeme na hrany postup z Algoritmu 1 pro kostru v pied-
chozim odstavci.
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Jde o typicky priklad takzvaného ,hladoveckého pristupu”, kdy se k maximali-
zaci zisku (nebo minimalizaci ndklad) snazime dostat vybérem momentéalné (snad)
nejvyhodnéjsiho kroku. Casto tento pfistup zklame, protoZe nizké niklady na za-
¢atku procesu mohou zavinit vysoké na jeho konci. V nasem ptipadé ale skutecné
dostaneme vzdy minimalni kostru:

Véta. Kruskaluv algoritmus spravné resi problém minimdlni kostry pro kazdy sou-
visly graf G s nezdporngm ohodnocenim hran. Algoritmus pracuje v ¢ase O(mlogm),
kde m je pocet hran v G.

Dokaz. POZDEJI 77?7 (]

9.31. Dalsi algoritmy pro minimalni kostru. I druhy z nasich algoritmu pro
kostru grafu v predchozim odstavci vede na minimélni kostru, kdyz v kazdém oka-
mziku volime ze v8ech moznych hran e; = {v;, vi14}, v; € Vi, v;41 € V' \ v; tu, kterd
ma minimalni ohodnoceni. Vysledny postup se zpravidla nazyva Primiv algoritmus
podle jeho prace z r. 1957, ve skutec¢nosti byl ale popsan ¢eskym matematikem Jar-
nikem jiz v roce 1930. Radéji mu proto fikejme Jarnikiv algoritmus. Jarnik pfitom

vvvvvv

Véta. Jarnikiv algoritmus najde minimdlni kostru pro kazdy souvisly graf s libo-
volnym ohodnocenim hran.

DUkaz. POZDEJI 77?7 O

Poznamka. Bortvkav algoritmus je docela podobny, konstruuje ale postupné stale
co nejvice souvislych komponent zardz. Zacneme tedy s jednoprvkovymi kompo-
nentami v grafu Ty = (V,0) a pak postupné vzdy kazdou komponentu propojime
nejkratsi moznou hranou s komponentou jinou. Opét 1ze dokazat, ze takto obdrzime
minimalni kostru. V pseudokédu by Sel tento algoritmus zapsat nasledovné:

(1) Inicializace. Udélej graf S slozeny z vrcholt grafu G;
(2) Hlavni cyklus. Dokud m4 S vice nez jednu komponentu opakuj:
pro kazdy strom 7' v S najdi nejmensi hranu spojujici T's G\ T, tuto
hranu pfidej do F;
vsechny hrany z E pridej do S;

9.32. Priklady.

9.32.1. Uvazme nasledugici postup pro urcovdni minimdlni cesty mezi dvéma vr-
choly v ohodnoceném meorientovaném grafu: nejprve nalezneme minimadalni kostru
grafu, za minimalni cestu pak prohldsime jedinou cestu spojujici dva dané vrcholy
v minimdlni kostie. Dokazte, Ze je tento postup sprdvny, nebo uvedte protipriklad.
Reseni. Postup neni spravny. Staci uvazit napiiklad kruznici s hranami ohodno-
cenymi az na jednu jednickami, zbyvajici hrana ohodnocena dvojkou. (I

9.32.2. Mame danu nasledugici tabulku vzddlenosti svétovych metropoli: Londyna,
Mezico City, New Yorku, Parize, Pekingu a Tokia:

L MC NY P Pe T

L 59558 3469 214 5074 5959
MC 2090 5725 7753 7035
NY 3636 6844 6757

P 5120 6053

Pe 1307
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Jakd je nejmensi délka kabelu, kterym je mozné propojit tato mésta? (predpokld-
dame, Ze délka kabelu potrebného k propojeni danych dvou mést je pravé vzdalenost
v tabulce).

Reseni. Aplikaci algoritmu na hledani minimalni kostry zjistime, Ze hledana délka
je 12154. (v kostfe jsou hrany LPe, LP, LNY, PeT, MCNY). O

9.32.3. Urcete pocet podgrafi grafu Ks.

Reseni. Pocet podgrafii spo¢itame postupné podle poétu v jejich vrcholi:
e v = 0. Jde o prazdny graf. Ten je pouze jediny.
e v = 1. Jeden vrchol mtzeme vybrat péti zptusoby, celkem 5 grafi.
e v = 2. Dva vrcholy miizeme vybrat (3) zpusoby, mezi vybranymi vrcholy pak
bud vede nebo nevede hrana. Celkem (3)2 grafi.
e v = 3. TT¥i vrcholy mtizeme vybrat (g) zpusoby, mezi kazdymi dvéma vybranymi
vrcholy bud vede, nebo nevede hrana, celkem (3) 2(3) grafi.
o v=4. (i) 2(2) grafu.
e v=>5. (g) 2(3) grafi.
Celkem 1550 podgrafi grafu K. O

9.32.4. Urcete pocet kruznic v grafu Ks.

Reseni. Pocet kruznic spo¢itame postupné podle jejich délky. Nejkratsi kruznice
mtize mit délku 3, nejdelsi kruznice v K5 pak délku pét. Kruznice je urcena svymi
vrcholy, tak jak v ni jdou poporadé, pficemz je jedno, ktery vrchol prohlasime za
pocétecni a ktery za koncovy. Pocet kruznic je tedy 5-4-3/3-2+5-4-3-2/4-24+5! /5.2 =
10+ 15+ 12 = 37. O

9.32.5. Urcete pocet cest mezi dvéma ruznymi pevné vybranymi vrcholy v grafu
K.

Reseni. Spocitame cesty postupné podle jejich délky. Cesta délky jedna je jedna
(hrana spojujici dva vybrané vrcholy). Cest délek dva je pét (vybirdme jeden z péti
zbylych vrchold, pres ktery cesta piijde). Cest délek tii je 5 - 4 (vybirdme v daném
poradi dva vrcholy, pres které cesta pijde), obdobné cest délky ¢tytije 5-4 -3, cest
délky pét je 5-4-3-2 a konecné cest délky Sest je taktél 5!. Delsi cesty v K7 nejsou.

O

9.32.6. Oznacéme vrcholy v grafu K¢ postupné éisly 1, 2,...6 a kazdou hranu {i,j}
ohodnotme ¢islem [(i + j) mod 3] + 1. Kolik existuje riznych minimdlnich koster v
tomto grafu?

Reseni. Hrany s ohodnocenim jedna tvoif kruznici 12451 délky étyfi a hranu 36.
Jde tedy o nesouvisly podgraf daného grafu. Neni tedy mozné vybrat kostru daného
grafu pouze z hran s ohodnocenim jedna. Minimalni kostra bude mit tedy soucet
ohodnoceni hran v ni minimélné 4 - 1 + 2 = 6. Kostru s touto hodnotou skutecné
miizeme vybrat. Z hran s ohodnocenim 1 miizeme vypustit libovolnou hranu ze
zminované kruznice a nezavisle priddme néjakou hranu s ohodnocenim dveé, kterd
spojuje v podgrafu hran s ohodnocenim jedna komponentu 1245 s komponentou 36.
Takové hrany jsou celkem ctyfi. Celkem mé dany graf 4-4 = 16 riznych minimalnich
koster. 0
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9.32.7. Oznacme vrcholy v grafu K¢ postupné cisly 1, 2,...6 a kazdou hranu {i,j}
ohodnotme cislem [(i + j) mod 3] + 1. Kolik ezistuje riznych mazimdlnich koster v
tomto grafu?

Reseni. Hrany s ohodnocenim t¥i tvoii krulnici 23562 délky ¢tyii a hranu 14. Jde
tedy o nesouvisly podgraf daného grafu. Neni tedy molné vybrat kostru daného
grafu pouze z hran s ohodnocenim tfi. Maximalni kostra bude mit tedy soucet
ohodnoceni hran v ni nejvyse 4 - 3 + 2 = 14. Kostru s touto hodnotou skutecné
miizeme vybrat. Z hran s ohodnocenim 3 miizeme vypustit libovolnou hranu ze
zminované kruznice a nezavisle priddme néjakou hranu s ohodnocenim dvé, ktera
spojuje v podgrafu hran s ohodnocenim tii komponentu 2356 s komponentou 14.
Takové hrany jsou celkem ¢tyti. Celkem ma dany graf 4-4 = 16 rtiznych maximéalnich
koster. (]

9.32.8. Oznacéme vrcholy v grafu Ky postupné &isly 1, 2,...7 a kaZdou hranu {i,j},
ohodnotme ¢islem [(i + j) mod 3] + 1. Kolik existuje riznych minimdlnich koster v
tomto grafu?

Reseni. Nejlevnéjsi hrany s ohodnocenim jedna tvoif podgraf obshahujici viechny
vrcholy a majici dvé komponenty, které mohou byt propojeny néjakou hranou s
druhym nejmensim ohodnocenim. Minimalni kostra ma tedy soucet ohodnoceni
jejch hran minimélné 6 x 1 4+ 2 = 8. Kostry s touto hodnotou skuteéné existuji, je
totiz Sest hran hodnoty 2, které propojuji zminované dvé komponenty. Konkrétné
jde o komponentu {1,2,4,5,7} a {3,6}. V prvni komponenté existuji pravé tii
kruznice a to délky 4, pricemz kazda ze Sesti hran této komponenty lezi pravé ve
dvou kruznicich. Abychom z dané komponenty ziskali strom, musime dvé hrany
vypustit, to mizeme udélat 6 - 4/2 zplisoby. Celkem dostédvame 12 -6 = 72 riznych
minimalnich koster. (]

9.32.9. Oznacéme vrcholy v grafu Ky postupné &isly 1, 2,...7 a kaZdou hranu {i,j},
ohodnotme cislem [(i + j) mod 3] + 1. Kolik existuje riznych mazimdalnich koster v
tomto grafu?

Reseni. Nejdrazsi hrany s ohodnocenim tfi tvo¥i v daném grafu podgraf obsahu-
jici vSechny vrcholy a majici dvé komponenty a to dvé krulnice délek t¥i a Ctyfi.
Pouze z hran s timto ohodnocenim tedy maximdlni kostru neslolime. Bude v ni
tedy minimalné jedna levnéjsi hrana. Kostry s pravé jednou hranou s ohodnocenim
2 pak skutecné existuji. Existuje Sest hran s ohodnocenim 2 propojujici dvé zmi-
néné komponenty. Abychom dostali kostru, musime jesté vypustit po jedné hrané
z kazdé z kruznic. To muzeme udélat 3 - 4 = 12 zpusoby. Celkem mame 72 raznych
maximalnich koster. O

9.32.10. Oznacme vrcholy v grafu Ks postupné cisly 1, 2,...5 a kaZdou hranu 1, j,
i=1,...,5 ohodnotme cislem 1, pokud je (i + j) liché, ¢islem 2, pokud je (i + j)
sudé. Kolik existuje riznych mazximdlnich koster v tomto grafu?

Reseni. 18. O

9.32.11. Oznacme wvrcholy v grafu Ks postupné cisly 1, 2,...5 a kaZdou hranu
{i,7}, i = 1,...,5 ohodnotme ¢islem 1, pokud je (i + j) liché, éislem 2, pokud je
(i + j) sudé. Kolik existuje riznych minimdlnich koster v tomto grafu?

Reseni. 12. O
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9.32.12. Oznacme vrcholy v grafu Kg postupné cisly 1, 2,...6 a kaZdou hranu 1, j,
i =1,...,6 ohodnotme ¢islem 1, pokud je (i + j) ddvd zbytek 1 po déleni tremi,
cislem 2, pokud je (i + j) ddavad zbytek 2 po délend tremi a konecné cislem 3, pokud
je (i+j) délitelné tremi. Kolik existuje rizniych minimdlnich koster v tomto grafu?

Reseni. 16. n

9.32.13. Oznacme vrcholy v grafu Kg postupné cisly 1, 2,...5 a kaZdou hranu 1, j,
i =1,...,6 ohodnotme ¢islem 1, pokud je (i + j) ddvd zbytek 1 po déleni tremi,
Gislem 2, pokud je (i + j) ddvd zbytek 2 po délent tfemi a koneéné &islem 3, pokud
je (i+7) deélitelné tremi. Kolik existuje riznych mazimdlnich koster v tomto grafu?

Reseni. 16. O

9.33. Problém obchodniho cestujicicho. Z na$i kratké exkurze do grafovych
problém a algoritmii by mohl vzniknout dojem, Ze je v zasadé mozné nalézat hezké
a jednoduché algoritmy fesici uvazované problémy. To bylo ale zptsobeno tim, ze
jsme si dosud vybirali pouze problémy jednoduché. V drtivé vétSiné pripadd je
tomu naopak, teoretické vysledky pouze ukazuji, Ze algoritmus fungujici alespoi v
polynomidlnim c¢ase neexistuje a pouzivaji se takové, které davaji vysledky rozumné
dobré, nikoliv vSak optimalni.

Jednim z nejsledovanéjsich takovych kombinatorickych problému je tloha, kdy
mame najit v grafu s ohodnocenymi hranami miniméalni hamiltonovskou kruznici,
tzn. kruznici s minimalnim souc¢tem vah pouzitych hran mezi vSemi moznymi ha-
miltonovskymi kruznicemi.

Praktické vyjadieni ne vzdy na prvni pohled prozradi, ze jde pravé o tento
problém. Setkdvame se s nim napf. pri

planovani dodévek zbozi nebo sluzeb

organizaci poStovni sluzby (rozvoz posty, vybér posty ze schranek)

planovani udrzby siti (napf. bankomati)

obsluha pozadavki z fronty (napf. pfi paralelnich pozadavcich na ¢teni z hard

disku)

e planovani postupného méfeni jednotlivych ¢asti celku (napf. pii studiu struk-
tury krystalu proteinu pomoci rentgenu, kdy naklady jsou soustfedény zejména
na posuvy a zaostfeni pro jednotlivd méfeni)

e planovani déleni materialt (napt. pti kladeni tapet jejich déleni na pouZité pasy

tak, aby navazoval vzorek a doslo k co nejmensim ztratam)

I v pfipadé hledani minimélni hamiltonovské kruznice mtizeme uplatnit hlado-
vecky (anglicky ,greedy*) pfistup. Algoritmus zac¢ne v libovolném vrcholu vy, ktery
se stane aktivnim a vSechny ostatni si oznaci za spici. Postupuje pak postupné v
krocich tak, Ze vzdy najde ten dosud neumistény vrchol z spicich, do kterého vede
z aktivniho vrcholu nejméné ohodnocend hrana, aktivni vrchol oznaci jako zpra-
covany, tento novy vrchol se stane aktivnim. Algoritmus skon¢i bud netspéchem,
kdyz nenajde zddnou hranu z aktivniho uzlu do spiciho uzlu, ale hamiltonovska
kruzZnice jesté nebyla nalezena, nebo vyuzitim vSech vrcholi. Pokud ve druhém pfi-
pédé existuje hrana z posledniho pfidaného uzlu v,, do v, ziskdAme hamiltonovskou
kruznici.
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Je zjevné, ze tento algoritmus jen velice zfidka vyprodukuje skute¢né miniméalni
hamiltonovskou kruznici. Na tplném grafu zato vzdy alespon néjakou najde. Je do-
kazano, ze se dokonce polynomialné rychlymi algoritmy nelze libovolné ptiblizovat
k optimélnimu feseni.

9.34. Toky v sitich. Dalsi skupina aplikaci jazyka teorie grafii se tykd presunu
néjakého méritelného materidlu v pevné zadané siti. Vrcholy v orientovaném grafu
predstavuji body, mezi kterymi lze podél hran prenaset pfedem znamé mnozstvi,
ktera jsou zadana formou ohodnoceni hran. Neékteré vybrané vrcholy piedstavuji
zdroj sit€), jiné vystup ze sité. Podle analogie potrubni sité pro pfenos kapaliny
fikdme vystupnim vrcholim stok sité). Sit je tedy pro nas orientovany graf s ohod-
nocenymi hranami a vybranymi vrcholy, kterym fikdme zdroje a stoky.

Je ziejmé, Ze se muzeme bez Gjmy na obecnosti omezit na orientované grafy
s jednim zdrojem a jednim stokem. V obecném pripadé totiz vzdy muzeme pridat
jeden stok a jeden zdroj navic a spojit je vhodné orientovanymi hranami s vSemi
zadanymi zdroji a stoky tak, Zze ohodnoceni pfidanych hran bude zaroven zadavat
maximalni kapacity jednotlivych zdroji a stoki. Situace je naznacena na obrazku,
kde ¢ernymi vrcholy nalevo jsou zobrazeny vsechny zadané zdroje, zatimco Cerné
vrcholy napravo jsou vSechny zadané stoky. Nalevo je jeden pfidany (virtuélni) zdroj
jako bily vrchol a napravo jeden stok. Oznaceni hran neni v obrazku uvedeno.

/- A
S e

Definice. Sit je orientovany graf G = (V, E) s vybranym jednim vrcholem z na-
zvanym zdroj a jinym vybranym vrcholem s nazvanym stok, spolu s nezdpornym
ohodnocenim hran w : E — R. Tokem v siti S = (V, E, z, s, w) rozumime ohodno-
ceni hran f: E — R takové, ze soucet hodnot u vstupnich hran u kazdého vrcholu
v, kromé zdroje a stoku, je stejny jako soucet u vystupnich hran z téhoz vrcholu,

t].
Yo fle= Y flo)
)

e€IN (v ecOUT (v)

Velikost toku f je dana celkovou balanci hodnot u zdroje

Z definice je ziejmé, ze velikost toku muzeme stejné dobfe vypocist jako hod-

notu
fl= > fleo— > fle).

e€IN(s) ecOUT (v)

Na obrazku mame nakreslenu jednoduchou sit se zvyraznénym bilym zdrojem
a Cernym stokem. Sou¢tem maximéalnich kapacit hran vstupujicich do stoku vidime,
ze maximalni mozny tok v této siti je 5.
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9.35. Problém maximalniho toku v siti. Nasi tlohou bude pro zadanou sit na
grafu G urc¢it maximalni mozny tok. Na konci minulého odstavce jsme pohledem na
obrazek zjistili, ze maximéalni tok v této siti nemulze presdhnout cislo 5. Podstatné
na nasi ivaze bylo, Ze jsme seCetli hodnoty maximélnich kapacit u mnoziny hran,
pres které musi jit kazda cesta ze z do s. Zaroven umime snadno najit tok, ktery
toto maximum skutecne realizuje (protoze je nase sit tak jednoduchd). Tuto rozvahu
muzeme zformalizovat takto:

Definice. Rezem v siti S = (V, E, 2, s, w) rozumime takovou mnozinu hran C C E,
7e po jejim odebrani nebude v grafu G = (V, E \ C) zadn4 cesta z z do s. Cislo

Cl =" wle)
ecC

nazyvame velikost fezu C.

Evidentné plati, Ze nikdy nemiiZzeme najit vétsi tok, nez je hodnota kteréhokoliv
z fezi. N a dals$im obrazku mame zobrazen tok siti s hodnotou 5 a ¢arkovanymi
lomenymi ¢arami jsou naznaceny fezy o hodnotach 12, 8 a 5.

Sestavime funkéni algoritmus, ktery pomoci postupnych konstrukci vhodnych
cest najde ez s minimalni moznou hodnotou a zaroven najde tok, ktery tuto hod-
notu realizuje. Tim dokazeme nasledujici vétu:

Véta. Mazimalni velikost toku v dané siti S = (V, E, z,s,w) je rovna minimdln{
veltkosti Tezu v této siti.

Myslenka algoritmu je vcelku prostda — prohledavame cesty mezi uzly grafu a
snazime se je ,nasytit* co nejvétsim tokem. Zavedeme si za tito i¢elem terminologii.
O neorientované cesté v siti S = (V, E, z,s,w) z vrcholu v do vrcholu w fekneme,
7e je menasycend, jestlize pro vSechny hrany této cesty orientované ve sméru z v do
w plati f(e) < w(e) a f(e) > 0 pro hrany orientované opacéné. Za rezervu kapacity
hrany e pak oznacujeme ¢islo w(e) — f(e) pro pfipad hrany orientované ve sméru
z v do w a ¢islo f(e) pii orientaci opa¢né. Pro zvolenou cestu bereme za rezervu
kapacity minimalni rezervu kapacity z jejich hran.
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Forduv-Fullkersonuv algoritmus. Vstupem je sit S = (V) E, z,s,w) a vystu-
pem maximalni mozny tok f: E — R.

o Iniciace: zaddme f(e) = 0 pro vSechny hrany e € E a prohledavanim do sitky
z vrcholu z najdeme mnozinu vrchold U C V, do kterych existuje nenasycena
cesta;.

o Hlavni cyklus: Dokud s € U opakujeme

— zvolime nenasycenou cestu P ze zdroje z do s a zvétSime tok f u vSech
hran této cesty o jeji minimalni rezervu
— obnovime U.

e na vystup ddme maximéalni tok f a minimalni fez C tvoreny vSemi hranami

vychazejicimi z U a konéicimi v doplitku V' \ U.

Dukaz spravnosti algoritmu. Jak jsme vidéli, velikost kazdého toku je nejvyse
rovna hodnoté kteréhokoliv fezu. Staci nam tedy ukazat, ze v okamziku zastaveni
algoritmu jsme vygenerovali fez i tok se stejnou hodnotou.

Algoritmus se zastavi pii prvnim pfipadu, kdy neexistuje nenasycena cesta ze
zdroje z do stoku s. To znamené, Ze U neobsahuje s a pro vSechny hrany e z U do
zbytku je f(e) = w(e), jinak bychom museli koncovy vrchol e pfidat k U.

Zaroven ze stejného divodu vsechny hrany e, které zacinaji v komplementu
V\U akoné v U musi mit tok f(e) =0.

Pro velikost toku celé sité jisté plati

f] = > fle) - > f(e).

hrany z U do V\ U hrany z V\ U do U

Tento vyraz je ovsem v okamziku zastaveni roven

> fle) = > w(e) = [C],

hrany z U do V\ U hrany z U do V\ U

coz jsme chtéli dokazat.

Zbyva ovSem ukéazat, Ze algoritmus skutecné zastavi.

Vsimnéme si, ze pro celoc¢islené hodnoty ohodnoceni hran ziskdme také celoci-
selny tok.

Chod algoritmu je ilustrovan na obrazku. Vlevo jsou vybaveny dvé nejkratsi ne-
nasycené cesty ze zdroje do stoku (horni méa dvé hrany, spodni t¥i). Jsou vyznaéeny
Cervené. Napravo je pak nasycena dalsi cesta v poradi a je vyznaCena modre. Je
nyni zjevné, ze nemuze existovat dalsi nenasycena cesta ze zdroje do stoku. Proto
algoritmus v tomto okamziku skonci.
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9.36. Dodate¢né podminky na tok. NasSe tloha pfipousti i dalsi podminky.
Mtzeme napi. pozadovat dodrzeni maximalni kapacity pritoku pies jednotlivé vr-
choly. Nebo mitizeme chtit dodrzet nejen maximalni ale také minimalni toky pfes
jednotlivé hrany ¢i vrcholy.

Pridani kapacit vrcholt je jednoduché — prosté vrcholy zdvojime a dvojcata
ozncujici vstup do vrcholu a vystup z vrcholu spojime pravé jednou hranou s pii-
slusnou kapacitou.

Omezeni miniméalnimi prutoky lze zahrnout do iniciace naseho algoritmu. Je
ovsSem zapotiebi otestovat, jestli takovy tok vibec existuje.

V literatufe lze najit fadu dalsich nuanci, nebudeme se jim zde vénovat.

9.37. Priklady.
9.37.1. Rezem v siti (V,E,z,s,w) miZeme také rozumét mnoZinu hran C C S
takovou, Ze v siti (V, E\ C, z, s, w) neexistuje Zidnd cesta ze zdroje z do stoku (cile,
spotrebice) s, ale pokud z C odebereme libovolnou hranu e, tak uZ novd mnozina
tuto vlastnost mit nebude, tedy v (V, E\CUe, z, s, w) existuje cesta ze z do s. Urcete
vechny tyto Tezy (a jejich hodnoty) v nasledujici siti:

2

z 5

10

;.S

pak jsou fezy nésledujict: {f,i},{f,h,j,a},{f)c,a,de} {fj,ca,d,f}, {bjc}{b,jh}{b,i},

jejich hodnoty jsou pak 12, 9, 20, 18, 15, 10, 15. (]
9.37.2. Najdéte maximdlni tok v siti z predchoziho prikladu.

Reseni. 7 teorie a piedchoziho piikladu vime, Ze hodnota maximalniho fezu je
9. Tento tok f neni zaddn jednoznacné. Mizeme volit naptiklad f(a) = 2, f(b) =

4,f(c) = 1,f(h) = 1, f(j) = 4, f(f) = 2,f(i) = 7, f(v) = 0 pro vSechny ostatni
hrany v daného grafu. O

9.37.3. Urcete mazimalni tok a jemu odpovidajici minimalni Tez v ndsledujicim
ohodnoceném orientovaném grafu:
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Reseni. Min. fez. dan mnozinou {F, S}, jeho hodnota je 39. O

9.37.4. Urcete mazimalni tok a jemu odpovidajici minimdlni Tez v ndsledujicim

ohodnoceném orientovaném grafu:
A 23 B

Reseni. Rez je dan mnozinou {F, S, D}, hodnota je 29. O

9.37.5. Urcete mazimalni tok a jemu odpovidajici minimalni Tez v ndsledujicim
ohodnoceném orientovaném grafu:
A

Reseni. Min. fez odpovidd mnoziné (B, D, S). Hodnota je 40. O

9.37.6. Urcete mazimalni tok a jemu odpovidajici minimdlni Tez v ndsledujicim
ohodnoceném orientovaném grafu:
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Reseni. Min. fez je ddan mnozinou {Z, A, E}. Hodnota je 32. O

9.38. Dalsi aplikace. Hezkym vyuzitim tokd v siti je feSeni tlohy bipartitniho
parovani. Ulohou je v bipartitnim grafu najit maximélni parovani, tedy maximalni
podmnozinu hran takovou, aby zadné dvé hrany nesdilely vrchol.

Jde o abstraktni variantu docela obvyklé tlohy — tfeba sparovani klukt a holek
k tanci v tane¢nich, kdybychom méli predem znamé moznosti, ze kterych vybirame.

Tento problém docela snadno prevedeme na hledani maximélniho toku. Pfi-
dame si uméle navic ke grafu zdroj, ktery propojime hranami jdoucimi do vSech
vrcholid v jedné skupiné v bipartitnim grafu, zatimco ze vsech vrchold ve druhé
skupiné vedeme hranu do pfidanéhoho stoku. VSechny hrany opatfime maximalni
kapacitou 1 a hleddme maximéalni tok. Za pary pak bereme hrany s nenulovym
tokem.

Jingm vyuzitim tokd je diikaz tzv. Mengerovy véty (uvedli jsme ji jako tvzerni
v . MiZzeme se na né divat takto: V orientovaném grafu ohodnotime vSechny
hrany e maximalni kapacitou 1 a totéz pro vSechny vrcholy. Dale si zvolime li-
bovolnou dvojici vrcholi v a w, které povazujeme za zdroj a stok. Jestlize nas
pak zajima tok timto grafem, dostaneme pravé pocet zcela ruznych cest z v do w
(hrany i vrcholy jsou rizné kromé zacatku a konce). Kazdy fez ptitom oddéluje v
a w do raznych souvislych komponent zbylého grafu. Ze skute¢nosti, Ze hodnota
minimélniho fezu je rovna hodnoté toku v siti nyni vyplyva pozadované tvrzeni.

9.39. Priklady.

9.39.1. Naleznéte mazimalni parovani nasledujictho bipartitniho grafu:

Pro mazimalni tok urcugjici Vami nalezen€ maximdlni pdarovani ddle urcete jemu
odpovidajici minimadlni Tez v siti.
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Reseni. Z daného bipartitniho grafu vyrobime sit piidanim zdroje Zd a stoku
St, orientovanych hran (Zd, A), ..., (Zd, G), (T, St),...,(Z, St), stavajici hrany ori-
entujeme ,abecedné“ od nizsiho pismena k vys$simu, vSem hrandm pak pfitadime
kapacitu 1. Ford-Fulkersonovym algoritmem pak snadno nalezneme néktery maxi-
malni tok a jemu odpovidajici max. parovani. Jeden z moznych maximalnich tokiu
je vyznacen na nésledujicim obrazku (Cervené hrany znézornuji tok o velikosti 1
danou hranou zleva do prava):

Odpovidajici maximalni parovani (A, W), (B, Z), (C,T), (D, V), (F, X), (G,Y).
Modfe jsou v obrazku vyznaceny vrcholy, do nichZ existuje rezervni cesta, mini-
malni fez je pak tvofen hranami jdoucich z modrych vrcholti do ¢ernych vrchold,
tedy hranami (Zd, A), (Zd, B),(Zd, C),(V, St),(X, St),(Y, St). O

9.40. Stromy her. Obratime ted nasi pozornost k velice rozsifenym uzitim stro-
movych struktur pfi analyzach moznych strategii nebo postupt. Zcela jisté se s
nimi setkdme v teorii umélé inteligence a v Casti teorie her. Své misto ale maji také
v ekonomii a mnoha dalsich oblastech lidskych ¢innosti.

Budeme v této souvislosti hovofit o hrdch. V matematickém smyslu se teorie
her zabyva modely, ve kterych jeden nebo vice partnert ¢ini kroky podle pfedem
znamych pravidel a vétsinou také ve pfedem zndmém potradi. VétSinou se mozné
kroky nebo tkony ohodnocuji néjakymi vynosy nebo ztratami pro daného partnera.
Smyslem je pak nalezeni strategie hrdce, tj. algoritmického postupu, podle kterého
muze hra¢ maximalizovat vynos, pfipadné minimalizovat ztratu.

Budeme se zabyvat tzv. extenzivnim popisem her. To je takovy popis, kdy
mame k dispozici tiplnou a konecnou analyzu vsech moznych stavi hry a vysledna
analyza zadava skutecné presnou rozvahu o vynosech ¢i ztratach za predpokladu
nejlepsiho mozného chovani ziucastnénych partneria. Strom hry je kofenovy strom,
ktery mé za uzly vSechny mozné stavy hry, a tyto uzly budou oznaceny podle toho,
ktery z hrac¢u je zrovna na tahu. Hrany budou vSechny mozné tahy daného hrace v
daném stavu. Takovy aplny popis pomoci stromu miZzeme konstruovat pro bézné
hry jako jsou piskvorky, Sachy, apod.

Jako jednoduchy piiklad uvedme jednoduchou variantu hry Nim. (Nézem za-
vedl patrné Charles Bouton ve své analyze téchto her z roku 1901 — pry pochézi z
némeckého , Nimm!“, coz ¢esky znamend ,Ber!“.)

Na stole lezi na jedné hroméadce k sirek, kde k > 1 je pfirozené cislo, a hraci
postupné odebiraji kazdy jednu nebo dvé sirky. V normalni varianté hry vyhraje
ten, kdo jako posledni ma co vzit. Ve varianté hry ,na zebraka“ naopak prohrava
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ten, kdo vzal vSechny zbyvajici sirky. Strom takové hry, vcéetné vSech potifebnych
informaci miiZeme setrojit nasledovné:

e Stavu s /¢ sirkami na stole a s prvnim hrac¢em na tahu odpovida podstrom s
kofenem oznacenym Fy, stavu s tymz poctem sirek a druhym hracem na tahu
odpovida podstrom s kofenem Sy.

e Uzel Fy mé levého syna Sy_; a pravého syn Sy_s, u uzlu Sy jsou to obdobné
synové Fy_1 a Fy_o.

e Listy jsou vzdy bud Fy nebo Sy (p¥i normalnim rezimu hry, pfi hie na zebrdka
by to byly stavy Fy a S, ve kterych pfislusny hra¢ prohral).

Kazdy pribéh hrou zacinajici v kofenu Fj, odpovida pravé jednomu listu vysledného
stromu. Je tedy vidét, Ze celkovy pocet p(k) moznych her pro Fj je roven

p(k) = p(k —1) +p(k - 2)

pro k > 3 a snadno vidime, ze p(1) = 1 a p(2) = 2. Takovou diferenéni rovnici
jsme uz resili. Jejim feSenim jsou tzv. Fibonacciova ¢isla a umime pro né explicitni
formuli, viz. ¢ast o diferen¢nich rovnicich v prvni kapitole. Zname proto i formuli
pro pocet moznych pribéhi her. Pocet moznych stavt hry je pfitom roven poctu
vSech uzlt ve stromu. Hra pfitom vzdy skoné¢i vyhrou bud prvniho nebo druhého
hrace. U podobnych her miize kromé toho hra koncit také remizou.

9.41. Analyza hry. Pripravend stromovd struktura nam ted snadno umozni ana-

lyzovat hru tak, abchom mohli sestavit skute¢né algoritmickou strategii pro kazdého

hrace. Je k tomu jednoduchy rekurzivni postup pro ohodnoceni korene podstromu.

Budeme oznacovat jako W uzly ve kterych (pfi optimdlni strategii obou) vitézi

prvni hréé a L v pfipadé opa¢ném, piipadné jesté mizeme znacit jako T (z anglic-

kého ,win“ a ,loose“ z pohledu prvého hrace, znak T odpovidd anglickému ,tie“

ro remizu). Postup je tento:

(1) Listy ozna¢ime bud W nebo L, pfipadné T', podle pravidel hry (u norméalniho
prubéhu nasi varianty Nim to tedy bude W pro Sy a L pro Fp)

(2) Uzel Fy oznacime W, jestlize existuje syn, ktery je W. Pokud takovy syn nee-
xistuje, ale mezi syny existuje uzel s oznacenim 7', bude i oznacovany uzel T
Ve zbyvajicim pripadé, kdy jsou vsichni synové L bude i oznacovany uzel L.

(3) Uzel Sy oznacime L, jestlize existuje syn oznaceny L. Pokud takovy syn nee-
xistuje, ale mezi syny existuje uzel s oznacenim 7', bude i oznacovany uzel T
Ve zbyvajicim pfipadé, kdy jsou vsichni synové W bude i oznacovany uzel W.
Volanim této procedury na koten stromu obdzime ohodnoceni vSech uzld a tim

také i strategii pro kazdého z hraca:

e Prvni hrac¢ se snazi v kazdém svém kroku presunout do uzlu oznaceném W,
pokud to ale nejde, hled4a alespon T’
e Druhy hrac je se snazi v kazdém svém kroku dostat hru do uzlu oznac¢eného L,

pokud to nejde, hleda alespon T.

Hloubka rekurze je dana hloubkou stromu. Napf. u naseho Nim s k sirkami je to
praveé k.

Ziskana analyza jesté neni piili§ uziteéna. Pro jeji uziti v uvedené formé totiz
potiebujeme mit k dispozici cely strom hry a to je obecné skute¢né velice mnoho dat
(u minipi§kvorek na hfisti 3 x 3 mé pfisludny strom jednotlivé desitky tisic uzla).
Zpravidla se v takovéto podobé pouziva analyza pomoci stromové struktury tehdy,
kdyz zkoumame pouze maly tsek celého stromu pomoci vhodnych heuristickych
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metod a tento kousek si naopak dynamicky utvarime béhem hry. To je fascinujici
oblast moderni teorie umélé inteligence, my se ji zde ale nebudeme vénovat.

Pro nase potfeby tuplné formalni analyzy ale umime najit kompaktnéjsi vyjad-
Feni stromové struktury grafu. Pokud si nakreslime nas strom pro hru Nim, okamzité
vidime, Ze se nam mnohokrate opakuji porad ty stejné situace hry v raznych lis-
tech, a to podle toho, jaka byla historie hry. Ve skutecnosti, jsou ale strategie urceny
pouze poctem zbyvajicich sirek a tim, kdo je na tahu. MuZeme proto stejnou hru
popsat pomoci grafu, ktery bude mit za uzly poCty zyvajicich sirek a celé strategie
bude zadéna urcenim, jestli v dané situaci vyhrava ten, kdo je na tahu nebo naopak
ten, kdo tahl pfedtim. K popisu moznych tahii budeme pouzivat orientované hrany.

Priklad pro nasi hru Nim je na obrazku. Nalevo je tplny strom pro hru se tfemi
sirkami, napravo je orientovany graf zobrazujici hru se sedmi sirkami. Uplny strom
pro hru se sedmi sirkami by mél jiz 21 listi a pocet list roste exponencidlné s

poctem sirek!
®, O C
(= ©
&
& ~5
\
® ()

Orientovany acyklicky graf mé pro kazdy pocet sirek pravé jeden vrchol a ten
zaroven nese oznaceni, zda pri jeho prichodu celkové vyhra ten, kdo je zrovna na
fadé (pismeno N od ,next*), nebo ten druhy (pismeno P od slova ,previous®).
Celkové je v ném vzdy jen k 4 1 vrchold pro hru s k sirkami. Zaroven v sobé graf
uschovava kompletni strategii: pokud z uzlu, ve kterém se hra¢ nachézi, vychézi
hrana koncici v uzlu s oznac¢enim P, hra¢ pouzije tento tah.

Naopak, kazdy acyklicky orientovany graf miZeme povazovat za popis hry.
Vychozimi situacemi jsou v ni ty uzly, do kterych nevedou Zadné hrany (jeden
nebo vice), hra konéi v listech (opét jeden nebo vice). Strategii hry obdrzime opét
jednoduchou rekurzivné volanou procedurou:

e Listy ozna¢ime pismenem P (skutecné prohrava ten, kdo je na tahu a nachézi
se v listu).
e Uzel grafu oznac¢ime jako N, pokud z néj vede hrana do uzlu oznaceného jako

P. V opacném pripadé oznacime uzel jako P.

(Pro zjednoduseni nyni uvadime pouze pfipady her bez remiz.)

V naSem specialnim pfipadé hry Nim je tedy situace obzvlasté jednoducha. Z
uvedené strategie vyplyva, ze hrac, ktery je na tahu prohrava, pokud je pocet sirek
délitelny tfemi, a vyhrava ve zbylych dvou pfipadech zbytkt 1 a 2 po déleni tfemi.

Hry, které umime reprezentovat vyse uvedenym zptsobem pomoci acyklického
orientovaného grafu nazyvame nestranné. Jde pravé o takévé hry, ve kterych

e V kazdé herni situaci maji oba hraci stejné moznosti tah.
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e Hra mé konecny celkovy pocet hernich situaci.
e Hra ma tzv. nulovy soucet, tj. lze jeji vysledek formulovat pomoci vyhry jednoho
(a tim prohry druhého) hrace, resp. remizy.

Piikladem nestranné hry jsou napi. piskvorky na pfedem znadmém rozméru pouzité
Ctvereckové sité. Zde sice hrac¢i pouzivaji razné symboly, podstatné ale je, Ze je
mohou umistit do kteréhokoliv dosud neobsazeného pole. Naopak Sachy nestrannou
hrou v tomto smyslu nejsou, protoze mozné tahy jednotlivych hrac¢u jsou v kazdé
situaci silné zavislé od mnozstvi figurek, které zrovna maji k dispozici.

9.42. Soucet her. Klasickd hra Nim se hrava ponékud slozitéji. Hrac¢i maji pred
sebou t¥i hromédky sirek (nebo jinych objektt), kazdou o daném poétu k. Ten kdo
je na fadé mize brat libovolny pocet sirek, ale pouze z jedné hromadky. Vyhrava,
pfi normalni hie, ten, kdo bere naposled. (Pfi hie na zebréka takovy hra¢ naopak
prohrava.) Pokud bychom takto hrali s jednou hromédkou, je to jednoduché. Prvni
hrac¢ shrabne vse a druhy prohral. Se tfemi to ovSem tak snadno nepujde. Zaroven se
nam patrné nechce véfit, ze znalost analyzy moznosti pro jednu hromadku nebude
pro takovouto kombinovanou hru uzitecna.

Zavedeme si tzv. soucet nestranngych her. Vécné to bude tak, ze situace ve
hie kombinované ze dvou soucasnych her budou uspoiradané dvojice jednotlivych
moznych situaci. Tahem pak rozumime vyuzit{ mozného tahu v jedné z her (a
drubd zistane nezménéna). Jsou-li Gy = (V1, E1) a Gy = (Va, Ea) dva acyklické
orientované grafy, pak jejich soué¢tem rozumime graf G = (V, E), kde

V=VxV,
E = {(v1v2, w1v2); (v1,w1) € E1} U {(vive,viws); (v2,w2) € Es}.

V pripadé jedné hry jsme si vystacili s postupnym oznacovanim uzld grafu od
listt pismeny N a P podle toho, jestli je nebo neni (pomoci orientovanych hran)
wvidét® néjaké P. V souctu her se ovSem pohybujeme po jednotlivych hranich
slozitéji, budeme proto potfebovat jemnéjsi nastroj, jak si vyjadfovat dosazitelnost
uzli znacenych jako P z dalSich uzli. Dobfe k tomu poslouZi tzv. Spragueova—
Grundyova funkce g : V — N, kterou definujeme na acyklickém orientovaném grafu
G = (v, E) rekurzivné takto:

(1) Vsechny listy v ozna¢ime g(v) = 0.
(2) Pro vrchol v € V' definujeme

g(v) = min{a € N;neexistuje hrana (v,w) s g(w) = a}.

Pfi definici jsme pouzili funkci, které se rikava minimdlni vyloucend hodnota.
Definujeme ji pro podmnoziny S pfirozenych ¢isel N = {0,1,...} vztahem

mex S =minN\ S.

Nase funkce g(v) je pravé mex S pro mnozinu S vSech hodnot g(w), které podél
hran vidim z vrcholu v.

Na pfirozenych ¢islech definujeme jesté jednu operaci. Je to binarni operace
(a,b) — a®b, kterou dostaneme tak, ze vyjadiime ¢isla a a b ve dvojkové soustavé
a vzniklé vektory a a b ve vektrovém prostoru (Z;)* nad Z, secteme (k je dostatecns
velké). Vysledkem je opét vyjadieni pro a @b ve dvojkové soustavé. Séitani vektori
ve (Z3)* je znama operace XOR na jednotlivych bitech.

Véta. (1) Vicholv € V v orientovaném acyklickém grafu G = (V, E) je P pozice
pravé, kdyz je hodnota Spragueovy—Grundyho funkce g(v) = 0.
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(2) Pro orientované acyklické grafy G4 = (V1,E1), Gy = (Vo,Es) a G = (V,E) =
G1 + G4 a jejich Spragueovy—Grundyovy funkce g1, g2 a g plati:

g(v1ve) = g1(v1) @ ga(v2)

DUKAZ. Prvni tvrzeni véty je zfejmé.

Dikaz druhé ¢4sti povedeme nésledovné: necht (v1v2) je pozice hry G + G5 a
necht a € Ny, a < g1(v1)@g2(v2) je jinak libovolné. Ukdzeme, Ze existuje stav (z1x2)
hry G1 + G5 tak, ze (viva, z122) € E a zdroven pro zadnou hranu (vivs, y1y2) € E
neplati g1(y1) ® g2(y2) = g1(v1) ® ga(v2).

i) Necht tedy a < g1(v1) @ g2(v2). Uvazme ¢islo b := a & g1(v1) ® g2(v2). Necht
binarni zapis tohoto ¢isla ma k cifer. Potom na k-tém misté v binarnim rozvoji
¢isla g1 (v1) 4 g2(v2) musi byt cifra 1 (pravé jedno z ¢isel a a g1 (v1) ® g2(v2) tam
musi mit cifru 1 a nemuze to byt ¢islo a, protoze ve vyssich fadech si obé ¢isla
museji byt rovna a €islo a je mensi). Bez ujmy na obecnosti pfedpoklddejme,
ze to je g1(v1), a uvazme ¢&islo ¢ := gy (v1) @ b. Toto &islo je v bindrnim zapise
nejvySe k — 1 ciferné (obé s¢itand ¢isla maji v k-tém fadu cifru 1), je tedy
mensi nez gy (vy). Potom dle definice funkce vy existuje stav wy hry G takovy,
ze (v1,w1) € E1 a g1(w1) = c. Nyni viak (viva, wiv2) € H a g1(w1) @ ga(va) =
c® ga(v2) = g1(v1) B b g2(v2) = g1(v1) B a® g1(v1) ® g2(v2) S g2(v2) = a.

ii) Necht (vivs,y192) je hrana v G a necht g1(y1) ® 92(y2) = g1(v1) B g2(v2).
Bez ujmy na obecnosti opét predpokladejme, Ze vy = yo, tedy hrana je tvaru
(v1v2,y1v2), kde (v1,9y1) € E7). Pak ovSem g1(y1) @ g2(v2) = g1(v1) ® g2(v2) a
tedy g1(y1) = g1(v1), ale to je ve sporu s vlastnostmi Spragueovy-Grungyovy
funkce g1 hry G;.

O
Z véty okamzité dostavame srozumitelny a prakticky uziteény vysledek:
Dusledek. Vrchol vivs v soudtu grafi je P—pozice prdve, kdyz gi(vi) = ga(va).

Poznamka. V tomto textu nemuzeme jit do podrobnosti, obecné lze ale dokazat, ze
kazdy konecny acyklicky orientovany graf je izomorfni s koneénym souctem vhodné
zobecnénych her Nim. Nasi analjzou jednoduché hry a konstrukci funkce g jsme
tedy v podstaté (alespon implicitné) zvladli analyzu vSech nestrannych her.

9.43. Vytvorujici funkce. Docela ¢asto jsou v kombinatorickych tivahéch uzi-
tec¢né vysledky dosahované ve ,spojitych metodach®, tj. zejména klasické matema-
tické analyze. Tomu mizeme rozumét i naopak — v podstaté byly vsechny vysledky
v analyze dosaZeny vhodnym pfeloZzenim problému na kombinatorickou tlohu (za
priklad miZe slouzit tieba pfevedeni problému integrace racionéalnich funkci lome-
nych na rozklad téchto funkci na tzv. parcidlni zlomky). Neni proto divu, Ze tyto
jiz zvladnuté postupy miZzeme dobfe vyuzivat pfimo.

V zévéru nasi prochazky po aplikacich kombinatorickych postupt se proto po-
divame alespon na jednu oblast, kde se nam shodi znalosti ze spojitych metod.
Zacnéme jednoduchym ptikladem: Mdme v penéZence 4 korunové mince, 5 dvou-
korunovych a 8 pétikorunovée. Z automatu, ktery nevraci, chceme Colu za 22 K¢.
Kolika zpusoby to umime, aniz bychom ztratili preplatek? Hledame zjevné cisla i, j
a k takova, ze i + j + k = 22 a zaroven

i€40,1,2,3,4}, j €{0,2,4,6,8,10}, k € {0,5,10,15}.
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Uvazme soucin polynomt (tfeba nad redlnymi ¢isly)
1+ 2% + 2% + 2 (2% + 2* + 25 + 2% + 210) (2 + 210 4 210).

Mélo by byt ziejmé, 7e hledany pocet Feseni je pravé koeficient u 222 ve vysledném

polynomu. Skutecné tak dostavame 4 moznosti 3x5+3%2+1x1, 3x5+2%x24+3x1,
24+54+95%24+2+x1a2*x5+4*x2+4x*1.

Tento prostinky priklad zasluhuje vétsi pozornost, nez by se mohlo na prvni
pohled zdat. Jednotlivé polynomy svymi koeficienty vyjadiovaly posloupnost hod-
not, kterych jsem uméli dosahovat: Jestlize budeme (pro jistotu, abychom nemuseli
predem délat odhady velikosti) pracovat s nekoneénymi posloupnostmi, pak pomoci
jednotlivych korun umime dosdhnout hodnot 0,1,2,... s ¢etnostmi

(1,1,1,1,1,0,0,...)
(pokracuji samé nuly), u dvoukorun a pétikorun to budou poslounosti ¢etnosti
(1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,...), (1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,...).

Ke kazdé takové posloupnosti s koneéné mnoha nulovymi ¢leny miizeme prifadit
polynom a hodou okolnosti feSeni nasi tilohy bylo mozné odecist ze soucinu téchto
polynomu. Takovy postup muzeme pouzivat obecné pro praci s posloupnostmi.

Definice. Vytvorujici funkce pro nekonecnou posloupnost a = (ag,a1,az,...) je
(formalni) mocninna rada

oo
a(z) = agp +aix+aa+-- = E a;x’.
i=0

Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji jednoduché ope-
race nad mocninnymi fadami:

e S¢itani (a; +b;) posloupnosti ¢len po élenu odpovida soucet a(x) + b(x) pFislus-
nych vytvorujicich funkei.

e Vynéasobeni (« - a;) vSech ¢leni posloupnosti stejnym skaldrem « odpovidd
vynasobeni « - a(z) piislusné vytvorujici funkee.

e Vynésobeni vytvoiujici funkce a(z) monomem z* odpovida posunuti posloup-
nosti doprava o k mist a jeji doplnéni nulami zleva.

e Pro posunuti posloupnosti doleva o k mist (tj. vynechéni prvnich & mist po-
sloupnosti) nejprve od a(x) ode¢teme polynom by (z) odpovidaji posloupnosti
(ag,.--,ax_1,0,...) a poté podélime vytvorujici funkci z*.

e Dosazenim monomu f(z) za 2 vytvofime specifické kombinace ¢lenti piivodni
posloupnosti. Jednoduse je vyjadiime pro f(x) = ax, coz odpovidé vynasobeni
k—tého ¢lenu posloupnosti skaldrem o*. Dosazeni f(z) = 2™ nam do posloup-
nosti mezi kazdé dva ¢leny vlozi n — 1 nul.

Prvni dvé pravidla fikaji, Ze pfirazeni vytvorujici funkce posloupnosti je homomor-
fismus vektorovych prostort nad zvolenym prostorem skalart.

9.44. Priklady vytvorujicich funkci. Uvedeme nékolik jednoduchych ptikladu
vytvorujicich funkei. Radu z nich jsme vidéli pii praci s mocninnymi fadami ve
treti ¢asti Sesté kapitoly. Snad si vSichni vzpomenou na vytvorujici funkci zadanou
geometrickou fadou:

alr)= —— =1+z4+2>+...
x
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kterad tedy odpovida konstantni posloupnosti (1,1,1,...). Obecné, pro kazdou po-
sloupnost a; s ¢leny velikosti |a,, | = O(n*) s konstantnim exponentem k, konverguje
jeji vytvorujici funkce na néjakém okoli nuly (viz a. Mtzeme s nnimi pak
opravdu na konvergen¢nim intervalu zachazet jako s funkcemi, zejména je umime
sCitat, nasobit, skladat, derivovat a integrovat.

Nékolik jednoduchych piikladi — DODELAT ?7??

9.45. Diferenéni rovnice s konstantnimi koeficienty. Hezkym a pouénym
piikladem na uziti vytvorujicich funkci je Gplna diskuse feseni linearnich diferenc-
nich rovnic s konstantnimi koeficienty. Zabyvali jsme se jimi jiz v tfeti ¢asti prvni
kapitoly, viz napr. Tam jsme ale primo odvodili vzorec pro rovnice prvniho
tfadu, odivodnili jednoznacnost a existenci feseni, ale feseni samo jsme pak v pod-
staté ,uhadli“. Nyni mizeme feseni skutecné odvodit.

Zkusme nejprve dobfe znamy ptiklad Fibonaciovy posloupnosti zadané reku-
renci

Fojo=Fn+ Foqa, Fo=0, F1 =1
a pisSme F'(z) pro vytvofujici funkci této posloupnosti. Definiéni rovnost muZzeme
vyjadiit pomoci F'(z), kdyZ pouzijeme naSe operace pro posuv ¢lentt poslounosti.
Vime totiz, ze xF(x) odpovid4 posloupnosti (0, Fy, Fy, Fb,...) a 22F(x) posloup-
nosti (0,0, Fy, Fi,...). Proto vytvofujici funkce zF (z) + 22 F(x) — F(x) odpovida
posloupnosti
(—Fy, Fo — F1,0,0,...,0,...).
Obdrzeli jsme tedy rovnici pro vytvorujici funkei F'(z):
(1—2—2*)F(x) = .

Abychom lépe vidéli odpovidajici posloupnost, muzeme jesté vysledny vyraz upra-
vit na soucet jednodussich. Vime totiz, ze linearni kombinace vytvorujicich funkci
odpovida stejnym kombinacim posloupnosti. Racionéalni funkce lomené jsme se na-
ucili rozkladat na tzv. parcidlni zlomky, viz Timto postupem vyjadiime
1 A B
F(z) = l—z—22 z-14 +x—x2
a b
1— /\133 + 1-— )\2.13
kde A, B jsou vhodné (obecné) komplexni konstanty a x1, x2 jsou kofeny polynomu
ve jmenovateli. Konstanty a, b, A1 a Ay ziskdme jednoduchou tpravou jednotlivych
zlomku. Vysledkem je obecné feseni pro nasi vytvorujici funkci
oo
F(z) =) (aA] +bAj)z"

n=0

a tim i obecné feSeni nasi rekurence. Srovnejte tento postup s vysledkem v [1.17.1
Pro obecné linearni diferenc¢ni rovnice radu k je Gcinny stejny postup. Je-li

Fn—i—k - aOFn + e F ak’—an+k—17

pak vytvorujici funkce pro vyslednou posloupnost je
k—1
x

F(z) = .
(z) 1—apah=t — —ap_qw

Rozkladem na parcidlni zlomky dostaneme obecny vysledek, ktery jsme zminovali
jiz v odstavci [3.6
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9.46. Péstované binarni stromy. Jako dalsi pfiklad uvedeme vypocet poctu p,,
neizomorfnich péstovanych binarnich stromi na n vrcholech.

Kazdy takovy péstovany strom je vyjadien jako kotfen, podstrom jeho levého
syna a podstrom jeho pravého syna (které mohou byt i préazdné). Vyjimkou je
pouze strom na prazdné mnoziné uzli, ktery neméa ani koren. Pro nizké hodnoty n
mizeme urcit pfimo (jediny prazdny strom, na jednom uzlu pouze kofen, na dvou
uzlech je bud pravy nebo levy syn atd.):

po=1p1=1 p2=2 p3=5,....
Oznacme si P(z) = po + p1x + p22? + ... vytvorujici funkci pro nasi posloupnost
p;. Protoze pro kazdé rozdéleni n — 1 uzlt mezi dva syny mutzeme pouzit kterékoliv
ze synu nezavisle na sobé, plati pro pocet vsech rtiznych moznosti vztah
Po= Y, DD
i+j=n—1
kde i, j > 0. To je ovSem koeficient u 2"~ ve funkci P(z)P(x). Odvodili jsme tedy
vztah (konstatni jednic¢ka napravuje prvni ¢len po posuvu o jednu pozici doprava)

P(z) =1+ z(P(z))%

Odtud spoc¢teme P(z) jako FeSeni kvadratické rovnice (x povazujeme za parametr,
zatimco P(x) hledanou nezndmou), tj.

1+ v1—4x

2z '
Protoze nase hodnota P(z) se pro  — 04 blizi k hodnoté pg = 1, nemuze vyhovovat
FeSeni se znaménkem +. Zkusime tedy znaménko minus. Abychom dostali feSeni,
potfebujeme vyjadiit jako mocnicnou fadu vyraz v/1 — 4x. Dosazenim této fady a
dalsimi tpravami dostavame

() - )

Jsou to tzv. Cataldnova cisla, ktera se v kombinatorice ¢asto objevuji.

P(x) =
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