Drsna matematika

Martin Pandk, Jan Slovak

Pokus o ucebni text pro zacinajici studenty informatiky priblizujici podstatnou ¢ast
matematiky v rozsahu ¢ty semestralnich pfednasek. Prozatim jsou zaznamenany
prvni t¥i semestry pfiblizné v odpfedneseném rozsahu. Posledni semestr je zapisovan
prubézné.
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Predmluva

Tento ucebni text vznikd pribézné pii pripravé prednasek pro predméty Ma-
tematika I-IV na Fakulté informatiky MU. Text se snazi prezentovat standardni
vyklad matematiky s akcentem na smysl a obsah prezentovanych matematickych
metod. Resené tilohy pak procvi¢uji zékladni pojmy, ale zaroveii se snazime davat co
nejlepsi ptriklady uziti matematickych modeld. Studenti navic maji fesit a odevzda-
vat kazdy tyden zadavané piiklady. Semindrni skupiny pak obdobné standardnim
»cvicenim“ vytvaii podporu pro feSeni domacich tloh. V tomto textu podavame
formalni vyklad prolozeny FeSenymi priklady.

Ne vSe se dari prubézné naplnovat tak, jak bychom si predstavovali. Samotny te-
oreticky text by mél byt podrobnéjsi a 1épe formulovany, fesenych prikladt bychom
chtéli mit podstatné vice a mély by pokryvat celou skalu slozitosti, od banélnich
az po perlicky ke skutecnému premysleni.

Posluchace bychom radi naucili:

e presné formulovat definice zdkladnich pojmu a dokazovat jednoducha matema-
ticka tvrzeni,

e vnimat obsah i ptiblizné formulovanych zavislosti, vlastnosti a vyhledu pouziti,

e vstfebat navody na uzivani matematickych modelt a osvojit si jejich vyuziti.

K témto ambiciéznim cilim nelze dojit lehce a pro vétSinu lidi to znamend
hledat si vlastni cestu s tApanim réiznymi sméry (s potfebnym piekondvanim odporu
¢ nechuté). I proto je cely vyklad strukturovén tak, aby se pojmy a postupy vzdy
nékolikrat vracely s postupné rostouci slozitosti a $ifi diskuse. Jsme si védomi, ze
tento postup se muze jevit jako chaoticky, domnivame se ale, Ze dava mnohem lepsi
Sanci na pochopeni u téch, kteri vytrvaji.

Vstup do matematiky je skoro pro kazdého obtizny — pokud uz ,,vime“, nechce
se nam premyslet, pokud ,nevime“, je to jesté horsi. Jediny spolehlivy postup pro
orientaci v matematice je hledat porozumnéni v mnoha pokusech a hledat je pri
¢etbé v riznych zdrojich. Urcité nepovazujeme tento text za dostateény jediny zdroj
pro kazdého.

Pro ulehéeni vicekolového pristupu ke ¢teni je text strukturovan také pomoci
barev, resp. sazby, takto

e normalni text je sazen Cerné

e fesené piiklady jsou sazeny barvou NGz
sazen barvou

e niro¢né pasaze, které mohou (nebo by radéji mély byt) byt p¥i studiu pfinejmen-
$im napoprvé preskakovany jsou sazeny v barve I .

Prvni tfi semestry vyuky uz jednou probéhly a vyslednych 9 kapitol mate v
rukou. Popisme tedy nyni stru¢né obsah a také vyhled na semestr nasledujici.
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1. semestr: Uvodni motivaéni kapitola se snazi v rozsahu piiblizné 4-5 tydnt
prednasek ilustrovat nékolik pristupt k matematickému popisu problémil. Zadi-
name nejjednodussimi funkcemi (zékladni kombinatorické formule), naznacujeme
jak pracovat se zavislostmi zadanymi pomoci okamzitych zmén (jednoduché dife-
rencéni rovnice), uziti kombinatoriky a mnozinové algebry diskutujeme prost¥ednic-
tvim konecné klasické pravdépodobnosti, predvadime maticovy pocet pro jednodu-
ché tlohy rovinné geometrie (prace s pojmem pozice a transformace) a zavérem vse
trochu zformalizujeme (relace, uspotddni, ekvivalence). Nenechte se zde uvrhnout
do chaotického zmatku pfili§ rychlym stiidanim témat — cilem je nashromazdit néco
malo netrividlnich ndméta k premysleni a hledani jejich souvislosti i pouziti, jesté
nez zabfedneme do trovné problému a teorii slozitéjsich. Ke vSem tématum této
uvodni kapitoly se ¢asem vratime.

Dalsich pfiblizné 5 tydnt prednések je vénovano zdkladiim poctu, ktery umoz-
nuje praci s vicerozmérnymi daty i grafikou. Jde o postupy tzv. linedrni algebry,
které jsou zédkladem a koneénym vypocetnim nastrojem pro vétsinu matematickych
modelt. Jednoduché postupy pro praci s vektory a maticemi jsou obsahem kapitoly
druhé, dalsi kapitola je pak vénovana aplikacim maticového poc¢tu v rtznych li-
nearnich modelech (systémy linedrnich rovnic, linedrni procesy, linedrni diferencnt
rovnice, Markovovy procesy, linedrni regrese).

Posledni 2-3 prednasky prvniho semestru jsou vénovany pouzitim maticového
poctu v geometrickych ulohach a lze se z nich dozvédét néco malo o afinni, eukli-
dovské a projektivni geometrii.

2. semestr: Dalsi semestr je vénovan tzv. spojitym modelim. Chceme co nej-
nazornéji ukazat, ze zakladni ideje, jak s funkcemi pracovat, byvaji jednoduché.
Strucné feceno, hledame cesty, jak slozitéjsi véci nelinearni povahy fesit pomoci
jednoduchych linearnich trikd a postupt linearni algebry. Slozitosti se poji skoro
vyhradné se zvladnutim rozumné velké t¥idy funkci, pro které maji nase postupy
byt pouzitelné.

Prvné proto prisla na fadu kapitola pata, kde diskutujeme jaké funkce potiebu-
jeme pro nelinearni modely. Zac¢iname s polynomy a spliny, pak postupné diskutu-
jeme pojmy spojitosti, limity poslouponosti a funkci a derivace funkci a seznamime
se se vSemi zakladnimi elementdrnimi funkcemi a s mocninnymi fadams.

Tim je pfipravena puda pro klasicky diferencidlni a integralni pocet. Ten pre-
zentujeme v kaptole Sesté s dirazem na co nejjednodussi pochopeni aproximact,
integracnich procesu a limitnich procesu.

Posledni sedm4 kapitola se vénuje ndznakam aplikaci a snazi se co nejvice pripo-
minat analogie k postuptim jednoduché linearni algebry z minulého semestru. Misto
linearnich zobrazeni mezi koneéné rozmérnymi vektorovymi prostory tak pracujeme
s linedrnimi operacemi mezi nekonecné rozmérnymi vektorovymi prostory funkci,
definovanych bud integralnimi nebo diferencidlnimi operatory. Zatimco studium
diferencialni rovnic ponechavame do semestru dalsiho, zde studujeme nejprve apro-
ximace funkci s pomoci vzdalenosti definované integralem (tzv. Fourierovy tady)
abychom vzapéti mohli ukazat souvislost s nékterymi integralnimi transformacemi
(Fourirerova transformace).

3. semestr: Zde nejprve pokracujeme v nasem struc¢ném nastinéni analytickych
metod pro modely s mnoha proménnymi. Nejprve v osmé kapitole rozsime zakladni
postupy a vysledky tykajici se derivaci na funkce vice proménnygch, véetné funkci
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zadanych implicitné a tzv. vdzangych extrémi. Hned poté rozsifime teorii integrovani
0 tzv. nasobné integraly. Poté se vénujeme strué¢né modeltim zachycujim znamou
znénu nasich obejkti, tj. diferencidlnim rovnicim. Zévérem této kapitoly pak uvéa-
dime nékolik pozndmek o odhadech a numerickyjch ptiblizenich.

Devata kapitola sméruje zpét do svéta diskrétnich metod. Zabyvame se v ni
zakladnimi pojmy poznatky teorie grafii a jejich vyuzitim v praktickych problémech
(napf. prohleddvani do sifky a hloubky, minimdiné pokryvajici kostry, toky v sitich,
hry popisované stromy). Zavérem uvadime par poznadmek o vytvorujicich funkeich.

4. semestr: V poslednim semestru celého cyklu pfednések se hodlame zabyvat
nejprve obecné algebraickymi strukturami s diirazem na teorii grup a naznaky jejich
aplikaci. Tomuto tématu budeme vénovat 5-6 prednasek.

Konecéné, zavéreéna jedenacta kapitola je vénovana matematické pravdépodo-
dobnosti a statistice v rozsahu 6-7 pfednédsek. Sezndmime se s pojmy pravdépo-
dobnostni prostor, hustota pravdépodobnosti, normdlni rozdelent, stredni hodnota,
medidn, kvantil, rozptyl, priklady diskrétnich a spojitych rozdeéleni a budeme se na-
znakem vénovat statistickému zpracovdni dat.

Unor 2007, Martin Pandk, Jan Slovak
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KAPITOLA 1

Uvod a motivace

,hodnota, zména, poloha“
- co to je a jak to uchopit?

1. Cisla a funkce

Lidé trpi chorobnou snahou mit jasno ,kolik néco je“, ptfipadné ,za kolik*,
»jak dlouho“ apod. Vysledkem takovych tvah je vétsinou néjaké ,cislo“, fikejme
ucenéji ,hodnota“. Za ¢islo se pritom povaZzuje néco, co umime scitat a nasobit
a spliiuje to obvyklé zakonitosti, at uz vSechny nebo jen nékteré. Nejjednodussim
prikladem jsou tzv. ¢isla pfirozend, budeme je znacit N = {1,2,3, ...}, ¢asto zvlasté
v informatice brana véetné nuly, a éisla celd Z = {...,—-2,—-1,0,1,2,...}. Kdo si
libuje ve formalnim pfistupu v ramci nékteré z korektnich teorii mnozin a vi, co to
je prazdna mnozina @, mtze definovat

(1.1) 0:=0, 1:={0}, 2:=1{0,1},...,n+1:={0,1,...,n}.

Pak Ize snadno formalné definovat séitani a nasobeni celych ¢isel, usporadani, uka-
zat, ze kazdd podmnozina v N mé nejmensi prvek a spoustu dalSich vlastnosti o
kterych zpravidla uz davno nepremyslime a mame je za samoziejmé. Napft. o ¢islu
a Tekneme, Ze je mensi nez b tehdy a jen tehdy, kdyz a # b a a € b. Nebudeme se
tu tim podrobné zabjvat a predpokladame, Ze ¢tenaf i ¢isla raciondlni (Q), redlna
(R) a komplexni (C) davérné znéﬂ Prakticky budeme pfipominat teoretické i prak-
tické souvislosti pfi dalsim vykladu, viz priklad 1). Podobné bude konstrukce
racionalnich ¢isel z pfirozenych diskutovana v konstrukci realnych ¢isel bude
vhodné zminit pfi studiu limitnich procest pozdéji a jiz diive budeme z rdznych
algebraickych pohledi zkoumat ¢isla komplexni.

Pro nés dalsi rozlet ale bude ted uzitecné vyjmenovat obvyklé vlastnosti, které
s¢itani a nasobeni ¢isel ma. Navic, jak je v matematice obvyklé, budeme misto s
¢isly manipulovat s pismeny abecedy, pfipadné jinymi znaky, at uz jejich hodnota
je nebo neni predem znama.

1.1. Vlastnosti séitani.

(KG1) (a+b)+c=a+ (b+c), pro viechny a,b, c

(KG2) a+b=>b+ a, pro vSechny a,b

(KG3) existuje prvek 0 takovy, ze pro vSechny a plati a + 0 =a

(KG4) pro vSechny a existuje prvek (—a) takovy, Ze plati a + (—a) = 0.

IPodrobné Ize formalni zdklady matematiky nalézt napt¥. ve skriptech Pavla Horaka [7].

1



2 1. UVOD A MOTIVACE

Vlastnostem (KG1) — (KG4) fikdme vlastnosti komutationi grupy. Celd &isla Z
jsou dobrym ptikladem komutativni grupy, pfirozena ¢isla nikoliv, protoze nesplnuji
KG4 (a pfipadné neobsahuji nulu pokud ji do N nezahrnujeme).

1.2. Vlastnosti nasobeni.

(01) (a-b)-c=a-(b-c), pro viechny a,b,c

(02) a-b=>b-a, pro vechny a,b

(03) existuje prvek 1 takovy, Ze pro vSechny a plati 1-a = a
(04) a-(b+c)=a-b+a-c, pro viechny a,b,c.

Posledni vlastnosti O4 se fika distributivita.
Mnoziny s operacemi +, - a vlastnostmi (KG1)-(KG4), (01)—(04) se nazyvaji
komutativni okruhy. Potfebujeme vSak zpravidla jesté dalsi béznou vlastnost ¢isel:

(P) pro kazdy a # 0 existuje prvek a~! takovy, Ze plati, a-a! = 1.

Kdyz nase objekty spliiuji navic i (P), hovotime o poli (Casto také o komuta-
tivnim télese). Nékdy se ale setkdme se slabsi dodatecnou vlastnosti. Napf. okruh
celych éisel Z nesplituje (P), ale spliiuje

(0I) a-b=0 = buda=0nebob=0.

Hovotime o oboru integrity.

Prvky néjaké mnoZiny s operacemi + a - spliiujicimi (ne nutné vSechny) vyse
uvedené vlastnosti (tj. komutativni{ okruh, obor integrity, pole) budeme nazyvat
skaldry. Budeme pro né vesmeés uzivat latinska pismena ze zacatku abecedy.

Kdo chce postupovat co nejpfesnéji a formalné, mél by predchozi vlastnosti
brat jako axiomatickou definici prislusnych matematickych pojmi. Pro nase po-
treby bude stacit si prubézné uvédomovat, ze pri dalsich diskusich budeme disledné
pouzivat pouze tyto vlastnosti skalart a ze tady i nase vysledky budou platné pro
vsechny objekty s témito vlastnostmi. V tomto je prava sila matematickych teorii
— nejsou platné jen pro konkrétni reseny priklad. Naopak, pfi rozumné vystavbé
maji vzdy univerzalni pouziti. Budeme se snazit tento aspekt vzdy zdtraznovat,
prestoZe nase ambice mohou byt v ramci daného ¢asového prostoru pro prednasky
jen velice skromné.

1.3. Skalarni funkce. Casto pracujeme s hodnotou, kterd neni ddna jako kon-
krétni ¢islo. Misto toho néco vime o zavislosti nasi hodnoty na hodnotach jinych.
Formélné piSeme, Ze hodnota y = f(z) nasi ,zavislé“ proménné veli¢iny y je dédna
ynezdvislou* veli¢inou x. Pfitom mtZeme znalost f brat formalné (prosté je to
néjaka, blize nespecifikovana, zavislost) nebo operacné, tj. f(z) je ddno formuli
posklddanou z (prozatim si pfedstavme koneéné mnoha) zndmych operaci. Pokud
je hodnotou skalar, hovoiime o skaldrni funkci. Také muze byt ale hodnota dana
pouze priblizné nebo s jistou pravdépodobnosti.

Smyslem matematickych tvah pak byva z neformélniho popisu zavislosti najit
explicitni formule pro funkce, které je popisuji. Podle typu ulohy a cile se pak
pracuje:

e s pfesnym a kone¢nym vyrazem
e s nekonefnym vyrazem
e s pfiblizenim nezndmé funkce zndmym odhadem (vétsinou s vyéislenou moznou

chybou)
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e s odhadem hodnot s vycislenim jejich pravdépodobnosti apod.

Skalarni funkei je nap¥. roéni mzda pracovnika (hodnoty nezavislé veliéiny jsou
jednotlivi pracovnici = z néjaké mnoziny, f(z) je jejich roéni mzda za dané obdobi),
nebo mésiéni mzda konkrétniho pracovnika v ¢ase (nezévislou hodnotou je ¢as v
mésicich, zévislou pfijem). Jinym piikladem je tfeba plocha obrazce v roviné, objem
télesa v prostoru, rychlost konkrétniho auta v ¢ase atd. Dovedeme si jisté predstavit,
ze ve vSech uvedenych pripadech muze byt hodnota déna néjakou volné popsanou
souvislosti nebo naméfena priblizné nebo odhadnuta atd.

1.4. Priklady. (1) Podivejme se na obyéejné s¢itani pfirozenych ¢isel jako na ope-
racné definovanou skalarni funkci. Definujeme a + b jako vysledek procedury, ve
které k a pri¢itame 1. Tak jsme vlastné obecné a + 1 definovali v rovnicich .
Zaroven odebereme z b nejmensi prvek, dokud neni b prazdnéa. Je evidentni, ze takto
definované séitani sice je dano formuli, tato ale neni vhodnd pro praktické pocitani.
Tak tomu bude v nasem vykladu Casto — teoreticky korektni definice pojmu nezna-
mena, ze ukony s nim spojené jsou efektivné vykonavatelné. Pravé k tomu budeme
postupné rozvijet celé teorie, abychom praktické nastroje ziskavali. Co se tyce pfi-
rozenych ¢isel, od skolky je umime s¢itat zpaméti a rychle (pokud jsou mald) a s
vét$imi si poradi pocitace (pokud nejsou prilis velka).

(2) Diilezitou opera¢né definovou skaldrni funkei na p¥irozenych éislech je fak-
toridl, ktery definujeme vztahy

f0)=1, fln+1) = (n+1)- f(n).

Piseme f(n) = n! a definice zjevné znamend n! = n-(n—1)---1. To také neni p¥ili§
efektivni formule pro velka n, lepsi ale tézko hledat.

2. Kombinatorické formule

1.5. Permutace, kombinace a variace. Jestlize z mnoziny n pfedmétt vytva-
fime néjaké poradi jejich prvkd, méame pro volbu prvniho prvku n moznosti, dalsi
je volen z n — 1 moznosti atd., az nadm nakonec zbude jediny posledni prvek. Zjevné
tedy je na dané kone¢né mnoziné S s n prvky pravé n! raznych poradi. Hovofime o
permutacich prvkad mnoziny S. Jestlize si pfedem prvky v S ocislujeme, tj. ztotoz-
nime si S s mnozinou S = {1,...,n} n pfirozenych ¢éisel, pak permutace odpovidaji
moznym poradim ¢isel od jedné do n. Mame tedy ptiklad jednoduché matematické
véty a nasi predchozi diskusi je mozné povazovat za jeji diikaz:

Tvrzeni. Pocet ruznijch poradi na koneéné mnoZiné s n prvky je dan zndmou
funkct faktoridl:

(1.2) f(n)=n!

Dalsim jednoduchym prfikladem hodnoty urcené formuli jsou tzv. binomickd
¢isla, ktera vyjadruji, kolika zptsoby lze vybrat k riznjch rozlisitelnych predméta
z mnoZiny n pfedméti. Zjevné mame n(n — 1)---(n — k + 1) moznych vysledkt
postupného vybéru nasich £ prvkd, pritom ale stejnou vyslednou k-tici dostaneme
v k! riznych potradich. Proto pro pocet kombinaci k-tého stupné z n prvkua plati
(samoziejmeé je k < n)

k(k—1)...1 CED

(1.3) c(n, k) = <Z> _ nn—1)...(n—k+1) nl
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Ani toto neni pro vypocet moc uspokojiva formule pi¥i velikych k i n, protoze
obsahuje vyrazy pro faktorialy.

Pokud nam ale zalezi i na potradi vybrané k-tice prvkit, hovofime o wvariaci
k-tého stupné. Jak jsme si jiz ovérili, pro pocet variaci plati

v(in,k)=nn—-1)---(n—k+1)

pro vSechny 0 < k < n (a nula jinak).

Binomicka ¢isla dostala sviij ndzev od tzv. binomického rozvoje, tj. roznasobeni
n-té mocniny dvojélenu. Poéitame-li totiz (a+b)", bude koeficient u mocniny a*b"—*
pro kazdé 0 < k < n roven pravé poctu moznosti, jak vybrat k-tici z n zavorek v
soucinu (ty, kde bereme do vysledku a). Plati proto

(1.4) @ip =% <Z> apn

k=0

a vSimnéme si, Ze pro odvozeni jsme potiebovali pouze distributivitu, komutativnost
a asociativitu nasobeni a s¢itdni. Formule (1.4)) proto plati v kazdém komutativnim
okruhu.

Jako dal3i jednoduchou ukézku, jak vypadd matematicky dikaz si odvodme
nékolik jednoduchych tvrzeni o kombinacnich ¢islech. Pro zjednoduseni formulaci
definujme () = 0, kdykoliv je bud k < 0 nebo k > n.

1.6. Tvrzeni. Pro vSechna ptirozend c¢isla k a n plati
(1) () = (")

(2 (i) = () + ()

(8) Yo (1) =2"

(4) Zkzo k(i) = n2" "t

DUKAZ. Prvni tvrzeni je zjevné pfimo z formule (|1.3)). Jestlize vy¢islime pravou
stranu z tvrzeni (2), dostdvame

n n n! n!
(k) + <k+1> T A (P § T oy g
(k+1)n! + (n— k)n!
"+ Dln—h)!
(n+1)!
&+ Dl — ).

coz je ale leva strana tohoto tvrzeni.

Tvrzeni (3) zjevné plati pro n = 0, protoze (8) =1 =29 (Stejné tak je piimo
vidét i pro n = 1.) Pfedpokladejme, Ze plati pro néjaké n a spoctéme pfislusnou
sumu pro n + 1 s vyuzitim tvrzeni (2) i (3). Dostaneme

n+1 Tl+1 n n n+1 n . . -
()2 () g )z

Prakticky stejné dokdzeme i (4). Zjevné plati pro n = 0, pfedpoklddejme, Ze
plati pro néjaké n, a spoc¢téme pfislusnou sumu pro n + 1 s vyuzitim tvrzeni (2).
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Dostaneme
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Druha vlastnost z naseho tvrzeni umoznuje sestavit vSechna kombinac¢ni ¢isla
do tzv. Pascalova trojuhelniku, kde kazdé ¢islo obdrzime jako soucet dvou bezpro-
stfedné nad nim lezicich sousedii:

n=20: 0 1 0

n=1: 0 1 1 0

n=2: 0 1 2 1 0
n=3: 0 1 3 3 1 0
n==4: 0 1 4 6 4 1 0
n=>=5: 1 5 10 10 5 1

Vsimnéme si, ze v jednotlivych fadcich mame pravé koeficienty u jednotlivych moc-
nin z vyrazu (|1.4), napt. posledni uvedeny fadek Fika

(a4 b)° = a® + 5a*b + 10a>b? + 10a2b> + 5ab* + b°.

Uvedme si pfiklad demonstrujici kombinatorické Gvahy (berte to jako zahfivaci
rozcvicku!):

1.7. P¥iklady.

1.7.1. Maminka chce Jenikovy a Marence rozdélit pét hrusek a Sest jablek. Kolika
zpusoby to miZe udélat? (hrusky mezi sebou povaZujeme za nerozlisitelné, stejné
tak jablka)

Reseni. Pét hrusek samostatné miize maminka rozdélit Sesti zptisoby, Sest jablek
pak samostatné sedmi zptisoby. Podle pravidla souc¢inu pak obé ovoce soucasné
muze rozdélit 42 zptisoby. O

1.7.2. Urcete pocet ctyrcifernych cisel sestavenych z pravé dvou riuznich cifer.

ReSeni. Dvé rtizné cifry pouzité na zépis mitizeme vybrat (120) zpusoby, ze dvou
vybranych cifer miizeme sestavit 24 — 2 riiznych dvojcifernych éisel (dvojku odeci-
tame za dvé Cisla slozend pouze z jedné cifry). Celkem méme (120) (2* —2) = 630
¢isel. Nyni jsme ale zapocitali i ¢isla zac¢inajici nulou. Téch je (El}) (23 - 1) = 63.
Celkove dostavame 630 — 63 = 567 Cisel. O

1.7.3. Urcete pocet sudych ctyrcifernych cisel sestavenych z pravé dvou ruzngch
cifer.

Reseni. Obdobné jako v piedchozim pFikladu se nejprve nebudeme ohliZet na cifru
nula. Dostaneme tak (3)(2* —2)+5-5(2% — 1) ¢isel (nejprve pocitdme &isla pouze ze
sudych cifer, druhy s¢itanec udava pocet sudych ¢tyicifernych ¢isel sloZzenych ze sudé
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a liché cifry). Opét musime odedist ¢isla za¢inajici nulou, téch je (23 —1)4+(22—1)5.
Hledany pocet cifer tak je

(Z) (2*—2)+5-5(2% - 1) — (2° —1)4 — (2% — 1)5 = 272.

O

1.7.4. Kolika zpusoby mohla skoncit tabulka pruni fotbaloveé ligy, vime-li o ni pouze,
ze alespomn jeden z tymi z dvojice Ostrava, Olomouc je v tabulce za tymem Brna.
(ligu hraje 16 muzstev)

Reseni. Nejprve uréime tfi mista, na kterych se umistily celky Brna, Olomouce
a Ostravy. Ty lze vybrat ¢(3,16) = (136) zpusoby. 7 $Sesti moznych poradi zminé-
nych tii tyma na vybranych tfech mistech vyhovuji podmince ze zadani ¢tyfi. Pro
libovolné poradi téchto tymu na libovolné vybranych trech mistech pak mtizeme ne-
zévisle volit potadi zbylych 13 tymt na ostatnich mistech tabulky. Podle pravidla
soucinu je tedy hledany pocet tabulek roven

16
-4-13!
(5)

1.7.5. V jisté zemi maji parlament, ve kterém zasedd 200 poslancu. Dvé hlavni
politické strany, které v zemi existuji si pri ,volbdch® hdzeji o kaZdy poslanecky
manddt zvldst minci. KaZdd z téchto stran md pridélenu jednu stranu mince. T€
strané, jejiz strana mince padne, ndlezi manddt, o ktery se prdve losovalo. Jakd je
pravdépodobnost, Ze kaZdd ze stran ziskda 100 manddti? (mince je ,poctiva®)

O

Reseni. Vsech moznych vysledkii losovani (uvazovanych jako dvousetélenné po-
sloupnosti rubti a licti) je 22°°. Pokud kazda strana ziskd pravé sto mandati, je ve
vylosované posloupnosti pravé sto licti a sto rubt. Takovych posloupnosti je (?88)
(takové posloupnost je jednoznaéné uréend vybérem sto ¢lent z dvé sta moznych,

na kterych budou napf. lice). Celkem je hledand pravdépodobnost

(200) 200!
100/ __ 100!-100!
9200 9200

O

1.8. Poznamka. Vsimnéme si, ze v predchozim prikladu jsme mimochodem kom-
binatoricky dokazali nerovnost
200
< 2200’
<100)

resp. malym zobecnénim dokonce pro libovolna k,n € N, k < n

()=
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1.9. Permutace, kombinace a variace s opakovanim. Potadin prvku, z nichz
mezi nékterymi nerozliSujeme, nazyvame permutace s opakovanim. Necht je mezi
n danymi prvky p; prvka prvniho druhu, ps prvkt druhého druhu, ..., pr prvka
k-tého druhu, p; +p2+- - -+pr = n, potom pocet poradi téchto prvki s opakovanim
budeme znacit P(p1,...,px). Ziejmé plati

n!

pal-oprl

Volny vybér prvki z n moznosti, véetné poradi, nazyvame variace k-tého stupné
s opakovanim, jejich pocet budeme znacit V(n, k). Predpokladame, Ze stéle mame
pro vybér stejné moznosti, napt. diky tomu, ze vybrané prvky pfed dalsim vybérem
vracime nebo tfeba hazime porad stejnou kostkou. Zfejmé plati

V(n, k) =nk.

Pokud néas vybér zajima bez zohlednéni potadi, hovotime o kombinacich s opako-
vdnim a pro jejich podet piseme C(n, k).

P(pla"'vpk) =

Véta. Pocet kombinact s opakovdnim k-té€ tridy z n prvki je pro vsechny 0 < k a
0<n
k—1
Cln k) = (”+k )

DUKAz. Dikaz je opfen o trik (jednoduchy, kdyz ho nékdo uz zna). Necht
Z1,...,2r je kombinace libovolnych prvki z dané mnoziny

S = {al,...,an},
na které si zafixujeme uvedené poradi prvku. Jednotlivé volby z; pridame do poradi
ay,... tam, kde je shodny prvek. Napf. pro S = {a,b, ¢, d} a volbu 21 = b, x5 = ¢,
x3 = b dostaneme S’ = [a,b,b,b,c,c,d]. Nyni si uvédomme, Ze pro rozpoznini
ptvodni kombinace nam stac¢i védét, kolik je prvki v jednotlivych skupindch (je
tam vzdy pravé o jeden prvek vice nez kolik patii do kombinace). Mizeme si to
znézornit
abbb|ce|d o= x| %% | %% |

protoze prislusnost jednotlivych pfihradek k prvkim S je ndmi pevné zvolena.

Pocet C'(n, k) je proto roven po¢tu moznych umisténi piihrddek |, tj. vybér
n — 1 pozic z n + k — 1 moznych. |

Priklady na procviceni:
1.10. Priklady.

1.10.1. Urceni poc¢tu FeSeni rovnice. Pro libovolné pevné n € N urcete pocet
vSech Tesent rovnice

T+ To+ - +xp=n
v mnoziné prirozenych cisel.

Reseni. Reseni je samoziejmé velice silné zavislé na tom, jestli povazujeme nulu
za prirozené ¢islo. Rozhodnéme se, Ze ne, ale ur¢eme nejprve pocet feseni rovnice v
mnoziné celych nezédpornych ¢isel. Kazdé feseni (r1,...,7%), Zle r; = n mizeme
jednoznacné zasifrovat jako posloupnost jednic¢ek a nul, ve které napiseme nejprve
r1 jednicek, pak nulu, pak r jednicek, nulu a tak déle. Posloupnost bude celkem
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obsahovat n jednicek a k — 1 nul. Kazda takova posloupnost navic zfejmé urcuje
néjaké reseni dané rovnice. Je tedy fesSeni tolik, kolik je posloupnosti, tedy (""'ﬁ_l).

Hledame-li feseni v oboru pfirozenych ¢isel, tak si v§Simnéme, ze prirozena cisla
x1,...T) jsou reSenim dané rovnice, pravé kdyz jsou celd nezaporna ¢isla y; = x; —1,
i=1,...,k, feSenim rovnice

yityt+-ty=n—k

v . s vz ey v , —1

Téch je podle prvni ¢asti feseni (271)' 0
1.10.2. Kolika zpiusoby lze do tri ruznych obdlek rozmistit pét shodnych stokorun
a pét shodnyjch tisicikorun tak, aby Zdadnd nezustala prdazdna?

Reseni. Nejdiive zjistime vechna rozmisténi bez podminky neprazdnosti. Téch je
podle pravidla souc¢inu (rozmistujeme nezavisle stokoruny a tisicikoruny) C(3,5)% =
(;)2 Odeéteme postupné rozmisténi, kdy je pravé jedna obélka prazdna, a poté kdy
jsou dvé obélky prazdné. Celkem C(3,5)%—3(C(2,5)?—2)—3 = (5)2 -3(62-2)—3 =
336. (I

1.10.3. Urcete pocet ruznych vet, které vzniknou presmyckami v jednotlivich slo-
vech véty ,Skokan na koks® (vzniklé véty ani slova nemuseji davat smysl).

Reseni. Uréime nejprve pocty presmycek jednotlivich slov. Ze slova ,skokan“ do-
staneme 6!/2 riznych presmycek (permutace s opakovanim P(1,1,1,1,2)), obdobné
ze slova ,na“ dvé a ze slova ,koks“ 4!/2. Celkem podle pravidla soucinu 6!4!/2. O

1.10.4. Kolik existuje ruznych presmycek slova ,krakatit“ takovych, Ze mezi pis-
meny ,k“ je pravé jedno jin€ pismeno.

Reseni. V uvazovangch pfesmyckach je Sest moznosti, jak umistit skupinu dvou
k. Fixujeme-li pevné mista pro dvé pismena ,k“, pak ostatni pismena muzeme
rozmistit na zbylych Sest mist libovolné, tedy P(1,1,2,2) zpusoby. Celkem podle
pravidla soucinu je hledany pocet

6-P(1,1,2,2) = ——

6 - 6!
2-2°

O

1.10.5. Kolika zpisoby muzeme do péeti ruznych dulku vybrat po jedné kouli, vybirdme-
li ze ¢tyr bilych, ctyr modriych a tri cervenych kouli?

Reseni. Nejprve fesme tlohu v pfipadé, ze bychom méli k dispozici alespoii pét
kouli od kazdé barvy. V tomto pfipadé se jednd o volny vybér péti prvka ze tii
moznosti, tedy o variace s opakovanim tfeti t¥idy z péti prvki (viz odstavec 2.4.
ucebnich texttt). Mame
V(3,5) = 3°.

Nyni odecteme ty vybéry, ve kterych se vyskytuji bud pouze koule stejné barvy
(takové vybéry jsou tii), nebo pravé ¢tyti koule ¢ervené (takovych vybéri je 10 =
2 - 5; nejprve vybereme barvu koule, ktera nebude Cervena — dvé moznosti — a poté
dulek, ve kterém bude — pét moznosti). Celkem tedy mame

35 -3-10=230

moznych vybért. O
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3. Diferenéni rovnice

V pfedchozich odstavcich jsme vidéli formule, které zadévaly hodnotu skalarni
funkce definované na ptirozenych ¢islech (faktorial) nebo dvojicich ¢&isel (binomicka
¢isla) pomoci predchazejicich hodnot. Tomu lze rozumét také tak, ze misto hod-
noty nasi funkce zadavame jeji zménu pii odpovidajici zméné nezavislé proménné.
Porovnejte si formule v [I4] a v [[.6] Takto se skutecné velice ¢asto postupuje pii
matematické formulaci modeld, které popisuji realné systémy v ekonomice, biologii
apod. My si tu pov§imneme jen nékolika jednoduchych pfipad® a budeme se k této
tématice postupné vracet.

1.11. Linearni rovnice prvniho fadu. Obecnou diferencni rovnici proniho fddu
rozumime vyraz
fn+1) = F(n, f(n)),
kde F' je znama skalarni funkce zavisla na dvojicich pfirozenych ¢isel. Je ziejmé,
Ze takovy vztah, spolu s volbou pro f(0), zadava jednoznaéné celou nekoneénou
posloupnost hodnot f(0), f(1),..., f(n),.... Jako ptiklad muiZe slouzit defini¢ni
formule pro faktorial, tj. n! = n - (n — 1)!. Vidime, Ze skute¢né vztah pro f(n + 1)
zavisi na n i hodnoté f(n).
Po konstantni zavislosti je nejjednodussi tzv. linedrni diferencni rovnice

(1.5) fla+1) =a-f(n)+b

kde a, b € N. Takovou rovnici umime snadno fesit. Je-li b = 0, pak zjevné

f(n) =a"£(0).
To je napt. vztah pro tzv. Malthusiansky model popula¢niho ristu, ktery vychézi
z predstavy, ze za zvoleny Casovy interval vzroste populace s konstantni imérou a
vuci predchozimu stavu. Dokadzeme si obecny vysledek pro rovnice prvniho fadu,
které se podobaji linearnim, ale pfipousti proménné koeficienty a a b, tj.

(1.6) fn+1) =an- f(n)+ by

1.12. Véta. Obecné reseni diferencni rovnice @) proniho Tddu s pocdtecni podminkou
f(0) = yo je ddno vztahem

(1.7) <h aL> Yo + ”Z ( 71_1 > =
i=r+1

DUKAzZ. Tvrzeni dokdZeme matematickou indukci. Pro zjednoduSeni zapisu uzivame
konvenci, ze koneény sou¢in s prazdnou mnozinou souciniteld je roven jedné (podobné jako
soucet s prazdnou mnozinou séitanci je roven nule). To je zapot¥ebi v samotné formuli v
pravém séitanci pro hodnotu » = n — 1, kde neni zadné vyhovujici .

Zjevné pak tvrzeni plati pro n = 1, kdy se jedna pravé o definiéni vztah f(1) =
aoyo+bo. Predpokadame-li, ze tvrzeni plati pro libovolné pevné zvolené n, mizeme snadno

e ()1 )
<Hal>y0+Z<H >

r=0 \i=r+1

jak se pfimo vidi roznasobenim vyrazu. O
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1.13. Dusledek. Obecné teseni linedrni diferencni rovnice sa#1 a poca-
tecni podminkou f(0) = yo je
1—a”
1—a

DUKAZ. Dosazenim konstantnich hodnot za a; a b; do obecné formule dosta-
vame zjevné prvni s¢itanec okamzité. Pro vy¢isleni souctu soucinu v druhém si je
tfeba viimnout, ze se jedna o vyrazy (1 +a+ --- + a"~1)b. Sectenim této geomet-
rické fady (pfipometime, ze 1 —a™ = (1 —a)(1+a+--- +a""')) dostaneme pravé
pozadovany vysledek. 0

(1.8) f(n) =a"yo + b.

Uvedme si praktické ptiklady na feSeni diferen¢nich rovnic prvniho fadu:

1.14. Piiklady.

1.14.1. Splaceni pujcky Mirek si chce koupit nové auto. Auto stogi 300 000 K¢.
Mirek by chtéel auto koupit na meésicni splatky. Prodadvagjici spolecnost mu nabizi
pljcku na koupi auta s roénim trokem 6%. Mirek bych chtél auto splatit za ti
roky. Jak vysokd bude mésicni splatka?

ResSeni. Ozna¢me Mirkovu mési¢ni splatku S. Po prvnim mésici splati Mirek S
korun, z nichz ¢ast piijde na vlastni splatku, ¢ast na splaceni uroku. Castku, kterou
bude Mirek dluzit po uplynuti £ mésicti oznac¢me dj. Po prvnim mésici bude Mirek
dluzit

0,06
(1.9) d; = 300000 — S + ’12 300000.
Obecné po uplynuti k-tého mésice

0,06
(1.10) dp =dp_1— S+ ﬁdkfl.

Podle vztahu (1.8) je dj dédno nésledovné

L 0,06 ’“_1 125
12 0,06 )"

Splaceni po tfech letech se rovna podmince dss = 0, odkud dostavame

0,06
12

k
(1.11) dy = <1+ ) 300000 —

0,06

(1.12) S = 300000 12 = 9127.
1— (14 %%8)-36

O

Vsimnéme si, ze rekurentni vztah milzeme pouzit na nas ptriklad pouze
tak dlouho, dokud budou vSechna y(n) kladna, tj. dokud bude Mirek skuteéné néco
dluzit.
Otazka. Jak dlouho by Mirek auto splacel, kdyby chtél mésicné splacet 5000 K¢?
ResSeni. Pii oznaceni ¢ = 1,005, ¢ = 300000 ndm podminka dj = 0 d4va vztah

& 2008
~ 2005 — ¢’

jehoz logaritmovanim obdrzime
~ In200S — In(200S — ¢)

k
Ing

)
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coz pro S = 5000 dava priblizné k = 71,5, tedy splaceni pijcky by trvalo Sest let
(posledni splatka by nebyla plnych 5000 K¢). O

1.14.2. Stavebni spofeni. Kolik penéz nasporim na stavebnim spoveni za pét let,
vkladdam-li 3000 K¢ mésicné (vidy k 1. v mésici), vklad je tdrocen roéni drokovou
mirou 3% (urocéent probihd jednou za rok) a od statu obdrzim roéné prispévek 1500
K¢? (statnd prispévek se pripisuje vidy aZ 1.kvétna ndsledujictho roku)

ResSeni. Oznaéme mnozstvi nasporenych penéz po n-tém roce jako x,. Potom
dostavame (pro m > 2) nésledujici rekurentni formuli (navic predpokladdme, Ze
kazdy mésic je pfesné dvanictina roku)

11 1
Tni1 = 1,03(xzy) 4 36000 + 1500 + 0,03 - 3000 (1 gt 12) +

uroky z vklada za aktualni rok

2
+ 0,03~§~15OO =

—_—
urok ze statniho prispévku pripsaného v aktualnim roce

= 1,03(x,) + 38115

Tedy
n—2 .
Ty = 38115 Y (1,03)" + (1,03)" 2y + 1500,
=0
piidem? x; = 36000 + 3000 (1 + {3 + - + 15) = 36585, celkem
1,03)* —1 .
x5 = 38115 <(o)03> +(1,03)* - 36585 + 1500 = 202136.

O

1.15. Poznamka. Ve skutecnosti tiroc¢eni probiha podle poctu dni, které jsou pe-
nize na uctu. Obstarejte si skuteény vypis ze stavebniho sporeni, zjistéte si jeho
aroceni a zkuste si spocitat pripsané troky za rok. Porovnejte je se skutecné pfi-
psanou sumou. Pocitejte tak dlouho, dokud sumy nebudou souhlasit ...

1.15.1. Uréete posloupnost {y,}52,, kterd vyhovuje ndsleduje ndsledujicimu reku-
rentnimu vztahu

3
yn+1:5yn+17 n>1,y =1

Reseni. y, =2(3)" — 2. O
1.16. Rovnice druhého fadu. Obecné nazyvame diferencni rovnici fddu k vztah
fn+k)=F(n, f(n),..., f(n+k—1)) =0,

kde F' je znamé skalarni funkce v k& + 1 proménnych skaldrnich veli¢inach. Cela
poslounost hodnot je jednoznaéné uréena volbou k-tice ¢isel f(0),..., f(k —1).
Linearni diferenc¢ni rovnici druhého fadu rozumime

(1.13) f(n+2)=a-f(n+1)+b- f(n)+c,

kde a,b,c jsou znamé skalarni koeficienty. Dobfe znamym piikladem s ¢ = 0 je
napf. Fibonacciho posloupnost ¢isel yg,y1,. .., viz priklad [1.17.1} Zkusme dosadit
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do rovnice (|1.13)) podobné FeSeni jako u linedrnich, tj. f(n) = A\™ pro néjaké skalarni
A. Dosazenim dostavame

A2 gAm L pAn = AP(A2 — g\ — b) = 0

a odtud vidime, ze bud je A\ = 0 nebo

1 1
AL = i(a—i— a? +4b), A= i(a— Va2 + 4b).

Protoze soucet dvou feSeni rovnice f(n +2) —a- f(n+1) —b- f(n) = 0 je opét
feSenim téze rovnice a totéz plati pro konstatni nasobky feseni, odvodili jsme obecné
feSeni f(n) = C1 A+ C2 A} a pro jednoznaéné vyteseni konkrétni tilohy se zadanymi
pocateénimi hodnotami f(0) a f(1) ndm zbyva jen najit p¥islusné konstanty C; a
C5. Ukazme alespon na jednom ptikladé.

1
Yn+2 = Yn+1 + éyn

yO:27y1 =0.

(1.14)

V nagem piipadé je tedy A2 = 3(1£V3) azjevnd yo = C1 + Co = 2 ay; =
%C’l(l + \/3) + %C’2(1 - \/§) je splnéno pro pravé jednu volbu téchto konstant.
Pfimym vypoctem C; =1 — %\/g, Co=1+ %\/3

Tento priklad je velice pou¢ny z mnoha duvodt. Na prvni pohled je vidét, ze po-
uzitd metoda funguje pro obecné linearni diferencni rovnice bez absolutnich ¢lent.
Reseni tu lze hledat pomoci kofentl tzv. charakteristického polynomu rovnice. Dale
si v§imnéme, Ze i kdyZ nalezena feSeni pro rovnice s celo¢iselnymi koeficienty vypa-
daji slozité a jsou vyjadiena pomoci iracionédlnich (pfipadné komplexnich) ¢isel, o
samotném fFeseni dopfedu vime, Ze je celociselné téz. Bez tohoto ,ukroku“ do vét-
$tho oboru skalart bychom ovSem obecné feseni napsat neuméli. S podobnymi jevy
se budeme potkévat velice ¢asto. Obecné feSeni ndm také umoziuje bez pfimého
vy¢islovani konstant diskutovat kvalitativni chovani posloupnosti ¢isel f(n), tj. zda
se budou s rostoucim n blizit k néjaké pevné hodnoté nebo utecou do neomezenych
kladnych nebo zapornych hodnot.

Ukazeme ,,populac¢ni model®, ktery je prikladem na rekurentni rovnici druhého
radu:

1.17. P¥iklady.

1.17.1. Fibonacciho posloupnost. Na zacdtku jara prinesl ¢ap na louku dva
cerstvé narozené zajicky, samecka a samicku. Samicka je schopnd od dvou mésici
stdri povit kazdy mésic dva malé zajicky (samecka a samicku). Nové narozeni zajici
splodi potomky po jednom mésici a pak kazdy dalsi mésic. Kazdd samicka je brezi
jeden mésic a pak opét porodi samecka a samicku. Kolik pdariu zajicu bude na louce
po deviti mésicich (pokud Zddny neumie a Zadny se tam ,nepristéhuje®)?

Reseni. Po uplynuti prvniho mésice je na louce poiad jeden par, nicméné samicka
otéhotni. Po dvou mésich se narodi prvni potomci, takze na louce budou dva pary.
Po uplynuti kazdého dalsiho mésice se narodi (tedy piibude) tolik zajicii, kolik oté-
hotnélo zajecic pred mésicem, coz je presné tolik, kolik bylo pred mésicem paru
schopnych splodit potomka, coz je presné tolik, kolik bylo paru pred dvéma mé-
sici. Celkovy pocet p,, zajici po uplynuti n-tého mésice tak je tak souctem pocti
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paru v predchozich dvou mésicich. Pro pocet paru zajict na louce tedy dostavame
homogenni linedrni rekuretni formuli

(115) Pnt2 = Pntl +DPn, N = 1.0,

ktera spolu s poc¢atecnimi podminkami p; = 1 a po = 1 jednozna¢né urcuje pocty
part zajicti na louce v jednotlivych mésicich. Linearita formule znamena, ze vSechny
¢leny posloupnosti (p,,) jsou ve vztahu v prvni mocniné, rekurence je snad jasna
a homogenita znaéi, ze v predpisu chybi absolutni ¢len (viz dale pro nehomogenni
formule). Pro hodnotu n-tého ¢lenu muzeme odvodit explicitni formuli. V hledani
formule nam pomtze pozorovani, ze pro jista r je funkce r” FeSenim rekurentni
formule bez pocatecénich podminek. Tato r ziskdme prosté tak, ze dosadime do
rekurentniho vztahu:

(1.16) "2 = Tl e 4 po vydéleni 7 dostaneme
(1.17) r? = r+41,

coz je tzv. charakteristickd rovnice daného rekurentniho vztahu. Nase rovnice ma
kofeny PT‘@ a 1*'2—\/5 a tedy posloupnosti a,, = (PT\@)" a b, = (HT\E’)", n>1
vyhovuji danému vztahu. Zifejmé také jejich libovolna linearni kombinace ¢, =
sap+tby, s,t € R. Cisla s a t mizeme zvolit tak, aby v¥sledna kombinace spliiovala
dané pocatec¢ni podminky, v nasem pfipadé ¢; = 1, co = 1. Pro jednoduchost je
vhodné navic jesté dodefinovat nulty ¢len posloupnosti jako cg = 0 a spocitat s a t
Z Tovnic pro cg a cy. Zjistime, ze s = —%, t= % a tedy

(L+V5)" = (1 - v5)"
2"(V5) '

Takto zadana posloupnost splinuje danou rekurentni formuli a navic po¢atecni pod-
minky ¢y = 0, ¢; = 1, jedna se tedy o tu jedinou posloupnost, kterd je témito
pozadavky jednoznac¢né zadana. O

Posloupnost zadané rekurentni formuli se nazyva Fibonacciho posloup-
nost. Tato formule je prikladem homogenni linearni diferen¢ni rovnice. Dalsi priklad
ukaze na ekonomickém modelu pfipad tzv. nehomogenni diferen¢ni rovnice

(1.18) Pn =

1.17.2. Zjednoduseny model chovani narodniho produktu

(1.19) Yr+2 — a(l 4+ b)ypi1 + aby, = 1,

kde yy, je ndrodni produkt v roce k, konstanta a je takzvany mezni sklon ke spotrebe,
coz je makroekonomicky ukazatel, ktery uddvad jaky zlomek peneéz, které maji oby-
vatelé k dispozici, utrati a konstanta b popisuje jak zdavisi mira investic soukromeého
sektoru ma meznim sklonu ke spotrebé.

Predpokladame ddle, Ze velikost narodniho produktu je normovdna tak, aby na
pravé strané rovnice vyslo c¢islo 1.

Spocitejte konkrétni hodnoty pro a = %, b= %, vo=1y1=1.

Reseni.
Nejprve budeme hledat feseni homogenni rovnice (prava strana nulovd) ve tvaru
r*. Cislo r musi byt feSenim charakteristické rovnice

1
2% — a(1+b)x + ab =0, tj.x2fx+1:0,
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ktera ma dvojnasobny kofen % Vsechna feseni homogenni rovnice jsou potom tvaru
a(2)" +bn(L")
2 . 2 . ’ . . . .

Daéle si vSimnéme, ze najdeme-li néjaké feseni nehomogenni rovnice (tzv. par-
tikularni feSeni), tak pokud k nému pficteme libovolné feseni homogenni rovnice,
obdrzime jiné feseni nehomogenni rovnice. Lze ukazat, ze takto ziskdme vSechna
feSeni nehomogenni rovnice.

V nasem pfipadé (tj. pokud jsou vSechny koeficienty i nehommogenni ¢len kon-
stantami) je partikularnim fesenim konstanta y,, = ¢, dosazenim do rovnice mame
c—c+ ic =1, tedy ¢ = 4. Vsechna TeSeni diferen¢ni rovnice

1
Yk+2 — Yk+1 T Vi 1

jsou tedy tvaru 4 + a(3)" + bn(3)". Pozadujeme yo = y1 = 1 a tyto dvé rovnice
davaji a = b = —3, tedy Teseni nasi nehomogenni rovnice je

\" \"
Yn =4 3(2) 3n<2) .
Opét, protoze vime, ze posloupnost zadana touto formuli spliuje danou diferenc¢ni
rovnici a zaroven dané pocatecéni podminky, jedné se vskutku o tu jedinou posloup-
nost, kterd je témito vlastnostmi charakterizovana. 0
V predchozim prikladu jsme pouzili tzv. metodu neurcitych koeficienti. Ta spo-
¢iva v tom, Ze na zékladé nehomogenniho ¢lenu danéneho diferencni rovnice ,,uhod-

neme“ tvar partikularniho feSeni. Tvary partikularnich feSeni jsou znamy pro celou
fadu nehomogennich ¢lenti. Napft. rovnice

(120) Yn+k + A1Yn+k—1 + - arpyn = PM<n)a

s redlnymi kofeny charakteristické rovnice mé partikuldrni feSeni tvaru @,,(n), kde
P, (n) a Qmn(n) jsou polynomy stupné m.
Dalsi moznou metodou feSeni je tzv. variace konstant, kdy nejprve najdeme
feseni
k

y(n) = _cifi(n)

i=1

zhomogenizované rovnice a po té uvazujeme konstanty c¢; jako funkce ¢;(n) pro-
ménné n a hleddme partikulérni feseni dané rovnice ve tvaru

y(n) = Z ci(n) fi(n).

=1

Ukazme si na obrazku hodnoty f; pro ¢ < 35 a rovnici

f) = 2 fn-1) = 2fn -2+ 5, F0)=F1) =1
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1.17.3. Naleznéte explicitni vzorec pro posloupnost vyhovugict ndsledujici linedrni
diferencni rovnici s pocatecnimi podminkami:

Tt = 2T + 1,01 = 2,29 = 2.

Reseni. Zhomogenizovana rovnice je
Tn42 = 2$n

Jeji charakteristicky polynom je 22 — 2, jeho kofeny jsou ++1/2. Reseni zhomogeni-
zované rovnice je tedy tvaru

a(v2)" +b(—=V2)", pro libovolné a,b € R
Partikularni feseni budeme hledat metodou neurcitych koeficienti. Nehomo-
genni ¢ast dané rovnice je linearni polynom n, partikularni feseni proto budeme
nejprve hledat ve tvaru linearniho polynomu v proménné n, tedy kn-+1[, kde k, 1 € R.
Dosazenim do ptvodni rovnice dostavame

E(n+2)+1=2(kn+1)+n.

Porovnanim koeficientti u proménné n na obou stranach rovnice dostavame vztah
k =2k+1, tedy k = —1, porovnanim absolutnich ¢lend pak vztah 2k 41 = 2I, tedy
I = —2. Celkem partikularnim fesenim je posloupnost —n — 2.

Reseni dané nehomogenni diferenéni rovnice druhého fadu bez poéateénich pod-
minek jsou tedy tvaru a(v/2)" +b(—v2)" —n — 2, a,b € R.

Nyni dosazenim do pocatecnich podminek urc¢ime neznamé a,b € R. Pro po-
cetni jednoduchost pouzijeme malého triku: z pocatecnich podminek a daného re-
kurentniho vztahu vypocteme ¢€len zg : 79 = % (z2 — 0) = 1. Dany rekurentni vztah
spolu s podminkami zg = 1 a x; = 1 pak zfejmé spliuje tataz posloupnost, ktera
splnuje pivodni pocatecni podminky. Mame tedy nasledujici vztahy pro a, b:

xo a(vV2)° +b(—v2)° —2=1, tedya+b=3
T \/ia—\/ib:4,

jejichz fesenim dostavame a = 6+i‘/§, b= G*i‘/ﬁ. Resenim je posloupnost
6+5v2 6 —5v2
Tn = T‘[(\fz)” + T\f(fﬁ)n -2
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1.17.4. Urcete redlnou bazi prostoru teseni homogenni diferencni rovnice
Tn+4 = Tn43 + Tn+1 — Tn,

Reseni. Charakteristicky polynom dané rovnice je * — 2% — 2 + 1. Hleddme-li jeho
koteny, fesime reciprokou rovnici
-2t —2+1=0

Standardnim postupem nejprve vydélime rovnici vyrazem x2 a poté zavedeme sub-
stituci ¢t = z 4+ 1, tedy t? = 22 + 25 + 2. ObdrZime rovnici

t2—t—-2=0,
s kofeny t; = —1, t5 = 2. Pro obé tyto hodnoty nezndmé ¢ pak fesime zvlast rovnici
danou substitu¢nim vztahem: )
r+ —=-1
x
Ta ma dva komplexni kofeny z; = —3 + iv/3 = c0s(120°) + isin(120°) a x5 =

—3 —iV/3 = cos(120°) — isin(120°).
Pro druhou hodnotu neznamé t dostavame rovnici

1
T+ —=2
x

s dvojnasobnym kotenem 1. Celkem je tedy bazi hledaného vektorového prostoru po-
sloupnosti, které jsou resenim dané diferen¢ni rovnice nasledujici ¢tverice posloup-
nosti: {—1 +iv3}22,, {—3 —iv3}52,,{1}52, (konstantni posloupnost) a {n}3 ;.
Hledédme-li vSak redlnou bazi, musime nahradit dva generatory (posloupnosti) z
této baze s komplexnimi hodnotami generatory realnymi. Protoze tyto generatory
odpovidaji geometrickym radam, jejichz libovolné ¢leny jsou komplexné zdruzena
¢isla, mizeme vzit jako vhodné generatory posloupnosti dané polovinou souctu,
resp. polovinou i-nasobku rozdilu, danych komplexnich generatori. Takto dosta-
neme nasledujici redlnou bazi feseni: {1}°2, (konstantni posloupnost), {n}o°,
{cos(n -120°)}22 ,, {sin(n - 120°)}5°,. O

1.17.5. Urcete explicitni vzorec pro n-ty clen jediné posloupnosti {x, }°2 ; vyhovu-
Jict nasledugicim podminkdm:
Tpny2 = Tp41 — Tp, ,T1 = 1,z =5.
Reseni. z,, = 2v/3sin(n -60°) — 4 cos(n - 60°). O
1.17.6. Urcete explicitni vzorec pro n-ty clen jediné posloupnosti {x, }52 vyhovu-
jict nasledugicim podminkdm:
—Tp43 =2Tpq2 + 20041 + 2y, 21 =1, 20 =123 =1.

Reseni. z, = —3(—1)" — 2cos(n - 120°) — 2v/3sin(n - 120°). O

1.17.7. Urcete explicitni vzorec pro n-ty clen jediné posloupnosti {x,}52, vyhovu-
jict nasledugicim podminkdm.:
—Tn+3 = 3I"+2 + SIn+1 + T, ,T1 = 17 T2 = ]-7 T3 = L.

Reseni. z, = (—1)"(—2n?+8n — 7). O
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1.18. Nelinearni priklad. Vratme se na chvili k rovnici prvniho fadu, kterou
jsme velice primitivné modelovali popula¢ni rast zévisejici pfimo timérné na oka-
populace Ap(n) = p(n+ 1) — p(n) jen pfi malych hodnotéach p, tj. Ap/p ~ r > 0.
P1i urcité limitni hodnoté p = K > 0 ale naopak uz populace neroste a pfi jesté
vétsich uz klesa. Predpokladejme, Ze pravé hodnoty vy, = Ap(n)/p(n) zavisi na p(n)
linearné. Chceme tedy popsat pfimku v roviné proménnych p a y, kterd prochazi
body [0, 7] a [K, 0]. Polozime proto

Cp+
=—— T,
y=—1p

Dosazenim za y dostéavame p(n+1)—p(n) = p(n)(—fp(n)+7), tj. diferencni rovnici
prvniho fadu

(1.21) p(n+1) =p(n)(1— %p(n) +7).

Zkuste si promyslet nebo vyzkouset chovani tohoto modelu pro rtizné hodnoty r a
K. Na obrazku je pribéh hodnot pro parametry r = 0,05 (tj. pétiprocentni nérist
v idedlnim stavu), K = 100 (tj. zdroje limituji hodnotu na 100 jedincti) a poc¢atecéni
stav jsou pravé dva jedinci.

T T T T T T T T T T T T T T T T T T

0 50 100 150 200

4. Pravdépodobnost

Predchozi sekce naznacila, ze hodnoty skalarnich funkci umime definovat po-
moci popisu jejich zmén v zavislosti na zménach zavislé proménné. Ted se podivame
na dal$i obvykly pfipad — sledované hodnoty ¢asto nejsou znamy ani explicitné for-
muli, ani implicitné néjakym popisem. Jsou vysledkem néjaké nahodilosti a my se
snazime popsat s jakou pravdépodobnosti nastane ta ¢i ona moznost.

1.19. Co je pravdépodobnost? Nejbanalnéjsim prikladem miize slouzit obvyklé
héazeni kostkou s Sesti stranami s oznacenimi 1,2, 3,4,5,6. Pokud popisujeme ma-
tematicky model takového hazeni ,poctivou“ kostkou, budeme ocekavat a tudiz i
predepisovat, ze kazda ze stran pada stejné casto. Slovy to vyjadifujeme ,kazda pre-
dem vybrané strana padne s pravdépodobnosti %“. Pokud ale si tfeba sami nozikem
vyrobime takovou kostku, je jisté, ze skutecné relativni cetnosti vysledki nebudou
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stejné. Pak mazeme z velikého poctu pokusti usoudit na relativni ¢etnosti jednotli-
vych vysledkt hodi a tyto ustanovit jako pravdépodobnosti v naSem matematickém
popisu. Nicméné pfi sebevétsim poctu pokusti nemizeme vyloucit moznost, Ze se
nahodou povedla velice nepravdépodobné kombinace vysledki a Ze se tim nas ma-
tematicky model skutecnosti stal (pro tento konkrétni piipad) nedobrym.

V dalsim budeme pracovat s abstraktnim matematickym popisem pravdépo-
dobnosti v nejjednodusim priblizeni. To, do jaké miry je takovy popis adekvatni pro
konkrétni pokusy ¢i jiny problém, je zalezitosti mimo samotnou matematiku. To
ale neznamena, 7ze by se takovym premyslenim neméli zabyvat matematikové také
(nejspiSe ve spoluprici s jinymi experty). Pozdé&ji se vratime k pravdépodobnosti
(jakozto teorii popisujici chovani nahodilych procesti nebo i plné determinovanych
déji, kde ovSem nezndme presné vSechny urcujici parametry) a matematické sta-
tistice (jakoZto teorii umoziiujici posoudit, do jaké miry lze ocekéavat, ze vybrany
model je ve shodé s realitou). K tomu ovSem bude jiz potfebny dosti rozsahly
matematicky aparat, ktery budeme mezitim nékolik semestri budovat.

1.20. Nahodné jevy. Budeme pracovat s neprazdnou pevné zvolenou mnozinou
Q vsech moznych vysledku, kterou nazyvame zdkladni prostor. Pro jednoduchost
bude pro nas ) konetnd mnoZina s prvky wi,...,w,, pfedstavujicimi jednotlivé
mozné vysledky. Kazda podmnozina A C () predstavuje mozny jev. Systém pod-
mnozin A zdkladniho prostoru se nazyva jevové pole, jestlize
o O € A, tj. zédkladni prostor, je jevem,
e je-li A, B € A, pak A\ B € A, tj. pro kazdé dva jevy je jevem i jejich mnoZinovy
rozdil,
e jsou-li A,B € A, pak AUB € A, tj. pro kazdé dva jevy je jevem i jejich
sjednoceni.
Slovy se tak dé4 jevové pole charakterizovat jako systém podmnozin (kone¢ného)
zékladniho prostoru uzavieny na priniky, sjednoceni a rozdily. Jednotlivé mnoziny
A € A nazyvéime ndhodné jevy (vzhledem k A).

Zjevné je i komplement A = Q\ A jevu A je jevem, ktery nazjvame opacny
jev k jevu A. Prunik dvou jevi opét jevem, protoze pro kazdé dvé podmnoziny A,
B C Q plati

A\ (Q\B)=ANB.

Pro nase hézeni kostkou je @ = {1,2,3,4,5,6} a jevové pole je tvofeno vSemi
podmnozinami. Napf. ndhodny jev {1,3,5} pak interpretujeme jako ,padne liché
¢islo“.

Néco malo terminologie, kterd by meéla dale pfipominat souvislosti s popisem
skutecnych modela:

e cely zdkladni prostor Q se nazyva jisty jev, prazdnd podmnoZina § € A se
nazyva nemozny jev,
e jednoprvkové podmnoziny {w} € € se nazyvaji elementdrni jevy,
spolecné nastoupent jevii A;, i € I, odpovida jevu N;crA;, nastoupent alespon
jednoho z jevii A;, i € I, odpovida jevu U;cr A;,
e A, B € A jsou neslucitelné jevy, je-li AN B =0,
e jev A mé za dusledek jev B, kdyz A C B,
e je-li A € A, pak se jev B = Q\ A nazyvé opacny jev k jevu A, piSeme B = A°.

Prestavte si pfiklady vsech uvedenych pojmu pro jevovy prostor popisujici hazeni
kostkou nebo obdobné pro hazeni minci!
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1.21. Definice. Pravdépodobnostni prostor je jevové pole A podmnozin (konec-
ného) zakladniho prostoru €2, na kterém je definovina skalarni funkce P: A — R s
nasledujicimi vlastnosti:

e je nezaporna, tj. P(A) > 0 pro vSechny jevy A,
e je aditivni, tj. P(AU B) = P(A) + P(B), kdykolivje ANB=0a A,B € A,
e pravdépodobnost jistého jevu je 1.
Funkci P nazyvame pravdépodobnosti na jevovém poli (€, .A).
Zjevné je okamzitym dusledkem naSich definic fada prostych ale uziteénych
tvrzeni. Napf. je pro vSechny jevy
P(A°) =1- P(A).
Dale mtzeme matematickou indukci snadno rozsirit aditivnost na jakykoliv koneény
pocet neslucitelnych jeva A; C Q, i € I, tj.
P(Uic1Ai) =Y P(A;), kdykoliv je A;NA; =0,i+#j,i,j € 1.
iel
1.22. Definice. Necht Q je koneény zakladni prostor a necht jevové pole A je pravée

systém vSech podmnozin v Q. Klasickd pravdépodobnost je takovy pravdépodob-
nostni prostor (2, A, P) s pravdépodobnostni funkci P : A — R,

1
o
Zjevné takto zadana funkce skutecné definuje pravdépodobnost, ovérte si sa-
mostatné vSechny pozadované axiomy.

1.23. Priklady.

P(A)

1.23.1. Smrt na silnici. Roéné zahyne na silnicich v CR priblizné 1200 ceskijch
obcand. Urcete pravdépodobnost, Ze nékdo z vybrané skupiny péti set Cechi zemfe
v nasledujicich deseti letech pri dopravni nehodé. Predpokladejte pro zjednodusent,

ze kazdy obcan ma v jednom roce stejnou ,Sanci® zemtit pri dopravni nehodé a to
1200/107.

Reseni. Spocitejme nejprve pravdépodobnost, ze jeden vybrany ¢lovék v nasledu-
jicich deseti letech nezahyne na pii dopravni nehodé. Pravdépodobnost, ze neza-
hyne v jednom roce, je (1 — 11—025) Pravdépodobnost, Ze nezahyne v nésledujicich
deseti letech, je pak (1 — %)10. Pravdépodobnost, ze v nasledujicich deseti letech
nezahyne nikdo z danych péti set lidi, je opét podle pravidla sou¢inu (jedné se o
nezavislé jevy) (1 — 1%)°°%. Pravdépodobnost jevu opa¢ného, tedy toho, Ze nékdo
z vybranych péti set lidi zahyne, je tedy
12 5000 -
1—(1 105) =0, 45.

O

1.23.2. Ruleta. Alesovi zbylo 2500 K¢ z pordddnd tabora. Ales neni Zadny nouma:
50 K¢ pridal z kasicky a rozhodl se jit hrat ruletu na automaty. Ales sdzi pouze na
barvu. Pravdépodobnost vihry pri sazce na barvu je 18/37. Zacind sdzet na 10 K¢
a pokud prohraje, v dalsi sdzce vsadi dvojndsobek toho, co v predchozi (pokud na
to jesté md, pokud ne, tak konci s hrou — byt by mél jesté penize na néjakou mensi
sazku). Pokud néjakou sdzku vyhraje, v ndsledujici sazce hraje opét o 10 K¢. Jakd
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je pravdépodobnost, Ze pii tomto postupu vyhraje dalsich 2550 Kc¢? (jakmile bude
2500 K¢ v plusu, tak konci)

Reseni. Nejprve spocitejme, kolikrat po sobé mtize Ale§ prohrat. Zacina-li s 10
K¢, tak na n vsazeni potiebuje

2" —1
2—-1

n—1
10+20 4+ +10-2"71 =10(>_ 2) = 10( )=10-(2" —1).

i=0
Jak snadno nahlédneme, ¢islo 2550 je tvaru 10(2"™ — 1) a to pro n = 8. Ales tedy
miize sazet osmkrat po sobé bez ohledu na vysledek sazky, na devét sazek by potte-
boval jiz 10(2° — 1) = 5110 K¢ a to v pritbéhu hry nikdy mit nebude (jakmile bude
mit 5100 K¢, tak konéi). Aby tedy jeho hra skoncila netispéchem, musel by prohrat
osmkrat v fadé. Pravdépodobnost prohry pfi jedné sézce je 19/37, pravdépodbnost
prohry v osmi po sobé nasledujicich (nezavislych) sazkach je tedy (19/37)%. Prav-
dépodobnost, Ze vyhraje 10 Ké (pti daném postupu) je tedy 1 — (19/37)8. Na to,
aby vyhral 2500 K¢, potiebuje 255 krat vyhrat po desetikoruné. Tedy opét podle
pravidla soucinu je pravdépodobnost vyhry

"t 255
11— = =0,29.
( <37)> 0,29

Tedy pravdépodobnost vyhry je nizsi, nez kdyby vsadil rovnou vSe na jednu barvu.
O

1.23.3. Samostatné si muzete vyzkouset spocitat predchozi priklad za predpokladu,
ze Ales sdzi stejnou metodou jako v predchozim prikladé, konci vsak az v okamziku,
kdy memd Zddné penize (pokud nemd na vsazeni dvojndsobku édstky prohrané v
predchozi sdzce, ale ma jesté néjaké penize, zacind sdzet znovu od 10 K¢).

1.23.4. Do vytahu osmipatrové budovy nastoupilo 5 osob. KazZda z nich vystoupi
se stejnou pravdépodobnosti v libovolném poschodi. Jakd je pravdépodobnost, Ze
vsichni lidé vystoupi

(1) v Sestém poschodi,

(2) wve stejném poschodi,

(3) kazdy v jiném poschodi?

Reseni. Zéakladni prostor viech moznjch jevii je prostor viech moznjch zptsobti
vystoupeni 5 osob z vytahu. Téch je 8°.

V prvnim pfipadé je jedind ptiznivd moznost vystoupeni, hledana pravdépodob-
nost je tedy 8%, ve druhém pripadé méame osm moznosti, hledanad pravdépodobnost
je tedy 8% a konecné ve tietim je pocet priznivych pripada dan pétiprvkovou variaci
z osmi prvku (z osmi pater vybirdme pét, ve kterych se vystoupi a déle ktefi lidé
vystoupi ve vybranych poschodich), celkem je hledana pravdépodobnost ve tfetim
pripadé rovna (viz a

v(5,8) 8-7---4

- = = 0,2050781250.
V(5,8) 85 ’

O

1.23.5. Do tady v kin€ o 2n mistech je nahodné rozmisténo n muzi a n Zen. Jakd
je pravdépodobnost, Ze Zadné dvé osoby stejného pohlavi nebudou sedét vedle sebe?
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Reseni. Viech moznjch rozmisténi lidi v fadé je (2n)!, rozmisténi spliiujicich pod-
minky je 2(n!)? (mame dvé moznosti vybéru pozice muzi, tedy i Zen, na nich jsou
pak muzi i Zeny rozmistény libovolné). Vyslednéd pravdépodobnost je tedy

2(n!)?
p(n) = (2n)!

, p(2) = 0,33, p(5) = 0,0079, p(8) = 0,00016
O

1.23.6. Ze skupiny osmi muzi a ctyr Zen ndahodne vybereme skupinu péti lidi. Jakd
je pravdépodobnost, Ze v ni budou alespon i Zeny?

Pravdépodobnost spocitame jako podil poc¢tu priznivych pfipad ku poctu
vSech pripadd. Priznivé pripady rozdélime podle toho, kolik je v ndhodné vybrané
skupiné muzti: mohou v ni byt bud dva, nebo jeden muz. Skupinek o péti lidech s
jednim muzem je osm (zdlezi pouze na vybéru muze, Zeny v ni musi byt vSechny),
skupinek se dvéma muzi je potom ¢(8,2)c(4,3) = (g) (g) (vybereme dva muze z osmi
a nezavisle na tom tii zeny ze ¢tyt, tyto dva vybéry mtizeme nezévisle kombinovat a
podle pravidla sou¢inu dostavame uvedeny pocet skupin). VSech moznych skupin o

péti lidech pak miizeme sestavit ¢(12,5) = (7). Hledana pravdépodobnost je tedy

8+

(5)

Reseni.

O

1.23.7. Ndhodné vybereme prirozené c¢islo mensi nez 10°. Jakd je pravdépodobnost,
Ze bude slozeno pouze z cifer 0,1,5 a zdrovern bude délitelné c&islem 52

Yo 22351
Reseni. Tor—1

. (v citateli i jmenovateli odeéitdme nulu) O

1.23.8. Ze sacku s péti bilymi a péti cervenymi koulemi ndhodné vytdhneme tri
(koule do sacku nevracime). Jakd je pravdépodobnost, Ze dvé budou bilé a jedna
cervend?

Reseni. Napiiklad rozdélime uvazovany jev na sjednoceni tii disjunktnich jevi:
podle toho, kolikdtou vytahneme cervenou kouli. Pravdépodobnosti, ze vytdhneme
koule presné ve zvoleném poradi jsou:

145 151 151
298 2927 292
5
Celkem 5. (I
1.23.9. Z klobouku, ve kterém je pét bilych, pét cervenych a Sest cernych kouli,
ndhodné vytahujeme koule (bez vraceni). Jakd je pravdépodobnost, Ze patd vytaZend
koule bude ¢erna?

Reseni. Spocitame dokonce obecnéjsi tilohu. Totiz pravdépodobnost toho, ze i-ta
vytazend koule bude cernd, je stejna pro vsechna i, 1 < ¢ < 16. Muzeme si totiz
predstavit, ze vytahneme postupné vSechny koule. Kazda takova posloupnost vyta-
zenych kouli (od prvni vytazené koule po posledni), slozend z péti bilych, péti Gerve-
nych a Sesti ¢ernych kouli, ma stejnou pravdépodobnost vytazeni. Pravdépodobnost
toho, ze i-t4 vytazena koule bude cerna je tedy rovna podilu poc¢tu posloupnosti
péti Cervenych, péti bilych a Sesti ¢ernych kouli, kdy je na i-tém misté ¢erna koule



22 1. UVOD A MOTIVACE

(téch je tolik, kolik je libovolych posloupnosti péti bilych, péti ¢ervenych a péti
¢ernych kouli, tedy P(5,5,5) = %) a poctu vsech posloupnosti sloZenych z péti

bilych, péti ¢ervenych a Sesti ¢ernych kouli, tedy P(6,5,5) = ﬁ%!. Tedy celkem
5!155!!5! _3
G

O

1.24. Priklad. Vratme se k hdzeni kostkou a zkusme popsat jevy ze zékladniho
prostoru € vznikajici pfi hazeni tak dlouho, dokud nepadne Sestka, ne vsak vice
nez stokrat.

Pro jeden hod samostatné je zdkladnim prostorem Sest ¢isel od jedné do Sesti a
jde o klasickou pravdépodobnost. Pro celé série nasich hodd bude zékladni prostor
daleko vétsi — bude to mnozina konecnych posloupnosti ¢isel od jedné do Sestky,
které bud konéi Sestkou, maji nejvyse 100 ¢lentt a vSechna predchozi éisla jsou mensi
nez Sest, nebo jde o 100 ¢isel od jedné do péti. Jevem A miiZe byt napt. podmnozina
»hazeni konéi druhym pokusem®. VsSechny pfiznivé elementarni jevy pak jsou

[1,6], [2,6], [3,6], [4,6], [5,6].

Ze zndmé klasické pravdépodobnosti pro jednotlivé hody umime odvodit pravdé-
podobnosti nagich jevil v . Neni to ale jisté klasickd pravdépodobnost. Tak pro
diskutovany jev chceme popsat, s jakou pravdépodobnosti nepadne Sestka pfi prvém
hodu a zaroven padne pifi druhém. Vnucuje se feseni

protoze v prvém hodu padne s pravdépodobnosti 1 — é jiné ¢islo nez Sest a druhy
hod, ve kterém naopak pozadujeme Sestku, je zcela nezavisly na prvnim. Samo-
zfejmé toto neni pomér poctu priznivych vysledkt k velikosti celého stavového
prostoru!

Obecnéji muzeme Fici, ze po pravé 1 < k < 100 hodech pokus skonc¢i s pravdé-
podobnosti (%)k*1 . %. Ze vsech moznosti je tedy nejpravdépodobnéjsi, ze skonci jiz
napoprvé.

Jiny priklad, jak z hazeni kostkou dostat rtizné pravdépodobné jevy je pozo-
rovat soucty pfi hodu vice kostkami. Uvazujme takto: pfi hodu jednou kostkou je
kazdy vysledek stejné pravdépodobny s pravdépodobnosti %. P1i hodu dvémi kost-
kami je kazdy pfedem zvoleny vysledek (a,b), tj. dvojice pFirozenych ¢isel od jedné
do Sesti (véetné pofadi), stejné pravdépodobny s pravdépodobnosti %. Pokud se
budeme ptat po dvou pétkach, je tedy pravdépodobnost polovi¢ni nez u dvou riiz-
nych hodnot bez uvedeni poradi. Pro jednotlivé mozné souc¢ty uvedené v hornim
fadku nam vychazi po¢et moznosti v fadku dolnim:

[2|3[4|5][6]7[8]9]10]|11]12]
[1f2]3[4]5]6]5]4[3[2]1]

Podobné vyjde pravdépodobnost ﬁ jednotlivych vysledki hodu tfemi kostkami,
vCetné urceného poradi. Pokud se budeme ptat na pravdépodobnost vysledného
souctu pri hodu vice kostkami, musime pouze urcit, kolik je moznosti, jak daného
souctu dosdhnout a prislusné pravdépodobnosti secist.



.16

4. PRAVDEPODOBNOST 23

Obecné je s¢itani pravdépodobnosti slozité. Nasledujici véta je pfimym promit-
nutim tzv. kombinatorického principu inkluze a exkluze do nasi kone¢né pravdépo-
dobnosti:

1.25. Véta. Budte Aq,..., A, € A libovolné jevy na zdkladnim prostoru s jevo-
vym polem A. Pak plati

k k—1 k
P(Uf_ 4;) = > P(4;) - > P(4A;NA))
i=1 i=1 j=i+1
k—2 k—1 k
+ P(A, N Aj N A[)

+ (=) TP(A N Ay -0 Ag).

Jde patrné o dobry pfiklad matematického tvrzeni, kde nejtézsi je najit dobrou
formulaci a pak se d& ¥ici, Ze (intuitivné) je tvrzeni zfejmé.

Skutecné, diky aditivni vlastnosti pravdépodobnosti si muzeme piedstavit, Ze
kazdy jev rozlozime na elementdrni (tj. jednobodové), jakkoliv ve skute¢nosti ne-
musi jednoprvkové podmnoziny do jevového pole obecné patrit. Pak je pravdépo-
dobnost kazdého jevu dana souctem pravdépodobnosti jednotlivych elementarnich
jevi do néj patticich a tvrzeni véty muzeme ¢ist nasledovné: se¢teme vSechny prav-
dépodobnosti vysledkti ze vSech A; zvlast, pak ovSem musime odecist ty, které
tam jsou zapoCteny dvakrat (tj. prvky v prunicich dvou). Ted si ovSem dovolujeme
odecist prilis mnoho tam, kde ve skutecnosti byly prvky tiikrat, tj. korigujeme
pri¢tenim pravdépodobnosti ze tfetiho ¢lenu, atd.

Aby se takovy postup stal dukazem, je zapotfebi si ujasnit, ze skuteéné vSechny
korekce, tak jak jsou napsany, jsou skutecné s koeficienty jedna. Misto toho mtzeme
snaze dat dohromady formalnéjsi dikaz matematickou indukci pfes pocet k jevu,
jejichz pravdépodobnosti s¢itame. Zkuste si prubézné porovnavat oba postupy, mélo
by to vést k vyjasnéni, co to znamena ,dokazat“ a co ,,porozumét®.

DUKAZ. Pro k = 1 tvrzeni zjevné plati a predpokladejme, Ze plati pro vSechny
pocty mnozin mensi nez pevné zvolené k > 1. Nyni si uvédomme, Ze pro libovolné
dva jevy plati P(B) = P(BN A) + P(B\ A). Podobné

P(AUB)=P(A)+ P(B\A)=P(A)+ P(B)— P(BNA).
Toto je ale tvrzeni nasi véty pro k = 2. Nyni mtzeme pracovat v induk¢énim kroku

na formuli s k£ + 1 jevy, kdyZ sjednoceni k jevii bereme jako A ve formuli vyse,
zatimco zbyvajici hraje roli B:

P(UfillAi) = P((U§:1Az‘) UAit1)

k
= Z:(—l)j+1 > PA, NN Aij)> + P(Aps1)

1Si1<"'<ij§k}

—P((AyU---UAp) N Agiq).

j=1

To uz pripomina formuli pro k + 1 sc¢itanych jevil, nicméné nam ve velké sumé chy-

bé&ji vsechny vyrazy obsahujici Ai11 a ¢len s pravdépodobnosti sou¢asného nastou-
+

peni vSech jevil. Zato nam vsak prebyva posledni ¢len. Tento ¢len vyrazu muzeme
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nahradit vyrazem
—P((A1NAgp1) U+ U (Ap N Agyr))

a pro tento vyraz opét pouzit indukéni predpoklad, tj. formuli ve vété. Zjevné tim
pravé pridame vsechny dosud chybéjici cleny. (I

1.26. Poznamka. Specialnim piipadem predchozi véty je situace, kdy vSechny ko-
necné podmnozniny zakladniho prostoru jsou jevy a vSechny elementarni jevy maji
stejnou pravdépodobnost. Ve formuli z predchozi véty pak vSechny pravdépodob-
nosti davaji pravé pocet prvka piislusnych podmnozin, az na spoleény faktor %,
kde n je pocet prvkil zakladniho prostoru. Pak mtzeme vyc¢ist nasledujici tvrzeni
pro obecnou kone¢nou mnozinu M a jeji podmnoziny A, ..., Ax. Budeme psat | M|
pro pocet prvkt mnoziny M, tj. pro mohutnost mnoziny M.

k
(E I YCIVHTEIVES N (S DI I P )]

1S7;1<'“<ij§k
Skuteens, | UE_, Ai| + [M\ (UX_,A)| = |M], tn.
|M\ (UL 40| = [M] — UL A))

a dosazenim z nasi véty dostavame pravé pozadované tvrzeni. Rika se mu princip
inkluze a exkluze.

Uvedme si piiklad, jak vypada vyuziti principu inkluze a exkluze:

1.27. Priklady.

1.27.1. Neporadna sekretaika Sckretdarka md rozeslat pét dopisi péti rizngm
lidem. Dopisy pro ruzné adresdaty vklada do obalek s adresami nahodné. Jaka je
pravdépodobnost, Ze alespon jeden clovek dostane dopis uréenyj pro néj?

Reseni. Spocitejme pravdépodobnost jevu opa¢ného, tedy toho, Ze ani jeden ¢lo-
vék neobdrzi spravny dopis. Stavovy prostor vsech moznych jevi odpovida vsem
moznym pofadim péti prvka (obalek). Ozna¢ime-li jak obalky tak dopisy ¢isly od
jedné do péti, tak vSechny piiznivé jevy (tedy zddny dopis nepfijde do obélky se
stejnym ¢islem) odpovidaji takovym porfadim péti prvkid, kdy i-ty prvek neni na
i-tém misté (¢ = 1,...,5), tzv. pofadim bez pevného bodu. Jejich pocet spocitame
pomoci principu inkluze a exkluze. Oznacime-li M; mnozinu permutaci s pevnym
bodem i (permutace v M; ale mohou mit i jiné pevné body), tak vysledny pocet d
permutaci bez pevného bodu je roven

d=5—|M;U---UDM;|

Pocet prvku praniku |[M;, N---NM;, |, k=1,...,5je (5—k)! (poradi prvki iy, ..., i
je pevné dano, ostatnich 5 — k prvki fadime libovolné). Podle principu inkluze a
exkluze je

5
MyU--UMs| =) ()R (,‘2)(5 —k)!

k=1
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a tedy pro hledany pocet d dostavame vztah

d 5! —25:(—1)’“1 (Z) (n —k)!

k=1

[$28

O

1.27.2. Kolika zpusoby lze rozestavit n shodnych vézi na sachovnici n x n tak, aby
bylo kazdé neobsazené pole ohrozovino nékterou z vézi?

ReSeni. Dan4 rozestaveni jsou sjednocenim dvou mnoZin: mnoziny rozestaveni,
kdy je alespoii v jednom fadku jedna véz (tedy v kazdém radku pravé jedna; tato
mnozina ma n" prvkld — v kazdém fadku vybereme nezavisle jedno pole pro véz)
a mnoziny rozestaveni, kdy je v kazdém sloupci alesponn (tedy pravé) jedna véz
(stejnou tivahou jako u prvni mnoziny mé tato mnozina rovnéz n™ prvki). Prinik
téchto mnozin pak mé n! prvkd (mista pro véze vybirdme postupné od prvniho
rfadku — tam mame n moznosti, ve druhém pak jiz pouze n — 1 moznosti — jeden
sloupec je jiz obsazen, ...). Podle principu inkluze a exkluze je pocet hledanych
rozestaveni:
2n™ —nl.

O

1.28. Nezavislé jevy. Uvazme libovolny pravdépodobnostni prostor (€2,.A4, P)
a v ném né&jaké jevy Aj,...,A. Rekneme, Ze tyto jevy jsou stochasticky nezd-
vislé (vzhledem k pravdépodobnosti P), jestlize pro libovolné z nich vybrané jevy
Aila“-aAiza 1 < €§ k plati
P(A;,n---NA;,)=P(A;)-...- P(4;,).
Zjevné je kazdy podsystém stochasticky nezavislych jevi opét stochasticky neza-
visly. Déle si pro dva stochasticky nezavislé jevy A, B spoctéme
P(AnB°)=P(A\B)=P(A)— P(ANB)=P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B°).

Odtud uz snadno dovodime, ze zaménou jednoho nebo vice stochasticky nezavislych
jevi za jejich opacné jevy obdrzime opét stochasticky nezavislé jevy.

Casto se hleda pravdépodobnost, Ze nastane alespori jeden ze stochasticky ne-

zavislych jevi, tzn. hleddme P(A; U --- U Ag). Mizeme pak pouzit elementdrni
vlastnosti mnozinovych operaci, tzv. de Morganova pravidla,

AU UA = (AT N---NA%)°
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a dostavame:
P(AyU---UA)=1—-PATN---NAT)=1—(1—P(A1))...(1 = P(A)).

1.29. Podminéna pravdépodobnost. Obvyklé je také kldst dotazy s dodatec-
nou podminkou. Napt. , jaka je pravdépodobnost, ze pfi hodu dvémi kostkami
padly dvé pétky, je-li soucet hodnot deset?“. Formalizovat takové potieby umime
nasledovné.

Necht H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v jevovém poli A v pravdépo-
dobnostnim prostoru (2, A, P). Podminénd pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A
vzhledem k hypotéze H je definovana vztahem

P(ANH)
P(H)
Jak je vidét pfimo z definice, hypotéza H a jev A jsou nezavislé tehdy a jen
tehdy, je-li P(A) = P(A|H). Pfimo z definice také vyplyva tzv. ,véta o nasobeni
pravdépodobnosti“ pro jevy Ay,..., Ay splijici P(A; N ---NAg) > 0:

P(A1N---NAg) = P(A)P(As]|Ay) - P(AglAi N - N Ap_q).

P(A|H) =

Skutecéné, dle predpokladu jsou i pravdépodobnosti vsech pruniki, které jsou brany
ve vyrazu za hypotézy, nenulové. Pokracenim citatelti a jmenovateld ziskdme i na-
pravo pravé pravdépodobnost jevu odpovidajiciho pruniku vSech uvazovanych jevi.

1.30. Priklady.

1.30.1. Jaka je pravdépodobnost toho, Ze pri hodu dvema kostkami padne soucet
7, vime-li, Ze ani na jedné z kostek nepadlo cislo 2.

Reseni. Ozna¢me jev, Ze ani na jedné kostce nepadne dvojka jako B, jev ,padne
soucet 7“ jako A. Mnozinu vSech moznych vysledkd budeme znacit opét jako €.
Pak

b . PANE) U6t AN B
W= "p@) ~ e = B

Cislo 7 miize padnout étyimi riiznymi zpiisoby, pokud nepadne dvojka, tedy |A N
B|=4,|B|=5-5=25, tedy

4
P(A|B) = —.
(A1B) = o
Vsimnéme si, ze P(A) = %, tedy jevy A a B nejsou stochasticky nezavislé. (|

1.31. Geometricka pravdépodobnost. V praktickych problémech se ¢asto se-
tkavame s daleko slozitéjsimi modely, kde zakladni prostor neni kone¢nou mnozinou.
Nemame momentalné k dispozici ani zédkladni nastroje pro dostatecné zobecnéni
pojmu pravdépodobnosti, nicméné muzeme uvést alespori jednoduchou ilustraci.

Uvazme rovinu R? dvojic realnych é&isel a v ni podmnozinu € se zndmym ob-
sahem vol ) (symbol ,vol* od anglického ,volume“, tj. obsah/objem). Pfikladem
miize slouzit tfeba jednotkovy ¢tverec. Nahodné jevy budou reprezentovany pod-
mnozinami A C Q za jevové pole A bereme systém podmnozin, u kterych umime
urcit jejich obsah. Tteba vSechna konecnéa sjednoceni trojihelniki. Nastoupeni nebo
nenastoupeni jevu je ddno vybérem bodu v €2, kterym se trefime nebo netrefime do
mnoziny reprezentujici jev A.
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Podobné jako u klasické pravdépodobnosti pak definujeme pravdépodobnostni

funkci P : A — R vztahem
vol A

vol Q'

Uvazme jako priklad problém, kdy ndhodné vyberem dvé hodnoty a < b v
intervalu (0,1) C R. VSechny hodnoty a i b jsou stejné pravdépodobné a otézka
zni ,jakd je pravdépodobnost, Ze interval (a,b) bude mit velikost alesponi jedna
polovina?“.

Odpovéd je docela jednoduché: volba éisel a, b je volbou libovolného bodu (a, b)
ve vnitiku trojuhelniku € s hrani¢nimi vrcholy [0, 0], [0, 1], [1, 1] (nacrtnéte si obra-
zek!). Potfebujeme znét plochu podmnoziny, kterd odpovidd bodtm s b > a+ %, tj.
vnitiku trojthelniku A ohrani¢eného vrcholy [0, 3], [0,1], [3,1]. Evidentné dosté-
vame P(A) = i. Zkuste si samostatné odpovédét na otazku ,,pro jakou pozadova-
nou minimélni délku intervalu (a, b) dostaneme pravdépodobnost jedna polovina?“.

Jednou z tcinnych vypocetnich metod ptibliznych hodnot je naopak simulace
znamé takovéto pravdépodobnosti pomoci relativni ¢etnosti nastoupeni vhodné zvo-
leného jevu. Napf. zndma formule pro obsah kruhu o daném poloméru fika, ze obsah
jednotkového kruhu je roven pravé konstanté m = 3,1415. .., kterd vyjadiuje pomeér
obsahu a ¢tverce poloméru. Pokud zvolime za €2 jednotkovy ¢tverec a za A prunik
Q a jednotkového kruhu se stfedem v pocatku, pak vol A = iw. Mame-li tedy
spolehlivy generator ndhodnych ¢isel mezi nulou a jedni¢kou a pocitame relativni
Cetnosti, jak ¢asto bude vzdalenost vygenerované dvojice (a,b) mensi nez jedna, tj.
Va? 4+ b? < 1, pak vysledek bude pii velkém poctu pokust s velikou jistotou dobie
aproximovat ¢islo %ﬂ'. Numerickym postupim zaloZenym na tomto principu se fika
metody Monte Carlo.

Obdobné udlohy na geometrickou pravdépodobnost lze bezezbytku formulovat
v R3 a obecnéji. Uvedme ale jesté radéji jednoduchy piiklad v roviné:

P(A) =

1.32. Priklady.

1.32.1. Dvoumetrova tyc je nahodne rozdelena na tri dily. Urcete pravdépodobnost,
ze alespon jeden dil bude nejvyse 20 cm dlouhy).

Reseni. Nahodné rozdéleni ty¢e na tii dily interpretujeme jako nahodny vybér
dvou bodu fezu. Pravdépodobnostni prostor je tedy ¢tverec o strané 2 m. Umistime-
li ¢tverec C' tak, aby dvé jeho strany lezely na kartézskych osach v roving, tak
podminka, ze alespon jeden dil mé byt nejvyse 20 cm dlouhy ndm vymezuje ve
¢tverci nasledujici oblast O:

O ={(z,y) € Cl(x <20) V (z 2 180) V (y < 20) V (y = 180) V (& — y|) < 20}.

Jak snadno nahlédneme, zaujima takto vymezena oblast O % obsahu ¢tverce. [

1.32.2. Mirek vyjede ndhodné mezi desdtou hodinou dopoledni a osmou hodinou
vecerni z Brna do Prahy. Marek vyjede ndhodné ve stejném intervalu z Prahy do
Brna. Obéma trvd cesta 2h. Jakd je pravdépodobnost, Ze se po cesté potkaji (jezdi
po stejné trase). Cesta trva obéma 2h.

Reseni. Prostor viech moznych jevi je ¢tverec 10 x 10, Mirek vyjizdéjici v case ,
potkd Marka vyjizdéjiciho v ¢ase y praveé kdyz |z —y| < 2. Tato nerovnost vymezuje
v daném ctverci oblast ,,pfiznivych jevi“. Obsah zbylé ¢asti spocitdme primo jed-
noduseji, nebof je sjednocenim dvou pravothlych rovnoramennych trojuhelnikt o
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odveésnach 8, tedy je roven 64, obsah ¢asti odpovidajici ,,pfiznivym jevam* je tedy
36, celkem je hledana pravdépodobnost

36 9

100 25

O

1.32.3. Mirek a Marek chodi na obédy do univerzitni menzy. Menza md otevieno

od 11h do 14h. KaZdy z nich stravi na obédé pil hodiny a dobu pFichodu (mezi

11h a 14h) si vybird ndhodné. Jakd je pravdépodobnost, Ze se na obédé v dany den
potkagi, seddvaji-li oba u stejného stolu?

Reseni. Prostor viech moznych jevii je ¢tverec 3 x 3. Oznaéime-li 2 dobu pFichodu
Mirka a y dobu pfichodu Marka, tak tito se potkaji pravé kdyz |« —y| < 1/2. Tato
nerovnost vymezuje ve ¢tverci moznych udalosti oblast, jejiz obsah je roven 11/38
obsahu ¢tverce. Tomuto zlomku je tedy rovna i hledana pravdépodobnost. O

1.32.4. Jednou denne nékdy mezi osmou hodinou ranni a osmou hodinnou vecerni
vyjizdi nahodné autobus z Kolocavy do UzZhorodu. Jednou denné ve stejném casovém
rozmezi jezdi jiny autobus ndhodné opacnym smérem. Cesta tam trvd pét hodin, zpét
téz pét hodin. Jaka je pravdépodobnost, Ze se autobusy potkaji, jezdi-li po stejné
trase?

ResSeni. Prostor viech moznych jevi je étverec 12 x 12, Oznaéime-li doby odjezdu
obou autobust z, resp. y, pak se tyto na trase potkaji pravé kdyz |z — y| < 5.
Tato nerovnost vymezuje v daném ¢tverci oblast ,priznivych jeva“. Obsah zbylé
¢asti spocitame primo jednoduseji, nebot je sjednocenim dvou pravothlych rovno-
ramennych trojihelnikti o odvésnach 7, tedy je roven 49, obsah ¢asti odpovidajici
,Priznivym jevam* je tedy 95, celkem je hledané pravdépodobnost

95
144"
([

1.32.5. Extreme games. Z Tésina vyjizdi vlaky co pal hodinu (smérem na Bo-
humin) a z tohoto sméru prijizdéji také kaZdé pil hodiny. Piedpoklddejme, Ze vlaky
se mezi témito dvéma stanicemi pohybuji rovnomérnou rychosti 72 km/h a jsou
dlouh€ 100metri, cesta trva 30min, vlaky se mijeji nékde na trase. Hazardeér Jarda
st vybere jeden z téchto vlaki a béhem cesty z Tésina do Bohumina nahodné vystréi
hlavu z okna na pét vterin nad kolejisté pro protejsi smér. Jaka je pravdépodobnost,
Ze mu bude uraZena? (predpokladdame, Ze jiné neZ zminéné vlaky na trati nejezdr)

Reseni. Vzijemna rychlost protijedoucich vlakii je 40m/s, protijedouci vlak mine
Jardovo okno za dvé a pil sekundy. Prostor vSech mpznosti je tedy tsecka (0, 1800s),
prostor ,pfiznivych® moznosti je tsecka délky 7,5 lezici nékde uvniti predchozi
usecky. Pravdépodobnost urazeni hlavy je tedy 7,5/1800. O

5. Geometrie v roviné

Na konci minulé kapitoly jsme intuitivné pouzivali elementarni pojmy z geome-
trie redlné roviny. Budeme ted podrobnéji zkoumat jak se vyporadavat s potiebou
popisovat ,,polohu v roviné“, resp. davat do souvislosti polohy rtiznych bodi roviny.
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1.33. Afinni rovina a vektorovy prostor R?. Zkusme si mnozinu 4 = R?
predstavit z pohledu pozorovatele, ktery sedi v nékterém pevné zvoleném misté
(miizeme mu fikat tfeba bod O = (29, o) € R?). Pfedpokladejme, 7e ji vnima jako
nekonecnou desku bez jakychkoliv zvolenych méfitek a popist a vi, co to znamena
posunout se v libovolném nasobku néjakého sméru. Casem takové roviné budeme
fikat ,afinni rovina“. Aby mohl vidét kolem sebe ,dvojice redlnych ¢isel“, musi si
vybrat néjaky bod Ej, kterému fekne ,bod [1,0]“ a jiny bod Fs, kterému zaéne
fikat ,bod [0,1]“. Do vSech ostatnich se pak dostane tak, ze poskoéi ,a—krat ve
sméru [1,0]“, pak ,b-krat ve sméru [0, 1]“ a takovému bodu bude fikat ,bod [a, b]“.
Pokud to bude délat obvyklym zpasobem, nebude vysledek zaviset na poradi, tzn.
mize také napred jit b—krat ve sméru [0, 1] a pak teprve v tom druhém.

To, co jsme popsali, se nazyva volba (afinniho) souiadného systému v roviné,
bod O je jeho poédtkem, posunuti Ey — O ztotoziiujeme s dvojici [1,0], podobné u
E5 a obecné kazdy bod P roviny je ztotoznén s dvojici ¢isel [a,b] = P — O.

Vsimnéme si, Ze zaroven volbou pevného poc¢atku O jsou ztotoznény jednotlivé
body P roviny se sméry posuvu v = P — O a ze vSechny takové posuvy umime
sklddat (budeme Fikat ,séitat“) a také jednotlivé sméry néasobit v poméru kazdého
redlného ¢isla (budeme fikat ,ndsobit skaldrem®). Takovéto operace s¢itani a né-
sobeni spliiuji hodné vlastnosti skaldrti, viz a zkuste si promyslet které.
Uvidime brzy, Ze se jedné o standarni pfiklad (dvourozmérného realného) vektoro-
vého prostoru. Budeme proto uz ted misto o smérech posuvu mluvit o vektorech a
od bodu je budeme rozliSovat tim, ze budou dany dvojicemi soufadnic v kulatych
zavorkach misto hranatych.

1.34. Primky v roviné. KdyZ se nas pozorovatel umi posouvat o libovolny na-
sobek pevného vektoru, pak také vi, co je to primka. Je to podmnozina p C A v
roviné takova, ze existuji bod O a vektor v takové, Ze

p={P€A; P-O=t-v, teR}
Popisme si P = P(t) € p ve zvolenych soufadnicich s volbou v = (a, §):

w(t) =zo+a-t, y(t)=yo+5-t.
Jednoduchym vypoétem dostaneme (vylouc¢ime ¢ z parametrického vyjadieni pro x
a y, kdyz pro urcitost predpokladame, ze tfeba « # 0)

—pBz + ay + (Bro — ayo) = 0.

To je obecna rovnice piimky
(1.23) ar + by =c,
se znamym vztahem dvojice éisel (a,b) a vektoru v = («, )
(1.24) ac + b3 = 0.

Vyraz nalevo v rovnici primky muZzeme vidét jako skalarni funkci F'
zéavislou na bodech v roviné a s hodnotami v R, samu rovnici pak jako pozadavek
na jeji hodnotu. Casem uvidime, Ze vektor (a,b) je v tomto pripadé pravé smérem,
ve kterém F' nejrychleji roste. Proto bude smér kolmy na (a,b) pravé tim smérem,
ve kterém zlstava nasSe funkce F' konstantni. Konstanta ¢ pak urcuje, pro které
body bude tato konstanta nula.
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Me¢jme dvé pfimky p a ¢ a ptejme se po jejich priniku p N g. Ten bude popsan
jako bod, splriujici obé rovnice pfimek naraz. Pisme je takto
ar+by=r
(1.25)
cx +dy =s.
Opét mizeme levou stranu vnimat jako prifazeni, které kazdé dvojici soutradnic
[(P),y(P)] bodi v roviné pfifadi vektor hodnot dvou skaldrnich funkci F; a Fy
danych levymi stranami jednotlivych rovnic . Miuzeme tedy naSe rovnice na-
psat jako jediny vztah F(v) = w, kde F je pfifazeni, které vektor v popisujici
polohu obecného bodu v roviné (v nasich soufadnicich) zobrazi na vektor zadany
levou stranou rovnic, a pozadujeme, aby se toto zobrazeni strefilo do predem zada-
ného vektoru w = (r, ).

1.35. Linearni zobrazeni a matice. Pfifazeni F', se kterym jsme pracovali pfi
popisu priniku pfimek, zjevné respektuje operace sc¢itdni a nasobeni s vektory a
skalary:
Fla-v+b-w)=a-F@)+b-F(w)

pro viechny a,b € R, v,w € R2. Rikdme, 7e F je linedrni zobrazeni z R? do R?, a
piseme F : R? — R2. Obdobné, v rovnici pro primku §lo o linearni zobrazeni
F :R? — R a jeho pfedepsanou hodnotu c.

Strucéné budeme zapisovat takova zobrazeni pomoci matic a jejich nasobeni,

které definujeme takto:
a b x
A= 0)o-()

_fa b z\ _ f(ax+by
ae=(a) ()= (E00)

Podobné, miizeme misto vektoru v zprava nasobit jinou matici B stejného rozméru
jako je A. Prosté aplikujeme piedchozi formule po jednotlivych sloupcich matice B
a obrdrzime jako vysledek opét matice. Snadno ovéfime tzv. asociativitu nasobeni
(zkuste propocitat!):

(A-B)-v=A-(B-v).

Stejné snadno je vidét i distributivita A - (B + C) = A- B+ A - C, neplati v8ak
komutativita a existuji ,délitelé nuly“. Napf.

EOEY-ED CICICY

Body v roviné jsou tedy obecné vzory hodnot linearnich zobrazeni F' roviny do
roviny, pfimky jsou obecné vzory hodnot linedrnich zobrazeni z roviny do redlné
pfimky R. Samoziejmé, ve zvlastnich situacich tomu tak byt nemusi. Tak tieba
prinikem dvou stejnych piimek je opét sama piimka (a vzorem vhodné hodnoty
pro takové linedrni zobrazeni bude celd pfimka), nulové zobrazeni mé za vzor nuly
celou rovinu. V prvém pifipadé€ to pozndme pomoci vztahu

(1.26) ad —bc=0

tj. vyjadfeni, kdy jsou nalevo v rovnicich (|1.25) stejné vyrazy az na skaldrni né-
sobek. V takovém piipadé bud nebude v priniku Zadny bod (rovnobézné rtizné
pfimky) nebo tam budou vSechny body pfimky (stejné piimky). Ovéite!
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Vyrazu nalevo v (1.26]) fikdme determinant matice A a piSeme pro néj det A =
ad — be, pripadné
a b
det A = e d

Jestlize k vysledku lineadrniho zobrazeni jesté dovolime pficist pevny vektor
T = («(T),y(T)), tj. nase zobrazeni bude

[z . ~ (ax +by+x(T)
U(?J)HA U+T<cx+dy+y(T) ’

= ad — be.

mame popsana pravé vSechna tzv. afinni zobrazeni roviny do sebe. Znamymi pii-
klady jsou vsechny afinni podobnosti. Linearni zobrazeni pak odpovidaji tém afin-
nim zobrazenim, které zachovavaji pevny bod O.

Co se stane, kdyz nas pozorovatel z odstavce [I.33] bude tutéz rovinu shlizet
z jiného bodu nebo si asponn vybere jiné body FEy, Es? Zkuste si promyslet, Ze
na urovni soufadnic to bude pravé zména realizovand pomoci afinniho zobrazeni.
Casem budeme vidét obecné diivody, pro¢ tomu tak je ve vsech dimenzich.

1.36. Euklidovska rovina. Pfidejme nyni schopnost naseho pozorovatele vidét
vzdélenosti. Okamzité pak muzeme definovat pojmy jako jsou tihel a otoceni v
roviné.

Jednoduse si to miizeme predstavit takto: rozhodne se o néjakych bodech F; a
Fs, ze jsou od néj ve vzdalenosti jedna, a zaroven si fekne, Ze jsou na sebe kolmé.
Vzdélenosti ve smérech souradnych os pak jsou dany pfisluSnym pomérem, obecné
pouziva Euklidovu vétu. Odtud vyjde znamy vzorec pro velikost vektoru v = (a, b)

Joll = /a2 + 52,

Jing mozny postup by byl, kdyby pozorovatel vysel z pojmu vzdalenost (a védél
co znamend ,kolmy“ tfeba diky Euklidové véts), zvolil prvni z vektord velikosti
jedna, zvolil si orientaci (tfeba proti sméru hodinovych rucic¢ek) a vybral jednotkovy
kolmy smér (jednozna¢né uréi z pozadavku platnosti Euklidovy véty tfeba pomoci
pravotuhlého trojihelniku se stranami o velikostech 3, 4 a 5).

Uhel ¢ dvou vektorti v, w v roviné pak zpravidla popisujeme s vyuzitim tzv.
goniometrické funkce cos ¢. Pouzivany vzorec pro funkci cos je ddn hodnotou realné
prvni soufadnice jednotkového vektoru, jehoz thel s vektorem (1,0) je ¢. Zjevné
je pak druhé souradnice takového vektoru dana realnou hodnotou 0 < singp <1
splitujici (cos ¢)? + (sinp)? = 1.

Obecné pak pro dva vektory v a w miizeme jejich tthel popsat pomoci souradnic
v = (@(v), y(v)), w = (2(w), y(w)) takto:

z(v) - z(w) + y(v) - y(w)
[[ol] - [lwll

cosp =

Dobrym prikladem linedrniho zobrazeni, které zachovava velikosti, je rotace o
pfedem dany thel 9. Je dano formuli s matici Ry:

A _ [cos® —siny x
U_(y>HR¢'U_(Sin1/J cosd)>'(y>'

Specielné, aplikaci na jednotkovy vektor (1,0) dostavame skuteéné pravé ocekdvany
vysledek (cos ), sin ).
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Pokud bychom chtéli zapsat rotaci kolem jiného bodu P = O + w, snadno
napiseme formuli pomoci translaci:

(y> =v—v—w— Ry (v—w)
<coszb(fv — w(w)) — sin gy — y(w)) + x(w))
sintp(z — z(w)) + cosP(y — y(w)) +y(w) )

Dalsim prikladem je tzv. zrcadlent vzhledem k primce. Opét nam bude stacit
popsat zrcadleni vzhledem k pfimkam prochazejicim poc¢atkem O a ostatni se z nich
odvodi pomoci translaci. Hledejme tedy matici Z, zrcadleni vzhledem k piimce s
jednotkovym smérovym vektorem v svirajicim tihel ¢ s vektorem (1,0). Napf.

1 0
=6 5)

a obecné muZeme psiat (oto¢ime do ,nulové* polohy, odzrcadlime a vratime zpét)

Zy =Ry Zo-R_y.

=Ry (v—w)+w=

Mizeme proto (diky asociativité nasobeni matic) spocist:
R, — (€08 Y —sing) (1 0 [ cosyp sing
v~ \sing  cost 0 -1 —sinty  cos
_ (cosyp —sintp) [ cosyp  siny
~ \siny  cost —sinty cos
~ (cos®tp — sin? 1) 2 sin ) cos ~ (cos2y  sin2y
T\ 2sintpcosyy  —(cos?tp —sin®ep) )  \sin2y —cos2i) "
Povsimnéme si také, ze
7 g _ (cos 2¢p  sin2¢ \ (1 0 _ (cos2¢Y —sin2y
VAT \sin2y)  — cos 29 0 —1) \sin2¢p cos2y J°
To lze zformulovat jako

Tvrzeni. Otoceni o thel v obdrzime ndslednym provedenim dvou zrcadleni vzhle-
dem ke smérum, které spolu sviragi uhel %1/),

Pokud umime oduvodnit pfedchozi tvrzeni ryze geometrickou tivahou (zkuste),
dokézali jsme pravé standardni formule pro goniometrické funkce dvojnasobného
ahlu.

Hlubsi je nasledujici rekapitulace predchozich tivah:
1.37. Véta. Linedrni zobrazeni euklidovské roviny je sloZeno ze zrcadleni prdve,

kdyz je dano matici R splnugjici

R(Z Z) ab+cd=0, a>+F=b+d*>=1.

To nastane pravé, kdyz toto zobrazeni zachovdvd velikosti. Otocenim je pritom prdvé
tehdy, kdyz je determinant matice R roven jedné, coZ odpovidd sudému poctu zrca-
dleni. Pri lichém poctu zdrcadlent je determinant roven —1.

Promyslete si podrobnéji uplny dikaz. Na tabuli vypadal jeho naznak takto:
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1.38. Obsah trojuhelnika. Zavérem naseho malého vyletu do geometrie se za-
méfme na pojem obsah. Trojuhelnik je vymezen dvojici vektori v a w, které pfi-
lozeny do pocatku O zadaji zbylé dva vrcholy. Chtéli bychom tedy najit formuli
(skalarni funkci vol), kterd dvéma vektorim pfifadi éislo rovné obsahu vol A(v, w)
takto definovaného trojihelniku A(v,w).

Ze zadani je vidét, ze by mélo platit (nakreslete si a uvazujte plochu jako souéin
zékladny krat vysky podélené dvéma — vyska souctu bude jisté souctem vysek...)

vol A(v + v, w) = vol A(v, w) + vol A(v', w)
vol A(av, w) = avol A(v, w)

a pfridejme pozadavek
vol A(v,w) = — vol A(w, v),

ktery odpovida predstave, ze opatfime plochu znaménkem podle toho, v jakém
poradi bereme vektory.
Pokud vektory v a w napiSeme do sloupct matice A, pak

A= (v,w)—det A

spliiuje vSechny t¥i nase pozadavky. Kolik takovych zobrazeni ale muze byt? Kazdy
vektor umime vyjidfit pomoci dvou soufadnych vektordt v = (1,0) a w = (0,1) a
evidentné tedy kazdd moZnost pro vol A je jednozna¢né uréena uz vycislenim na
této jediné dvojici argumentt (v,w). Jsou si tedy vSechny moznosti rovny az na
skalarni nasobek. Ten umime urcit pozadavkem

vol A((1,0),(1,0)) = %

vy

tj. volime orientaci a méritko.
Vidime tedy, ze determinant zadava plochu rovnobéznosténu uréeného sloupci
matice A (a plocha trojuhelniku je tedy poloviéni).

1.29
1.39. Viditelnost v roviné. Predchozi popis hodnot pro orientovany objem nam

dava do rukou elegantni nastroj pro urcovani viditelnosti orientovanych tsecek.
Orientovanou tiseckou rozumime dva body v roviné R? s uréenim pofadim. Miizeme
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si ji predstavovat jako sipku od prvého k druhému bodu. Takova orientovana tisecka
nam rozdéluje rovinu na dvé poloroviny, fikejme jim ,levou“ a ,pravou“.

Jestlize uvazujeme obvyklou orientaci ,proti sméru hodinovych rucic¢ek“ pro
hranici mnohothelniku, pak pozorovatel nalevo od orientované tsecky (tj. uvnitf
takového mnohothelnika) tuto vidi a naopak pozorovatel napravo ji nevidi. M4 tedy
smysl ptat se, jestli je orientovand tisecka [A, B] v roviné viditelnd z bodu C.

Spoctéme orientovanou plochu ptislugného trojihelniku zadaného vektory A—C
a B—C. Pokud jsme s bodem C' nalevo od tsecky, pak pfi nasi orientaci bude vektor
A—C dfive nez ten druhy a proto vyslednd plocha (tj. hodnota determinantu) bude
kladna. To odpovida situaci, kdy usecku vidime. Naopak, pfi opa¢né poloze bude
vysledkem zaporna hodnota determinantu a podle zjistime, Ze Gsecku nevidime.

Uvedeny jednoduchy postup je ¢asto vyuzivan pro testovani polohy pfi stan-
dardnich ulohach v 2D grafice.

Zévérem této ¢asti si uvedme nékolik standardnich piikladi:

1.40. Priklady.

1.40.1. Je ddna primka
p: [2,0] +(3,2).
Urcete jeji obecnou rovnici a naleznéte prunik s primkou

q: [-1,2] +s(1,3).

Reseni. Soufadnice bodii na pfimce jsou dany dle daného parametrického zadani
jako x = 24+ 3t a y = 0 4 2¢. Vyloucenim parametru ¢ ze soustavy téchto dvou
rovnic dostavame obecnou rovnici primky p:

20 -3y —4=0.
Prinik s pfimkou ¢ ziskdme dosazenim parametrického vyjadieni bodd na tsecce
q, tedy x = —1+4 s a y = 2 + 3s do obecné rovnice ptimky p:
2(—=1+s5)—3(243s) —4 =0,

odkud s = —12/7 a dosazenim do parametrického vyjadieni tisecky ¢ dostavame
soutradnice prusec¢iku P:

d

1.40.2. Uvazujme rovinu R? se standardni soustavou souradnic. Z pocdtku [0, 0]
je vysldn laserovy paprsek ve sméru (3,1). Dopadne na zrcadlovou primku p danou
parametricky jako

p: 4,3 +t(—2,1),
a poté se odrazi (thel dopadu je shodny s ihlem odrazu). V jakém bodé dopadne
odrazeny paprsek na primku q, danou parametricky jako

q: [7,—10] +t(—1,6)?

Reseni. Smér paprsku svira s piimkou p thel 45°, odrazeny paprsek tedy bude
kolmy na dopadajici, jeho smérovy vektor bude (1, —3) (pozor na orientaci!; dany
smérovy vektor mizeme téz ziskat naptiklad zrcadlenim podle kolmého vektoru k
pfimce p). Paprsek dopadne v bodé [6, 2], odraZzeny paprsek tedy bude mit rovnici

[6,2] + t(1,—3), ¢t > 0.
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Primnik pfimky dané odraZenym paprskem s pfimkou ¢ je bod [4, 8], coZ je mimo
polopfimky dané odrazenym paprskem (¢t = —2). Odrazeny paprsek tedy pfimku ¢
neprotne. O

1.40.3. Z bodu [—2,0] vyrazila v pravé poledne konstantni rychlosti 1ms~t ve sméru
(3,2) usecka délky 1. Rovnéz v poledne vyrazila z bodu [5, —2] druhd dsecka délky 1
ve sméru (—1,1), ovsem dvojndsobnou rychlosti. Srazi se?

Reseni. P¥imky, po kterjch se pohybuji dané tisecky, miizeme popsat parametric-
kym vyjadienim:
p - [_230] —|—T’(3,2)
qg : [5,=2]+s(-1,1),
Obecna rovnice primky p je
2z — 3y +4=0.
Dosazenim parametrického vyjadfeni piimky ¢ ziskdme prisecik P = [1,2].

Nyni se snazme zvolit jediny parametr ¢ pro obé usecky tak, aby nam odpo-
vidajici bod na pfimkéach p, resp. ¢, popisoval polohu pocatku prvni, resp. druhé,
usecky v ¢ase t. V ¢ase 0 je prvni v bodé [—2,0], druhd v bodé [5, —2]. Za ¢as ¢
sekund urazi prvni ¢ jednotek délky ve sméru (3,2) druhé pak 2t jednotek délky ve
sméru (—1,1). Odpovidajici parametrizace jsou tedy

(1.27) b [f2,0]+\/%(3,2)
(1.28) g : [5,-2]+V2t(-1,1),
(1.29)

Pocéatek prvni tsecky dorazi do bodu [1,2] v ¢ase t; = v/13s, pocatek druhé tsecky
v Case t = 2v/2s, tedy vice nez o pul vtefiny diive a tedy v dobé, kdy dorazi
do priseciku P pocatek prvni tsecky, bude jiz druhé tsecka pry¢ a tisecky se tak
nesrazi. (I

1.40.4. Viditelnost stran trojuhelnika. Je ddn trojuhelnik s vrcholy [5, 6], [7,8],
[5,8]. Urcete, které jeho strany je vidét z bodu [0, 1].

Reseni. Uspofadame vrcholy v kladném smyslu, tedy proti sméru hodinovyjch ru-
¢icek: [5,6], [7,8], [5,8]. Pomoci pfislusnych determinanti uréime, je-li bod [0, 1]
,halevo“ ¢i ,napravo® od jednotlivych stran trojuhelnika uvazovanych jako orien-
tované usecky,

75 5 5 5 7
7T 7 5 5 7

Z nulovosti posledniho determinantu vidime, ze body [0,1], [5,6] a [7,8] lezi na
piimce, stranu [5,6][7,8] tedy nevidime. Stranu danou vrcholy [5,8] a [7,8] pak
narozdil od strany [5, 6][5, 8] nevidime. O

1.40.5. Urcete, které strany ctyiuhelnika s vrcholy [95,99], [130, 106], [40, 60], [130, 120].
Jjsou viditelné z bodu [2,0].

>0

<o |2 ]]=o

Reseni. Nejprve je tfeba uréit strany ¢tyitihelnika (,spravné“ poradi vrcholi):
[95,99][40, 60][130, 106][130, 120]. Po spocitani p¥islusnych determinantt (viz pred-
naska) zjistime, ze jsou vidét pouze strana [40, 60][130, 106]. O
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1.40.6. Rovinny fotbalista vystreli mi¢ z bodu F = [1,0] ve sméru (3,4) na brdnu
(isecku) ohranicenou body A = [23,36] a B = [26, 30]. Sméruje mic¢ do brdany?

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze se situace odehrava v prvnim kvadrantu, staci uva-
zovat smérnice vektori (F'A), (3,4), (FB). Tvoii-li (v tomto pofadi) bud rostouct,
nebo klesajici posloupnost, mi¢ sméfuje na branu. Tato posloupnost je 36/22, 4/3,

30/25, coz je klesajici posloupnost, mi¢ tedy sméfuje do brany. 0

1.40.7. Uréete obsah ctyrihelnika ABCD s vrcholy A = [1,0], B = [11,13], C' =
2,5] a D = [~2, 5.

Reseni. Rozdélime na dva trojihelniky ABC a ACD. Jejich obsahy pak spocitame
pomoci patficnych determinantt, viz [1.38
1]1 5’ 1‘1 5‘47

S=3500 13 T3]3 5~

O

1.40.8. Bud ddn pravidelny Sestiihelnik ABCDEF (vrcholy jsou oznaceny v klad-
ném smyslu) se stiedem v bodé [1,0] a vrcholem A = [0, 2] Urdete soufadnice vrcholu

C.

ResSeni. Soutfadnice vrcholu C' ziskdme otodenim bodu A okolo stiedu S Sestitithel-
nika o 120° v kladném smyslu:

cos(120°) —sin(120°)
¢ = <sin(120°) Cos(120°))(0_5)+52

1 _B\ /_
- (ﬁ §><21>+[1,0}[2\/§,1\f].

O

1.40.9. Bud ddn rovnostranny trojihelnik s vrcholy [1,0] a [0, 1] lezici cely v prunim
kvadrantu. Urcete soutadnice jeho tretiho vrcholu.

Reseni. [+ @, i+ ?] (ota¢ime o 60° bod [1, 0] kolem [0, 1] v kladném smyslu).
(]

1.40.10. Napiste soutadnice vrcholi trojuhelnika, ktery vznikne otocenim rovno-
stranného trojihelnika jehoz dva vrcholy jsou [1,1] a [2,3] (tFeti pak v poloroviné
dané primkou [1,1][2, 3] a bodem [0,0]) 0 60° v kladném smyslu kolem bodu [0, 0].

Reseni. Tfeti vrchol trojihelnika dostaneme napf. otocenim o 60° jednoho z vr-
cholii kolem druhého (ve spravném smyslu). [—3v/3,v/3 — 3], [3 — 33, 3V3+ 1)),
[1 - %\/gv \/g + %} U

1.40.11. Urcete obsah trojuhelnika Ay AzA11, kde AgAy ... A11 jsou vrcholy pravi-
delného dvandctivhelnika vepsaného do kruznice o poloméru 1.

Reseni. Vrcholy dvanactithelnika mtizeme ztotoznit s dvanactymi odmocninami
z Cisla 1 v komplexni roviné. Zvolime-li navic Ag = 1, pak muZeme psat A, =
cos(2km/12) + isin(2km/12). Pro vrcholy zkoumaného trojihelnika mame: Ay =
cos(m/3) + isin(n/3) = 1/2 + iV/3/2, A3 = cos(n/2) + isin(r/2) = i, A;; =
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cos(—m/6) + isin(—m/6) = \/3/2 — i/2. Podle vzorce pro obsah trojthelnika je
potom hledany obsah S roven

V3 1, V3
2 2t

_3-43
)

O

1.40.12. 4. Uréete odchylku (nebo jeji cosinus) uhlopiicek AzAr a AsAio pravi-
delného dvandctithelnika
AgA1 A Az Ay As Ag A7 Ag Ag A1p A1y

Reseni. Odchylka nezavisi na velikosti daného dvanéctitihelnika. Volme dvanac-
titthelnik vepsany do kruznice o poloméru 1. Jako v predchozim ptikladé urcime

souradnice jeho vrcholu a podle vzorce snadno dopocitame, odchylka je 75°, cos =
1

2v/24+v3

Ulohu lze fesit ¢isté metodami syntetické geometrie: oznaéime jesté S stfed dva-
néctithelnika a T priseéik thlopiicek Az A7 a A5A1p. Nyni |£A7A5A19] = 45° (ob-
vodovy thel pFislusny stfedovému thlu A75 A4, ktery je pravy), dale |£A; A7 As| =
30° (obvodovy thel pislusny stfedovému thlu A5SAs, jehoz velikost je 60°). Ve-
likost thlu AsT A7 je pak dopnkem vyse zminénych thli do 180°, tedy je rovna
105°. Hledana odchylka je tedy 75°. O

1.40.13. Najdéte matice A takove, Ze
ﬁ)
2
R
2

-

Ndmét na premysleni: jaké geometrické zobrazeni v roviné zaddvd matice A??
Reseni. A2 je matice rotace o 60°, takze

V3
A=+|2 ,

tedy matice rotace o 30°, resp. 210°. 0
K dalsimu procviceni nejen geometrickych tivah mohou poslouzit nasledujici
priklady:

1.41. Priklady.

[\~ N[ =
[Ste

N
o
W=

1.41.1. KruZnice délici rovinu. Na kolik mazimadlné cdsti deli rovinu k kruznic?

ResSeni. Pro maximalni pocet py oblasti, na které déli rovinu kruznice odvodime
rekurentni vzorec
Pr+1 = pr + 2k
(k 4+ 1). kruznice totiz protind k pfedchozich maximalné v 2k pruseéicich (a tato
situace skuteéné muiize nastat). Navic zfejmé p; = 1. Pro pocet py tedy dostavame
k-1
pr=Pro1+2(k—1) = py +2(k—2) +2(k—1) = =p + Y _ 20 =2+ (k- k.
i=1

O

1.41.2. Na kolik mazximdlné casti deéli trojrozmérny prostor n kouli?
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Reseni. Maximalni poéet y,, ¢asti, na které rozdéli n kruznic rovinu je v, = yn_1+
2(n — 1), y1 =2, tedy y,, =n? —n + 2.
Pro maximéalni pocet p, C¢asti, na které potom rozdéli n kouli prostor pak

_n

dostavame rekurentni vztah p, 11 = pp+yn, p1 = 2, tedy celkem p,, = % (n*—3n+8).
([

1.41.3. Na kolik casti déli prostor n navzdjem riznych rovin, které vsechny prochdzi
jednim dangym bodem?
Reseni. Pro hledany pocet z,, odvodime rekurentni formuli
Ty = Tp_1 +2(n—1),
dale x; = 2, tedy
Tp =n(n—1)+2.
O

1.41.4. Rovnobéznikova rovnost. DokaZme jako ilustraci nasich nastroji tzv.
,rovnobéznikovou rovnost*: Jsou—li u,v € R?, pak:

2([[ull® + vl1?) = llu+ 0] + lu — ],
Neboli soucet druhgych mocnin délek uhlopricek rovnobéznika je roven dvojndsobku
souctu druhiych mocnin délek jeho stran.
Reseni. Obdrzime napiiklad rozepsanim obou stran do soufadnic: u = (uy,uz),
v = (v1,v2). Pak
2([lul® + [lo]*)

2(uf +uj + vf + v3)

= u% + 2uivy + vf + u% + 2uovy + v% + uf — 2uqv1 +
v? + ud — 2upvy + v3

= (w1 +v1)* + (uz +v2)? + (g — v1)? + (ug — v2)?

= a0l + flu— o2

1.42. Konstrukce lichouhelnika.
1.42.1. Sestrojte (2n + 1)-uhelnik, jsou-li ddny vsechny stredy jeho stran.

Reseni. K feseni vyuzijeme toho, Ze slozenim lichého poctu stfedovych soumér-
nosti je opét sttedova soumérnost (viz domdci tloha) Oznac¢ime-li vrcholy hleda-
ného (2n + 1)-thelnika po fadé Ay, As, ..., As,11 a stiedy stran (od stiedu A As)
postupné Sy, So,...S59,+1, tak provedeme-li stfedové soumérnosti po fadé podle
téchto stredi, tak bod A; je zjevné pevnym bodem vysledné stfedové symetrie,
tedy jejim stfedem. K jeho nalezeni tedy staci provést uvedenou stiedovou sou-
mérnost s libovolnym bodem X roviny. Bod A; lezi pak ve stfedu usecky X X',
kde X’ je obrazem bodu X ve zminéné stfedové symetrii. Dalsi vrcholy ziskdme
zobrazovanim bodu A; ve stfedovych soumérnostech podle Si, ..., S2,41. O

6. Relace a zobrazeni

V této zavérecné ¢asti uvodni motivacni kapitoly se vratime k formalnimu po-
pisu matematickych struktur, budeme se je ale pribézné snazit ilustrovat na jiz
znamych prikladech. Zaroven mizeme tuto ¢ast brat jako cviceni ve formalnim
pristupu k objektiim a konceptiim matematiky.



6. RELACE A ZOBRAZENI{ 39

1.43. Relace mezi mnozinami. Bindrni relaci mezi mnozinami A a B rozumime
podmnozinu R kartézského soudinu A x B. Casto piSeme a ~p b pro vyjadieni
skutecnosti, ze (a,b) € R, tj. ze body a € A a b € B jsou v relaci R. Definiénim
oborem relace je podmnozina

DcA, D={acA;3be B,(a,b) € R}.
Podobné oborem hodnot relace je podmnozina
IcB, I={beB;JacA/lab) € R}

Specidlnim pfipadem relace mezi mnozinami je zobrazent z mnoziny A do mno-
ziny B. Je to pripad, kdy pro kazdy prvek defini¢niho oboru relace existuje pravé
jeden prvek z oboru hodnot, ktery je s nim v relaci. NAm znadmym ptipadem zobra-
zeni jsou vSechny skalarni funkce, kde oborem hodnot zobrazeni je mnozina skalart,
tfeba celych nebo realnych ¢isel. Pro zobrazeni zpravidla pouzivame znaceni, které
jsme také u skalarnich funci zavedli. PiSeme

f:DCA—TICB,f(a)=0b
pro vyjadfeni skutenosti, ze (a,b) patii do relace, a fikdme, ze b je hodnotou
zobrazeni f v bodé a. Déale rikame, ze f je
e zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, jestlize je D = A,
e zobrazeni mnoziny A na mnozinu B, jestlize je D = A a I = B, Casto také
surjektivni zobrazent
o injektivni zobrazent, jestlize je D = A a pro kazdé b € [ existuje pravé jeden
vzor a € A, f(a) =b.

Vyjadreni zobrazeni f : A — B jakozto relace
fcAxB, [f={(a f(a));ac A}
zname také pod nazvem graf zobrazeni f.

1.44. Skladani relaci a funkci. U zobrazeni je jasna koncepce, jak se skladaji.
Maéame-li zobrazeni f: A — B a g: B — C, pak jejich sloZeni g o f je definovano

(g0 f)(a) =g(f(a)).
Ve znaceni pouzivaném pro relace totéz mtizeme zapsat jako
fcAxB, [f={(a f(a));ac A}
gC BxC, g={(bg(b));be B}
gofCAxC, gof=A{(ag(f(a)));ac A}.

Zcela obdobné definujeme sklddani relaci, v pfedchozich vztazich jen doplnime
existenéni kvantifikatory, tj. musime uvazovat vSechny ,vzory“ a vSechny ,o0b-
razy“.Uvazme relace R C A x B, S C B x C. Potom

SoRCAxC, SoR={(a,c);3be B,(a,b) € R,(b,c) € S}
Zvlastnim pripadem relace je identické zobrazeni
ida ={(a,a) € Ax A;a € A}

na mnoziné A. Je neutralni vzhledem ke sklddéni s kazdou relaci s definié¢nim obo-
rem nebo oborem hodnot A.
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Pro kazdou relaci R C A x B definujeme inverzni relaci
R ={(b,a); (a,b) € R} C B x A.

Pozor, u zobrazeni, je stejny pojem uzivan ve specifi¢téjsi situaci. Samoziejmé, ze
existuje pro kazdé zobrazeni jeho invezni relace, ta vSak nemusi byt zobrazenim.
Zcela logicky proto hovorime o existenci inverzniho zobrazeni, pokud kazdy prvek
b € B je obrazem pro pravé jeden vzor v A. V takovém piipadé je samoziejmé
inverzni zobrazeni pravé inverzni relaci.

Vsimnéme si, Ze slozenim zobrazeni a jeho inverzniho zobrazeni (pokud obé
existuji) vZdy vznikne identické obrazeni, u obecnych relaci tomu tak byt nemusi.

1.45. Relace na mnoziné. V piipadé A = B hovoiime o relaci na mnoziné A.
Rikdme, 7e R je:
o reflexivni, pokud id4 C R (tj. (a,a) € R pro vSechny a € A),
o symetrickd, pokud R~! = R (tj. pokud (a,b) € R, pak i (b,a) € R),
e antisymetrickd, pokud R~'NR C id4 (tj. pokud (a,b) € R a zaroven (b,a) € R,
pak a =),
o tranzitivni, pokud Ro R C R, tj. pokud z (a,b) € R a (b,c¢) € R vyplyva i

(a,c) € R.

Relace se nazyva ekvivalence, pokud je soucasné reflexivni, symetricka i tranzitivni.
Relace se nazyva uspordddni jestlize je reflexivni, tranzitivni a antisymetricka.

Dobrym piikladem uspofadani je inkluze. Uvazme mnozinu 24 vSech podmno-
7in koneéné mnoziny A (znaceni je specialnim piipadem obvyklé notace B4 pro
mnozinu vSech zobrazeni A — B) a na ni relaci X C Z danou vlastnosti ,byt
podmnozinou“. Evidentné jsou splnény vSechny tfi vlastnosti pro usporadani: sku-
tecneé, je-li X C Y a zaroven Y C X musi byt nutné mnoziny X a Y stejné. Je-li
X CY C Zjetaké X C Z a také reflexivita je zfejma.

Rikéme, Ze uspofadani je upiné, kdyz pro kazdé dva prvky plati ze jsou srov-
natelné, tj. bud a < b nebo b < a. VSimnéme si, ze ne vSechny dvojice (X,Y)
podmnozin v A jsou srovnatelné v tomto smyslu. Pfesnéji, pokud je v A vice nez
jeden prvek, existuji podmnoziny X a Y, kdy neni ani X C Y ani Y C X.

Pfipomerime rekurentni definici pfirozenych éisel N = {0,1,2,3,...}, kde

0=0, n+1={0,1,2,...,n}.
Definujeme relaci m < n pravé, kdyz m € n. Evidentné jde o tplné tsporadani.

Napft. 2 < 4, protoze

2= {(Z)a {(Z)}} C {@7 {Q]}a {(Z)a {(Z)}}v {Q)v {Q}’ {(2)7 {0}}}} =4.

Jinak fefeno, samotnd rekurentni definice zadava vztah n < n-+1 a tranzitivné pak
n < k pro vSechna k, ktera jsou timto postupem definovana pozdéji.

1.46. Rozklad podle ekvivalence. Kazda ekvivalence R na mnoziné A zadava
zéroven rozklad mnoziny A na podmnoziny vzajemné ekvivalentnich prvki, tzv.
tridy ekvivalance. Klademe pro libovolné a € A

R, ={b € A;(a,b) € A}
Casto budeme pséat pro R, prosté [a], je-li z kontextu ziejmé, o kterou ekvivalenci
jde.
Zjevné R, = R, pravé, kdyz (a,b) € R a kazda takovd podmnozina je tedy
reprezentovana kterymkoliv svym prvkem, tzv. reprezentantem. Zaroven R, N Ry, #
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() prave, kdyz R, = Ry, tj. tiidy ekvivalence jsou po dvou disjunktni. Konec¢né,
A = UgeaRg, tj. celd mnozina A se sukteéné rozlozi na jednotlivé tiidy.

Mizeme také tiidam rozkladu rozumét tak, ze t¥idu [a] vaimame jako prvek a
»az na ekvivalenci®.

1.47. Priklad — konstrukce celych a racionalnich éisel. Na pfirozenych ¢is-
lech umime sice s¢itat a vime, Ze pfictenim nuly se ¢islo nezméni. Umime i definovat
odecitani, pfi ném ale jen nékdy existuje vysledek.

Zakladni ideou konstrukce celych ¢isel z prirozenych je tedy pridat k nim chy-
béjici rozdily. To miizeme udélat tak, ze misto vysledku odecitani budeme pracovat
s usporaddanymi dvojicemi ¢isel, které nam samoziejmé vzdy vysledek dobfe repre-
zentuji. Zbyva jen dobfe definovat, kdy jsou (z hlediska vysledku odeciténi) takové
dvojice ekvivalentni. Potiebny vztah tedy je:

(a,b) ~ (a',V) <= a—-b=d -V < a+b =d+b.

Vsimnéme si, ze zatimco vyrazy v prostfedni rovnosti v pfirozenych cislech neu-
mime, vyrazy v pravo uz ano. Snadno ovéfime, ze skutecné jde o ekvivalenci a
jeji t¥idy oznacime jako cela ¢isla Z. Na nich definujeme operaci s¢itani (a s ni i
odeditéani) pomoci reprezentantti. Napf.

[(a,0)] + [(¢,d)] = [(a + ¢, b+ d)],

coz zjevné nezavisi na vybéru reprezentantu. Lze si pfitom vzdy volit reprezentanty
(a,0) pro kladna ¢isla a reprezentanty (0,a) pro ¢isla zéporna, se kterymi se ndm
bude patrné pocitat nejlépe.

Tento jednoduchy prklad ukazuje, jak diilezité je umét nahlizet na tiidy ekvi-
valence jako na celistvy objekt a soustfedit se na vlastnosti téchto objekti, nikoliv
formalni popisy jejich konstrukci. Ty jsou vsak dilezité k ovéreni, ze takové objekty
vibec existuji.

U celych ¢isel ndm uz plati vSechny vlastnosti skalara (KG1)-(KG4) a (O1)-
(04), viz a Pro néasobeni je neutralnim prvkem jednicka, ale pro vsechna
¢isla a rtizna od nuly a jedni¢ky neumime najit ¢islo a=! s vlastnosti a-a=! = 1, tzn.
chybi nam inverzni prvky. Zaroven si povSimnéte, ze plati vlastnost oboru integrity
(OI), viz tzn. je-1i soucin dvou ¢isel nulovy, musi byt alespon jedno z nich nula.

Diky posledni jmenované vlastnosti muzeme zkonstruovat racionalni ¢isla QQ
pridanim vsech chybéjicich inverzi zcela obdobnym zptisobem, jak jsme konstruovali
Z 7z N. Na mnoziné usporddanych dvojic (p,q), ¢ # 0, celych ¢isel definujeme relaci
~ tak, jak o¢ekdvdme, Ze se maji chovat podily p/q:

(ra)~®.d) <= »ple=v/d = pd-p-a
Opét neumime ocekavané chovani v prostfedni rovnosti v mnoziné 7Z formulovat,
nicméné rovnost na pravé strané ano. Zjevné jde o dobfe definovanou relaci ekviva-
lence (ovéite podrobnostil) a raciondlni ¢isla jsou pak jeji t¥idy ekvivalence. Kdyz
budeme formélné psat p/q misto dvojic (p,q), budeme definovat operace nésobeni
a séitani pravé pomoci formuli, které nam jsou jisté dobfe znamy.

1.48. Priklad — zbytkové t¥idy. Jinym dobrym a jednoduchym piikladem jsou
tzv. zbytkové tiidy celych cisel. Pro pevné zvolené pfirozené cislo k definujeme
equivalenci ~, tak, ze dvé Cisla a, b € Z jsou ekvivalentni, jestlize jejich zbytek po
déleni ¢islem k je stejny. Vyslednou mnozinu tiid ekvivalence oznacujeme Zj.
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Nejjednodussi je tato procedura pro k = 2. To dostavame Zo = {0,1}, kde
nula reprezentuje suda ¢isla, zatimco jednicka cisla lichad. Opét lze snadno zjistit,
Ze pomoci reprezentantl muZzeme definovat nasobeni a séitani. Zkuste si ovérit, ze
vyslednd mnozina ,skalart“ je komutativnim télesem (tj. spliiuje i vlastnost (P) z
1.2)) praveé kdyz je k prvocislo.

Zavérem si jeSté procvicme spolu s relacemi jesté i kombinatoriku:

1.49. Ekvivalence ano ¢i ne.

1.49.1. Rozhodneéte, zda ndsledujici relace na mnoziné M jsou relace ekvivalence:

(1) M={f:R—=R}, (f ~g) <> (0) = g(0).
2) M={f:R—R}, (f~g) < £(0)=g(L).

(2)
(3) M je mnoZina primek v roviné, dvé piimky jsou v relaci, jestlize se neprotinaji.
(4)

4) M je mnozZina primek v roviné, dvé primky jsou v relaci, jestliZe jsou rovno-
bezne.

(5) M =N, (m~n) <= S(m)+ S(n) =20, kde S(n) znact ciferny soucet c&isla
n.

Reseni.

(1) Ano. Ovéfime tfi vlastnosti ekvivalence:

i) Reflexivita: pro libovolnou realnou funkci f je f(0) = f(0).

ii) Symetrie: jestlize plati f(0) = ¢(0), pak i g(0) = f(0).

iii) Tranzitivita: jestlize plati f(0) = g(0) a g(0) = h(0), pak platii f(0) = h(0).
(2) Ne. Definovana relace neni reflexivni, napf pro funkci sin mame sin(0) # sin(1)
(3) Ne. Relace opét neni reflexivni (kazda pfimka protind sama sebe)
(4) Ano. Tr¥idy ekvivalence pak tvofi mnozinu neorientovanych smért v roving.
(5) Ne. Relace neni reflexivni. S(1) + S5(1) = 2.

1.49.2. Pocet injektivnich zobrazeni mezi mnoZinami
Urcete pocet injektivnich zobrazeni mnoZiny {1,2,3} do mnoZiny {1,2, 3,4}

Reseni. Libovolné injektivni zobrazeni mezi uvaZovanymi mnozinami je dano vy-
bérem (uspofddané) trojice z mnoziny {1,2,3,4} (prvky ve vybrané trojici budou
po Tadé obrazy ¢isel 1, 2, 3) a obracené kazdé injektivni zobrazeni ndm zadéava ta-
kovou trojici. Je tedy hledanych injektivnich zobrazeni stejné jako moznosti vybéru
usporadanych trojic ze ¢tyf prvki, tedy v(3,4) =4-3-2 = 24. O

1.49.3. Pocet surjektivnich zobrazeni mezi danymi mnozinamsi
Uréete podet surjektivnich zobrazeni mnoziny {1,2,3,4} na mnoZinu {1,2,3}

Reseni. Pocet zjistime obecnym principem ,inkluze a exkluze“. Od poc¢tu viech
zobrazeni odecteme ta, kterd nejsou surjektivni, t.j. ta, jejichz obor hodnot je bud
jednoprvkovou nebo dvouprvkovou mnozinou. Vsech zobrazeni je V(3,4) = 3%,
zobrazeni, jejichz oborem hodnot je jednoprvkova mnozina, jsou tii. Pocet zobrazeni
jejichz oborem hodnot je dvouprvkova mnoZina je (3) (24 -2) ((g) zplisoby miiZeme
vybrat definiéni obor a mame-li jiz dva prvky fixovany, mame 2% — 2 moznosti, jak
na né zobrazit étyfi prvky). Celkem je tedy pocet hledanych surjektivnich zobrazeni

(1.30) 3t~ (Z) (2* —2) -3 = 36.
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1.49.4. Pocet relaci ekvivalence na mnoziné
Uréete pocet relaci ekvivalence na mnoZiné {1,2,3,4}.

Reseni. Ekvivalence mtizeme pocitat podle toho, kolik prvki maji jejich tiddy
rozkladu. Pro poc¢ty prvku tfid rozkladu ekvivalenci na ¢tyiprvkové mnoziné jsou
tyto moznosti:

Pocty prvkt ve tiidach rozkladu pocet ekvivalenci daného typu

1,1,1,1 1
4
2,1,1 (5)
14
2,2 2 (2)
3,1 ()
4 1
Celkem tedy mame 15 riznych ekvivalenci. O

Zavérem jesté jeden priklad ukazujici, ze ,divné“ skalary se chovaji divné:

1.49.5. Nenulovy mnohoclen s nulovymi hodnotami

Najdeéte nenulovy mnohoclen s koeficienty v Zz, tj. vyraz typu apx™ + - +
a1x+ag, a; € 2z, a, # 0, takovy, Ze na mnoziné Zz nabyvd pouze nulovijch hodnot
(tj. dosadime-li za x libovolny z proki Zs a vyraz v Z7 vycislime, dostaneme vZdy
nulu).

ResSeni. Pii konstrukei tohoto mnohoé¢lenu se opfeme o Malou Fermatovu vétu,
ktera 1ika, ze pro livovolné prvocislo p a ¢islo a s nim nesoudélné plati:

(1.31) a?~! = 1(mod p).

Hledany polynom je tedy napifklad polynom z” — x (polynom x% — 1 by nemél
nulovou hodnotu v ¢isle 0). O






KAPITOLA 2

Elementarni linearni algebra

neumite jesté pocitat se skaldry?
- zkusme to rovnou s maticemi. ..

1. Vektory a matice

2.1. Vektory nad skalary. Symbolem K budeme nadéle zna¢it néjakou mnozinu
skalart. Prozatim budeme vektorem rozumét usporadanou n-tici skalart, kde pevné
zvolené n € N budeme nazyvat dimenzi. S¢itani vektort definujeme po slozkach
(skaléry samoziejmé s¢itat umime) a nasobeni vektoru v = (ay, ..., a,) skaldrem b
definujeme tak, Ze kazdy prvek n-tice u vynasobime skaldrem b (skalary v K nésobit
umime), tj.

utv=_(a1,...,an)+ (b1,...,bp) = (a1 +b1,...,an + by)
b-u=b-(a,...,an)=(b-ay,...,b-ap).

Zpravidla pozadujeme, aby skalary byly z néjakého poleEI, viz
Pro s¢itani vektorti v K™ zjevné plati (KG1)—(KG4) s nulovym prvkem

0=(0,...,0) € K"

Schvalné zde pouzivame pro nulovy prvek stejny symbol jako pro nulovy prvek
skalarii. Podobné budeme pro séitani a ndsobeni pouzivat stale stejny symbol (plus
a bud tec¢ku nebo prosté zfetézeni znakt). Navic nebudeme pouzivat pro vektory
zadné specialni znaceni, a ponechdvame na c¢tenafi aby udrzoval svoji pozornost
premyslenim o kontextu. Pro skalary ale spise budeme pouzivat pismena ze zacatku
abecedy a pro vektory od konce (prostfedek ndm ztstane na indexy proménych,
komponent a v souctech).
Pro vsechny vektory v, w € K" a skalary a, b € K plati

(V1) a-(vtw)=a-v+a-w
(V2) (a+b)-v=a-v+b-v
(V3) a-(b-v)=(a-b)-v
(V4) l-v=v

Pro kterékoliv pole skalari K se snadno ovéfi pravé sformulované vlastnosti
(V1)—(V4) pro K", protoze pii ovéfovani vidy pouzivdme pouze vlastnosti skalart
uvedené v a Budeme takto pracovat napt. s R™, Q", C", (Zg)", n =
1,2,3,....

1Ctenéj, ktery se jesté nesmifil s abstrakci okruhd a poli, necht pfemysli v rdmci ¢iselnych
obort. Potom okruhy skalart zahrnuji i celd ¢isla Z a vSechny zbytkové tfidy, zatimco mezi poli
jsou pouze R, Q, C a zbytkové tfidy Zj s prvociselnym k.

45
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Vsimnéme si také, ze k ovéfeni vlastnosti (V1)—(V4) potfebujeme pro pouzité
skalary pouze vlastnosti okruhu. Vlastnost (P) vsak bude pfesto podstatna pozdéji.

2.2. Matice nad skalary. Matici typu m/n nad skaldry K rozumime obdélnikové
schéma

a1 ai2 N A1n
a21 a2 N a92n
A=
am1 QAm2 oo Qmn
kde a;; € K pro vSechny 1 <i <m, 1 < j <n. Matici A s prvky a;; znacime také
A= (aij).
Vektory (a;1,aia, ..., ain) € K® nazyvame (i—té) fadky matice A,i=1,...,m,
vektory (a1;,a2j,...,am;) € K™ nazgvame (j-té) sloupce matice A, j=1,...,n.
Matici mtizeme také chapat jako zobrazeni A : {1,...,m} x {1,...,n} — K.

Matice typu 1/n nebo n/1 jsou vlastné préavé vektory v K™. I obecné matice lze
v8ak chapat jako vektory v K™, prosté zapomeneme na rfadkovani. Zejména tedy
je definovano s¢itani matic a nasobeni matic skalary:

A+ B = (aij + bij)7
kde A = (a;;), B = (b)),

a-A=(a.aij),
kde A = (aij), a € K. Déle pak matice
—A = (—ay)
se nazyva matice opacnd k matici A a matice
0 ... 0
0=1": :
0o ... 0

se nazyva nulovd matice. Zapomenutim rfadkovani tak ziskdme nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni. Predpisy pro A+ B, a-A, —A, 0 zaddvaji na mnoziné viech matic typu
m/n operace s¢itani a ndsobend skaldry spliugici aziomy (V1)-(V4).

2.3. Priklad. Matice 1ze vhodné vyuZit pro zépis linedrnich rovnic. UvaZzme na-
sledujici systém m rovnic v n proménnych:

1171 + a12T2 + -+ + A1 Ty = Y1

2121 + A22%2 + ++ + + A2 Ty = Y2

Am1%1 + Gm2T2 + -+ - + GmnTn = Ym-

Posloupnost z1,...,x, lze chipat jako vektor proménnych, tj. sloupec v matici
typu n/1, a podobné s hodnotami ¥, ..., y,. Systém rovnic lze pak formalné psat
vetvaru A-x =y :

aixz ... Qin X1 Y1

am1 --- Qmn LTn Yn
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Pivodni rovnice nyni obdrzime tak, ze vidy bereme fadky z A a s¢itdme souéiny
odpovidajicich komponent, tj. a;1x1+- « -+ainxy. Tim ziskame i-ty prvek vysledného
vektoru.

V roviné, tj. pro vektory dimenze 2, jsme uz zavedli takovyto pocet a vidéli
jsme, Ze s nim lze pracovat velice efektivné (viz . Nyni budeme postupovat
obecnéji a zavedeme i na maticich operace nasobeni.

2.4. Souéin matic. Pro libovolnou matici A = (a;;) typu m/n nad okruhem
skalarit K a libovolnou matici B = (bjx) typu n/q nad K definujeme jejich souéin
C = A- B = (c¢;) jako matici typu m/q s prvky

n
Cik = Zaijb]‘k, pro libovolné 1 <i<m, 1 <k <gq.
j=1

2 1 2 1 1\ _ (3 2 3

1 -1 -1 0 1) \3 10
2.5. Ctvercové matice. Je-li v matici stejny pocet fadka a sloupct, hovoiime o
Ctvercové matici. PoCet Tadkt a sloupct pak nazyvame také dimenzi matice. Matici

Napriklad mame

1 ... 0
E=(6;)=1: .
0o ... 1
se fika jednotkovd matice. Na mnoziné ¢tvercovych matic nad K dimenze n je soucin

matic definovan pro kazdé dvé matice, je tam tedy definovana operace nasobeni:

Tvrzeni. Pro libovolny okruh skaldri je ma mnoziné vSech étvercovych matic di-
menze n definovdna operace ndsobend. Spliiuje vlastnosti[1.9(01) a (03) vzhledem
k jednotkové matici E = (d;;). Ddle spolu se scitdnim matic vyhovuje u(04)
Obecné vsak neplati[1.9(02) ani (OI), zejména tedy neplati[1.9(P).

DUkAZ. Asociativita ndsobeni — (O1): ProtoZe skalary jsou asociativni, distribu-
tivni i komutativni, mizeme spocist

A = (a;j) typam/n, B = (bjk) typu n/p, C = (cx1) typu p/q

B= Zaij.bjk Z bjk-Cri)
(A-B) Z Za” i) -Chi) = z};aij.bjk.ckl
Za” Zb eChl)) = jik:aij.bjk.ckl
Js
Jednotkovy prvek — (03):

a0 Qim 01 --- 0

am1 = Omm O 0 o1



48 2. ELEMENTARNI LINEARNI ALGEBRA

(04) - distributivita: opét diky distributivité skalari snadno spoc¢teme pro ma-
tice A = (a;5) typu m/n, B = (b;x) typu n/p, C = (¢;x) typu n/p, D = (di) typu

p/a
A-(B+C) Z a;j(bjr + ¢jk) Za” k) (Z a;jCjk))
J
= (Z(bﬂc + ¢jk)di) = Zbgkdkl O cjndr))
k

k
Neni komutativni: - jak jsme jiz vidéli v [I.35] dvé matice dimenze 2 nemusi

komutovat: (6 0)-(0 0)=(5 o)
696 Y-6Y

Tim jsme ziskali zaroven protipfiklad na platnost (O2) i (OI). Pro matice typu
1/1 ovSem oba axiomy samozfejmé plati, protoze je maji samy skaldry a pro vétsi
matice ziskdme protipfiklady snadno tak, Ze pravé uvedené matice umistime do
levého horniho rohu piislusnych étvercovych schémat a doplnime nulami. (Ovéite
si samil) O

=A-B+A-C

(B+C)-D —B-D+C-D

V dikazu jsme vlastné pracovali s maticemi obecnéjsiho typu, dokéazali jsme
tedy prislusné vlastnosti obecnéji:

Tvrzeni. Ndsobeni matic je asociativni a distributivni, tj. A-(B-C) = (A-B)-C,
A-(B+C)=A-B+ A-C, kdykoliv jsou tato ndsobeni definovdna. Jednotkovd
matice je neutrdlnim prvkem pro ndsobent zleva i zprava.

2.6. Inverzni matice. Se skaldry umime pocitat tak, Ze z rovnosti a-x = b umime
vyjadiit = a~! - b, kdykoliv inverze k a existuje. Podobné bychom to méli umét s
maticemi, mame ale problém, jak poznat, zda takova existuje, a jak ji spocitat.

Rikame, 7e B je matice inverzni k matici A, kdyZ? A- B = B- A = E. PiSeme
pak B = A~! a je samozfejmé, Ze obé matice musi mit tutéz dimenzi n. Matici, k
niz existuje matice inverzni, ifitkdme invertibilni matice.

Pokud A~! a B~! existuji, pak existujei (A-B)~! = B~1. AL, Je totiz (diky
pravé dokézané asociativité ndsobeni) (B~} ~A*1) (AB)=B"'-(A"'.A).-B=F
a(A-B)- (B_1 A‘l) =A- (B B_l) A7l =
chovani, mizeme formalné snadno fesit systémy linedrnich rovnic: Jestlize vyjad-
fime soustavu n rovnic pro n neznamych souc¢inem matic

ail A1m T Y1
A <X = . . . =

am1 Amm Tm Ym
a existuje matice inverzni k matici A, pak lze nésobit zleva A~! a dostaneme A~!-
y=A"1.A.-2=F- 2 =gz, tj. hledané feseni.

Naopak rozepsinim podminky A - A~! = E pro neznamé skalary v hledané
matici A~! dostaneme n systémi linearnich rovnic se stejnou matici na levé strané

a rtiznymi vektory napravo.
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2.7. Ekvivalentni Gpravy matic. Z hlediska feSeni systému rovnic
A-z=b

je jisté pfirozené povazZovat za ekvivalentni matice A a vektory b, které zadavaji
systémy rovnic se stejnym fesenim. Uvedeme si jednoduché manipulace s fadky
rovnic a stejnym zptisobem pak mizeme upravovat i vektor napravo. Kdyz se ndm
podaii vlevo dostat systém s jednotkovou matici, bude napravo feseni puvodniho
systému. Takovym operacim fikame rddkové elementdrni transformace. Jsou to:

e zaména dvou radkl
e vynasobeni vybraného fadku nenulovym skalarem
e pri¢teni fadku k jinému radku.
Je zjevné, ze odpovidajici operace na trovni rovnic v systému nemohou zménit
mnozinu vSech jeho feSeni. Pozdéji bude vidét, Ze sloupcové transformace odpovidaji
feSeni téhoz systému ale v transformovanych soufadnicich
Analogicky, sloupcové elementdrni transformace matic jsou

e zdména dvou sloupcti

e vynasobeni vybraného sloupce nenulovym skalarem

e pri¢teni sloupce k jinému sloupci,
ty vSak nezachovavaji feSeni piislusnych rovnic, protoze mezi sebou michaji samotné
proménné.

Systematicky muzeme pouzit elementarni fadkové upravy k postupné elimi-

naci proménnych. Postup je algoritmiclky a vétsinou se mu rikd Gausova eliminace
proménnych.

Tvrzeni. Nenulovou matici nad libovolngm okruhem skaldri K lze konecné mnoha
elementdrnimi fadkovymi transformacems prevést na tzv. (fadkové) schodovity tvar:

o Je-li a;; = 0 a vsechny predchozi prvky na i-tém vddku jsou také nulove, potom
ar; = 0 pro vsechna k > 1
e je-li a(i_1); proni nenulovy prvek na (i — 1)-nim vddku, pak a;; = 0.

DUKAz. Matice v fadkové schodovitém tvaru vypada takto

0 ... 0 aij; .. . Q1m
0 ... 0 0 ... Q2 ... Q2m
0o ... ... 0 Alp

a matice muze, ale nemusi, konc¢it nékolika nulovymi fadky. K prevodu libovolné
matice muzeme pouzit jednoduchy algoritmus:

(1) Zaménou Fadkt docilime, Ze v prvnim fadku bude v prvnim nenulovém sloupci
nenulovy prvek, necht je to j-ty sloupec.

(2) Pro ¢ = 2,..., vynasobenim prvniho fadku prvkem a;;, i-tého Fadku prvkem
ay; a odectenim vynulujeme prvek a;; na i-tém radku.

(3) Opakovanou aplikaci bodi (1) a (2), vzdy pro zbytek fadki a sloupcti v ziskané
matici dospéjeme po koneéném poctu krokid k pozadovanému tvaru.

O
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Uvedeny postup je skutecné pravé obvykla eliminace proménnych v systémech
linearnich rovnic. Pro feSeni systémil rovnic ma ale uvedeny postup rozumny smysl
jen, kdyz mezi skalary neexistuji délitelé nuly. Pokud tvoii skalary pole, pak mizeme
navic ze schodovitého tvaru snadno spoéist feseni (pfipadné ovétit jeho neexistenci),
promyslete si peclivé rozdil mezi K = Z, K = R a pfipadné Zs nebo Zs.

2.8. Poznamka. Vsimnéme si, Ze elementédrni fadkové (resp. sloupcové) transfor-
mace odpovidaji vynasobenim zleva (resp. zprava) nasledujicimi maticemi:
(1) Ptehozeni i-tého a j-tého fadku (resp. sloupce)

1 0

0

1

(2) Vynésobeni i-tého fadku (resp. sloupce) skalarem a:

1
1
a —
1
1
(3) Seéteni i-tého Fadku (resp. sloupce) s j-tym:
1 0
0
1 — 1
1
1
J

Toto prostinké pozorovani je ve skutecnosti velice podstatné, protoze soucin
invertibilnich matic je invertibilni a vSechny elementarni transformace jsou nad
polem skalaru invertibilni. Pro libovolnou matici A tedy dostaneme nasobenim
vhodnou invertibilni matici P = Py --- P, zleva (postupné ndsobeni k& maticemi
zleva) jeji ekvivalentni fadkovy schodovity tvar A’ = P - A.

Jestlize obecné aplikujeme tentyZ eliminacni postup na sloupce, dostaneme z
kazdé matice B jeji sloucovy schodovity tvar B’ vyndsobenim vhodnou invertibilni
matici Q = Q1 --- Q. Pokud ale za¢neme s matici B = A’ v fadkové schodovitém
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tvaru, eliminuje takovy postup pouze vsechny dosud nenulové prvky mimo diago-
nalu matice a zavérem lze jesté i tyto elementarnimi operacemi zménit na jednicky.
Celkem jsme tedy ovérili dulezity vysledek, ke kterému se budeme mnohokrat vra-
cet:

2.9. Véta. Pro kaZdou matici A typu m/n nad polem skaldri K existuji étvercové
invertibilng matice P dimenze m a Q dimenze n takové, Ze matice P- A je v tadkové
schodovitém tvaru a

1 0 0
0 1 0 0
P-A-Q= 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0

2.10. Algoritmus pro vypocet inverzni matice. V predchozich tvahach jsme
se dostali prakticky k aplnému algoritmu pro vypocet inverzni matice. Béhem jed-
noduchého nize uvedeného postupu bud zjistime, Ze inverze neexistuje, nebo bude
inverze spoctena. I nadale pracujeme nad polem skalart.

Ekvivalentni fadkové transformace se ¢tvercovou matici A dimenze n vedou
k matici P’ takové, ze P’ - A bude v fadkové schodovitém tvaru. Pritom muze
(ale nemusi) byt jeden nebo vice poslednich fadkt nulovych. Jestlize ma existovat
inverzni matice k A, pak existuje i inverzni matice k P’ - A. JestliZe vsak je posledni
radek v P - A nulovy, bude nulovy i posledni fadek v P - A - B pro jakoukoliv matici
B dimenze n. Existence takového nulového fadku ve vysledku (fadkové) Gaussovy
eliminace tedy vylucuje existenci A=1.

Predpokladejme nyni, ze A~! existuje. Podle pfedchoziho, nalezneme Fadkové
schodovity tvar bez nulového fadku, tzn. Ze vSechny diagonalni prvky v P’ - A
jsou nenulové. Pak ovsem pokracovanim eliminace od pravého dolniho rohu zpét
a vynormovanim diagondlnich prvka na jednicky ziskame jednotkovou matici E.
Jinymi slovy, najdeme dalsi invertibilni matici P” takovou, ze pro P = P” - P’ plati
P - A = E. Vyménou radkovych a sloupcovych transformaci lze za predpokladu
existence A1 stejnym postupem najit Q takovou, ze A -Q = E. Odtud

P=P.-E=P-(A-Q) =(P-A)-Q=Q.

To ale znamen4, zZe jsme nalezli hledanou inverzni matici A~! = P = Q k A.

Prakticky tedy miizeme postupovat tak, ze vedle sebe napiseme ptuvodni matici
A a jednotkovou matici F/, matici A upravujeme fadkovymi elementarnimi tpravami
nejprve na schodovity tvar, potom tzv. zpétnou eliminaci na diagonalni matici a v té
nasobime fadky inverznimi prvky z K. Tytéz ipravy postupné provadéné s E vedou
pravé k matici P = P"” - P’ z predchozich vah, tedy z ni ziskdme pravé hledanou
inverzi. Pokud tento algoritmus narazi na vynulovani celého fadku v ptivodni matici,
znamena to, ze matice inverzni neexistuje.

2.11. Zavislost fadku a sloupcu a hodnost matice. V predchozich tvahach
a poctech s maticemi jsme stale pracovali se sc¢itdnim Fadkt nebo sloupcti coby
vektori, spolu s jejich nasobenim skalary. Takové operaci fikame linedrni kombi-
nace. V abstraktnim pojeti se k operacim s vektory vratime za chvili v [2:23] bude
ale uzite¢né pochopit podstatu uz nyni. Linedrni kombinaci fadkt (nebo sloupct)
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matice A = (a;;) typu m/n rozumime vyraz aju;, +- - -+ aru;, , kde a; jsou skalary,
uj = (aj1,...,a;j,) jsou fadky (nebo u; = (aij,. .., am; ) jsou sloupce) matice A.

Jestlize existuje linearni kombinace danych fadkt s alespon jednim nenulovym
skalarnim koeficientem, jejimz vysledkem je nulovy radek, fikdme, ze jsou linedrné
zavislé. V opacném pripadé, tj. kdyz jedinou moznost jak ziskat nulovy radek je vy-
nasobeni vyhradné nulovymi skalary, jsou linedrne nezdvislé. Obdobné definujeme
linearné zavislé a nezavislé sloupce matice.

Predchozi vysledky o Gausové eliminaci muzeme vnimat takovym zptsobem,
7e pocet vyslednych nenulovych ,schodi“ v fadkové nebo sloupcové schodovitém
tvaru je vzdy roven témuz prirozenému ¢islu a to poc¢tu linearné nezévislych radku
matice a témuz poctu linedrné nezavislych sloupci matice. Tomuto ¢islu fikdme
hodnost matice, zna¢ime h(A). Zapamatujme si vysledné tvrzeni:

Véta. Necht A je matice typu m/n nad polem skalari K. Matice A md stejny pocet
h(A) lindrné nezdvislych fadki a linedrné nezdvislych sloupci. Zejména je hodnost
vZdy nejvyse rovna mensimu z rozméru matice A.

Algoristmus pro vypocet inverznich matic také fika, ze ¢tvercova matice A
dimenze m ma inverzi pravé, kdyz je jeji hodnost rovna poctu radka m.

Ukazme si jesté uziti matic pro bézné geometrické transformace, podobné jako
v nasich avahéch o geometrii roviny (viz :

2.12. Matice rotaci podle souradnicovych os.

2.12.1. Napiste matici zobrazeni rotaci o uhel @ postupné kolem os x, y, z v R3.

Reseni. Pii rotaci libovolného bodu kolem dané osy (feknéme ), se piislusna
soufadnice daného bodu neméni, v roviné dané dvéma zbylymi osami pak jiz je
rotace dana znamou matici 2 x 2. Postupné tedy dostavame nasledujici matice:
Rotace kolem osy z:

cosep —sing 0
sing cosp 0
0 0 1

Rotace kolem osy y:

cosp 0 sing
0 1 0
—singp 0 cosyp

Rotace kolem osy x:

1 0 0
0 cosy —sing
0 sinp cosp

U matice rotace kolem osy y musime dévat pozor na znaménko. Je totiz rotace
kolem osy y v kladném smyslu, tedy takova rotace, ze pokud se divame proti sméru
osy y, tak se svét toci proti sméru hodinovych rucicek, je rotaci v zaporném smyslu
v roviné zz (tedy osa z se ota¢i smérem k z). Rozmyslete si kladny a zaporny smysl
rotace podél vSech tii os. O
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2.13. Matice rotace kolem dané osy.

2.13.1. Napiste matici zobrazent rotace v kladném smyslu o uhel 60° kolem primky
dané pocdtkem a vektorem (1,1,0) v R3.

Reseni. Dand otaceni je slozenim nésledujicich t¥i zobrazeni:

e rotace 0 45° v zadporném smyslu podle osy z (osa rotace (1,1,0) piejde do osy
z)

e rotace o 60° v kladném smyslu podle osy x.

e rotace o 45° v kladném smyslu podle osy z (osa x prejde zpét na osu danou
vektorem (1,1,0)).

Matice vysledné rotace tedy bude soucinem matic odpovidajicich témto tfem
zobrazenim, pricemz poradi matic je dano poradim provadéni jednotlivych zobra-
zeni, prvnimu zobrazeni odpovida v sou¢inu matice nejvice napravo. Celkem tedy
dostavame pro hledanou matici A vztah:

V2 V2o 1 0 0 vz V2 3 1 V6
2 2 2 2 4 1 4
A=|2 2 0 1 Bl |_v2 v o= 1 3 _ 6
2 2 \% 12 2 2 % \% 14
0 0 1 0 5 0 0 1 —¥e B i
O

2. Determinanty

V paté casti prvni kapitoly jsme vidéli, ze pro ¢tvercové matice dimenze n
nad readlnymi Cisly existuje skalarni funkce det, kterd matici pfifadi nenulové ¢islo
pravé, kdyz existuje jeji inverze. Netikali jsme to sice stejnymi slovy, ale snadno si
to ovéfite, viz odstavce pocinaje a formule ([1.26)). Determinant byl uziteény i
jinak, viz a[1.38] kde jsme si volnou tivahou odvodili, Ze obsah rovnobéznika by
mél byt linedrné zavisly na kazdém ze dvou vektort definujicich rovnobéznik a ze
je uzitecné zaroven pozadovat zménu znaménka pii zméné poradi téchto vektord.
Protoze tyto vlastnosti mél, az na pevny skaldrni nasobek, jediné determinant,
odvodili jsme, Ze je obsah dan pravé takto. Nyni uvidime, Ze podobné lze postupovat
v kazdé kone¢né dimenzi.

V této casti budeme pracovat s libovolnymi skalary K a maticemi nad témito
skalary.

2.14. Definice determinantu. Pfipomenme, Ze bijektivni zobrazeni mnoziny X
na sebe se nazyva permutace mnoziny X, viz Je-li X ={1,2,...,n}, lze per-
mutace zapsat pomoci vysledného potadi ve formé tabulky:

1 2 e n
(0(1) o(2) ... U(n)) '
Prvek z € X se nazyva samodruznym bodem permutace o, je-li o(x) = z. Permu-
tace o takova, Ze existuji pravé dva rizné prvky z,y € X s o(z) =y a o(2) = 2
pro vSechna ostatni z € X se nazyva transpozice, znacime ji (z,y).
V dimenzi dva byl vzorec pro determinant jednoduchy — vezmeme vSechny

mozné souciny dvou prvkil, po jednom z kazdého sloupce a fadku matice, opat-
fime je znaménkem tak, aby pfi pfehozeni dvou sloupct doslo ke zméné celkového
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znaménka, a vyrazy vSechny seCteme:

A= (a b), det A = ad — be.
c d

Obecng, necht A = (a;;) je étvercova matice dimenze n nad K. Determinant matice

A je skalar det A = | A| definovany vztahem

|A| = Z Sgn(a)alo(l) *A20(2) * " Uno(n)
cED,
kde ¥,, je mnozina v8ech moznych permutaci na {1, ...,n} a znaménko sgn pro kaz-
dou permutaci jesté musime popsat. Kazdy z vyrazi sgn(o)ai,(1) - G20(2) * * * Gno(n)
nazyvame élen determinantu |A|.
Jednoduché piiklady uz umime: je-li n = 1, pak |a11| = a;1 € K, apron =2 je

a1 a2

= +aiiaz2 — ai2a2;-
a21 a2

Podobné pro n = 3 se d& uhodnout (chceme linearitu v kazdém sloupci a antisy-
metrii)

a11 Q12 @13
G21 Q22 (23| =+ A11G22033 — G13022031 + 413021032
azi1 asz ass

— 11023032 + 012023031 — G12021033.

Tomuto vzorci se ¥ikd Saarusovo pravidlo.

Jak tedy najit spravna znaménka? Rikdme, Ze dvojice prvki a,b € X =
{1,...,n} tvofi inverzi v permutaci o, je-li a < b a o(a) > o(b). Permutace o
se nazyva sudd (resp. lichd), obsahuje-li sudy (resp. lichy) pocet inverzi.

Parita permutace o je (—1)Po¢et nverzi 4 ynagime ji pravé sgn(o). Tolik definice,
chceme ale védét, jak s paritou pocitat. Z nasledujiciho tvrzeni uz je jasné vidét,
ze Saarusovo pravidlo skuteéné pocita determinant v dimenzi 3.

Tvrzeni. Na mnoziné X = {1,2,...,n} je pravé n! rizngch permutaci. Tyto lze
seradit do posloupnosti tak, Ze kaZdé dvé po sobé jdouci se lisi prdvé jednou trans-
pozici. Lze pti tom zacit libovolnou permutact a kaZdd transpozice méni paritu.

DUKAZ. Pro jednoprvkové a dvouprvkové X tvrzeni samoziejmé plati. Budeme
postupovat indukci pfes dimenzi.

Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro vSechny mnoziny s n — 1 prvky a uvazme
permutaci o(1) = ay,...,0(n) = a,. Podle indukéniho pfedpokladu vSechny per-
mutace, které maji na poslednim misté a,,, dostaneme z tohoto poradi postupnym
provadénim transpozic. Pfitom jich bude (n — 1)!. V poslednim z nich prohodime
o(n) = a, za néktery z prvka, ktery dosud nebyl na poslednim misté, a znovu
usporadame vSechny permutace s timto vybranym prvkem na poslednim misté do
posloupnosti s pozadovanymi vlastnostmi. Po n-nasobné aplikaci tohoto postupu
ziskdme n! zarucené ruznych permutaci, tzn. vSechny, pravé predepsanym zpuso-
bem. Vsimnéte si, ze dilezitou ¢asti postupu je moznost zacit s libovolnou z per-
mutaci.

Zbyva posledni dovétek o paritach. Uvazme pofadi (aq,...,a;, aj11,-..,n), ve
kterém je r inverzi. Pak zjevné je v pofadi (ay,...,a;41,a;...,n) bud r — 1 nebo
r + 1 inverzi. Kazdou transpozici (a;, a;) lze pfitom ziskat postupnym provedenim
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(j—1)+(j—1i—1) = 2(j —4) — 1 transpozic sousednich prvkii. Proto se provedenim
libovolné transpozice parita permutace zméni. Navic jiz vime, ze vSechny permutace
lze ziskat provadénim transpozic. O

Zjistili jsme, ze provedeni libovolné transpozice zméni paritu permutace a Zze
kazdé poradi ¢isel {1,2,...,n} lze ziskat postupnymi transpozicemi sousednich
prvki. Dusledkem tohoto popisu je, Ze na kazdé mnoziné X = {1,...,n},n > 1, je
pravé %n! sudych a %n! lichych permutaci.

Jestlize slozime dvé permutace za sebou, znamena to provést napfed vsSechny
transpozice tvorici prvni a pak druhou. Proto pro libovolné permutace o, : X — X
plati

sen(o o) = sgn(o) -sgn(n), sgn(o") = sgn(o).

2.15. Rozklad permutace na transpozice.

123 45
P‘<31254>

jako sloZeni transpozici. Je tato permutace sudd nebo licha?

2.15.1. Napiste permutaci

Reseni. Transpozici prvki i a j, budeme znaéit jako (7, j). Danou permutaci m-
zeme rozlozit nejprve na nezavislé cykly, ty potom na transpozice. V nasem ptipadé
je dand transpozice slozenim dvou cykli: (1,2,3) a (4,5) (rozklad dostaneme tak,
7e si vybereme jeden prvek a ten opakované zobrazujeme pomoci dané permutace,
dokud nedostaneme na pocatku zvoleny prvek; ,cesta“ prvku tvori cyklus; z prvki,
které jsme jesté neprosli vybereme opét dalsi a opét ho opakované zobrazujeme po-
moci dané permutace; opakujeme tak dlouho, dokud neprobereme vsechny prvky
mnoziny, na které permutace piisob{). V nasem piipadé se prvek 1 zobrazuje na 3,
prvek 3 na prvek 2, prvek 2 zpét na 1, dostavame tedy cyklus (1, 3,2). Prvni prvek,
ktery jsme jesté neprosli je cislo 4: 4 se zobrazuje na 5, 5 zpét na 4; dostavame
transpozici, neboli cyklus délky dva. Mame tedy

P =(1,3,2)0(4,5).
Cyklus (1,3, 2) jesté rozlozime na transpozice: (1,3,2) = (1,3) 0 (3,2). Celkem tedy
P=(1,3)0(3,2)0(4,5).

Parita poctu transpozici v rozkladu je dana jednoznacné a udava sudost ¢i lichost
permutace. Nase permutace je tedy licha. O

2.16. Jednoduché vlastnosti determinantu. Pro kazdou matici A = (a;;)
typu m/n na skalary z K definujeme matici transponovanou k A. Jde o matici
A" = (aj;) s prvky aj; = aj; typu n/m.

Ctvercova matice A s vlastnosti A = AT se nazyva symetrickd. Jestlize plati
A = —AT, pak se A nazyva antisymetricka.

Véta. Pro kazdou ctvercovou matici A plati

(1) |AT] = |A],

(2) Je-li jeden tddek v A tvofen nulovymi proky z K, pak |A| =0,

(3) Jestlize matice B vznikla z A vgménou dvou Tadkd, pak |A| = —| B,

(4) Jestlize matice B vznikla z A vyndsobenim vddku skaldrem a € K, pak |B| =

alAl,
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(6) Jsou-li proky k-tého fddku v A tvaru ax; = ci; + brj a vSechny ostatni fadky v
maticich A, B = (b;;), C = (ci;) jsou stejné, pak |A| = |B| + |C|,

(6) Determinant |A| se nezméni, pricteme-li k libovolnému vdadku A linedrni kom-
binaci ostatnich rddkii.

DUKAz. (1) Cleny determinantt |A| a |AT| jsou v bijektivni korespondenci.
Clenu sgN(0)a14(1) * G20(2) * * * Gno(n) Pritom odpovidd clen

Sgﬂ(U)%(1)1 *Ag(2)2 " Ao(n)n = Sgn(g)a1rl(1) *A20-1(2) ** Apo—1(n);

pricemz musime ovérit, ze je tento ¢len opatfen spravnym znaménkem. Parita o a
o~ ! je ale stejna, jde tedy opravdu o ¢len |AT| a prvni tvrzeni je dokazéano.

(2) Plyne piimo z definice determinantu, protoze vSechny jeho ¢leny budou
nulové.

(3) Ve vSech élenech |A| dojde u permutaci k pfidan{ jedné transpozice, zna-
ménko vSech ¢lenti determinantu tedy bude opacné.

(4) Vyplyva piimo z definice, protoze ¢leny determinantu |B| jsou ¢leny |A]
vynasobené skaldrem a.

(5) V kazdém c¢lenu |A| je pravé jeden soucinitel z k-tého fddku matice A.
Protoze plati distributivni zdkon pro nasobeni a s¢itani v K, vyplyva tvrzeni pfimo
z defini¢niho vztahu pro determinanty.

(6) Jsou-li v A dva stejné fadky, jsou mezi ¢leny determinantu vzdy dva sé¢itance
stejné az na znaménko. Proto je v takovém p¥ipadé |A| = 0. Je tedy podle tvrzeni
(5) mozné pfic¢ist k vybranému fadku libovolny jiny fadek, aniz by se zmnénila
hodnota determinantu. Vzhledem k tvrzeni (4) lze ale pficist i skaldrni nasobek
libovolného jiného fadku. O

2.17. Poznamka. Vsimnéme si hezkého dusledku prvniho tvrzeni pfedchozi véty
o rovnosti determinanti matice a matice transponované. Zarucuje totiz, ze kdyko-
liv se nam podaii dokéazat néjaké tvrzeni o determinantech formulované s vyuzi-
tim Fadka pfislusné matice, pak analogické tvrzeni plati i pro sloupce. Napf. tedy
mizeme okamzité vSechna tvrzeni (2)—(6) této véty preformulovat i pro pri¢itdni
linearnich kombinaci ostatnich sloupct k vybranému.

Vlastnosti (3)—(5) fikaji, Ze determinant jako zobrazeni, které n vektortim di-
menze n (fAdkiim nebo sloupctim matice) pfifadi skalar je antisymetrické zobrazeni
linearni v kazdém svém argumentu, pfesné jak jsme podle analogie z dimenze 2 po-
zadovali.

Pro matici v fadkovém nebo sloupcovém schodovitém tvaru je jedinym nenu-
lovym ¢lenem determinantu ten, ktery odpovida identické permutaci. Vidime tedy,
Ze determinant takové matice je |A| = ai1 - asa -+ Gny. Pledchozi véta tedy po-
skytuje velice efektivni metodu vypoc¢tu determinant pomoci Gaussovy eliminac¢ni
metody, viz.

2.18. Dalsi vlastnosti determinantu. Casem uvidime, ze skuteéné stejné jako
v dimenzi dva je determinant matice roven orientovanému objemu rovnobéznosténu
urceného jejimi sloupci. Uvidime casem také, ze kdyz uvazime zobrazeni z — A - x
zadané ¢tvercovou matici A na R", pak muZeme determinant této matice vidét
jako vyjadreni poméru mezi objemem rovnobéznosténu danych vektory x1,...x, a
jejich obrazy A -xq,..., A x,. Protoze skladani zobrazeni x — A -z +— B-(A-x)
odpovida nasobeni matic, je snad docela pochopitelna tzv. Cauchyova véta:
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Véta. Necht A = (a;j), B = (bij) jsou ctvercové matice dimenze n nad okruhem
skaldri K. Pak |A-B| = |A| - |B|.

My tuto vétu odvodime ryze algebraicky uz proto, ze predchozi odvolédvka na
geometricky argument tézko muze fungovat pro jakékoliv skalary. Zakladnim na-
strojem je tzv. rozvoj determinantu podle jednoho nebo vice fadku ¢i sloupcu.
Budeme potiebovat néco malo technické p¥ipravy. Ctenaf, ktery by snad tolik abs-
trakce neztravil muze tyto pasaze preskocit a vstfebat pouze znéni Laplaceovy véty
a jejich dusledk.

Necht A = (a;j) je matice typum/nal<i; <...<iz<m,1<j <...<
71 < n jsou pevné zvolend prirozena ¢isla. Pak matici

Aiyjr Qiygy - Qiggy
M =
Qigjr  Qigge -+ Qiggy
typu k/¢ nazyvame submatici matice A uréenou fadky iy, ..., a sloupci j1, ..., jo.

Zbyvajicimi (m—Fk) fadky a (n—I) sloupci je uréena matice M* typu (m—=k)/(n—¥),
kterd se nazyvéa dopliikovd submatice k M v A. Pii k = £ je definovan |M]|, ktery
nazyvame subdeterminant nebo minor fadu k matice A. Je-li m = n, pak pii k =/
je 1 M* &tvercova a |M*| se nazyva doplnék minoru |M|, nebo doplitkovy minor k
submatici M v matici A. Skalar

(71)i1+"'+ik+j1+"'+jl . |M*‘

se nazyva algebraicky doplnék k minoru |M|. Submatice tvofené prvnimi k fadky a
sloupci se nazyvaji hlavni submatice, jejich determinanty hlavni minory matice A.
Pii specialni volbé k = ¢ = 1, m = n hovofime o algebraickéem dopliku A;; prvku
a;; matice A.

Pokud je |M | hlavni minor matice A, pak pfimo z definice determinantu je vidét, Ze soucin
|M| s jeho algebraickym doplitkem je élenem determinantu.

Necht je obecnad submatice M urcena ¥adky i1 < ia < -+ < ix a sloupci j1 < -+ < ji.
Pak pomoci (i1 — 1)+ -+ (ixr — k) vymén sousednich fadkd a (j1 — 1)+ -+ (jx — k) vymén
sousednich sloupcti v A prevedeme submatici M na hlavni submatici a doplitkova matice pfitom
prejde pravé na dopliikovou matici. Celd matice A prejde pfitom v matici B, pro kterou plati
podlea definice determinantu |B| = (—1)“|A|, kde a = Zﬁzl(ih —Jn)—2(1+---+k).
Tim jsme ovérili:

Tvrzeni. Necht A je ¢tvercovd matice dimenze n a |M]| je jeji minor fddu k < n. Pak
soucin libovolného élenu |M| s libovolnym clenem jeho algebraického doplriku je célenem

A].

Toto tvrzeni uz podbizi predstavu, ze by se pomoci takovych soudinii mensich determi-
nant( skuteéné mohl determinant matic vyjadfovat. Vime, Ze |A| obsahuje prdvé n! riznych
Clent, pravé jeden pro kazdou permutaci. Tyto ¢leny jsou navzadjem rizné jakozto polynomy v
prvcich (neznamé obecné) matice A, pfitom lze pro kazdy z ¢leni zvolit matici A takovou, ze
pouze tento ¢len bude nenulovy.

UkéZeme si, ze uvazované soudiny |M |- |M*| obsahuji pravé n! rtiznych &lend z | A|, bude
tvrzeni véty dokazano. Ze zvolenych k Fadki Ize vybrat () minori M a podle predchoziho
lematu je kazdy z k!(n — k)! €lend v soudinech |M]| s jejich algebraickymi dopliiky &lenem
|A|. Pfitom pro razné vybéry M nemuizeme nikdy obdrzet stejné ¢leny a jednotlivé ¢leny
v (—1)atFietistetae o Af| . | M| jsou také po dvou riizné. Celkem tedy mame pravé
pozadovany poet k!(n — k)!(}) = n! &lend.

Tim jme bezezbytku dokazali tzv. Laplaceovu vétu:
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Véta. Necht A = (a;;) je étvercovd matice dimenze n nad libovolnym okruhem
skaldri a necht je pevné zvoleno k jejich Fddki. Pak |A| je soucet vsech (7) soucini
(—1)yattititFir M| - |M*| minori vddu k vybrangch ze zvolenyjch vddki, s
jejich algebraickymi doplriky.

2.19. Dusledky Laplaceovy véty. Predchozi véta prevadi vypocet |A| na vy-
pocet determinanti nizsiho stupné. Této metodé vypoctu se fika Laplaceuv rozvoj
podle zvolenych tadkt ¢i sloupcti. Napt. rozvoj podle i-tého tadku nebo i-tého

sloupce:
n n
Al = aiAij =) ajids
Jj=1 j=1

kde A;; oznacuje algebraicky doplnék k prvku (minoru stupné 1) a;;. Pfi praktic-
kém pocitani determinantd byva vyhodné kombinovat Laplacetiv rozvoj s pfimou
metodou pri¢itani linedrnich kombinaci fadki ¢i sloupcti.

2.20. Priiklady.

2.20.1. Spocitejte determinant matice

1 3 5 6
1 2 2 2
1 1 1 2
01 2 1

Reseni. Za¢neme rozvijet podle prvniho sloupce, kde mame nejvice (jednu) nul.
Postupné dostavame

} g g g 2 2 2 35 6 35 6
N N 1
01 2 1
Podle Saarusova pravidla o ) 162
0

2.20.2. Nalezneéte vsechny hodnoty argumentu a takové, Ze

a 1 1 1
0 a 1 1_1
01 a 1 ‘
0 0 0 —a

Pro komplezni a uvedte bud jeho algebraicky nebo goniometricky tvar.

Reseni. Spocitdame determinant rozvinutim podle prvniho sloupce matice:

SRR
D= ¢ =a-[1 a 1],
01 a 1 00 —a
0 0 0 —a
dale rozvijime podle posledniho Fadku:
_ I -
D=-a-a u 1‘ =—a“(a*—1)
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Celkem dostédvame nasledujici podminku pro a: a* — a? 4+ 1 = 0. Substituci ¢t = a2,
pak mdme t? — t + 1 s kofeny ¢; = # = cos(n/3) + isin(w/3), t1 = 1%‘/5 =
cos(m/3) —isin(m/3) = cos(—m/3) +isin(—7/3), odkud snadno uréime ¢ty¥i mozné
hodnoty parametru a: cos(w/6) +isin(7/6) = v/3/2+i/2, cos(77/6) +isin(7m/6) =
—V/3/2 — /2, cos(—7/6) + isin(—7/6) = /3/2 — i/2, cos(57/6) + isin(57/6) =
—V/3/2+1/2. O

Vypocet determinanti bude standardnim krokem v mmnoha dalsich dlohach,
proto ponechame i procvicovani na tyto prakti¢téjsi prilezitosti.

2.21. Dukaz Cauchyovy véty. Jde o trikovou ale elementérni aplikaci Laplaceovy véty.
Pouzijeme prosté dvakrat Laplaceliv rozvoj na vhodné matice:

UvaZme nejprve matici H dimenze 2n (pouzivdme tzv. blokovou symboliku, tj. piseme
matici jakoby sloZzenou z matic)

a1l ... Qin 0 ... 0

7 A 0 _ | oo ann 0o ... 0
—FE B —1 0 bir ... bin
0 -1 bp1 ... bpn

Laplaceovym rozvojem podle prvnich n ¥adka obdrzime pravé |H| = |A] - |B].
Nyni budeme k poslednim n sloupciim postupné pricitat linedrni kombinace prvnich n
sloupcti tak, abychom obdrzeli matici s nulami v pravém dolnim rohu. Dostaneme

ail Aln C11 Cin

_ an1 e Ann Cni e Cnn
K= -1 0 o ... 0
0 -1 0o ... 0

Prvky submatice nahore vpravo pfitom musi spliovat

Cij = G;1b1j + aizbaj + -+ + Ainbnj
neboli jde pravé o prvky soulinu A - B a |K| = |H|. Pfitom rozvojem podle poslednich n
sloupcli dostavame

|K‘ _ (_1)n+1+“-+2n‘A . B‘ _ (_1)2n'(n+1) . ‘A . Bl _ ‘A . Bl

2.22. Determinant a inverzni matice. Predpokladejme nejprve, Ze existuje
matice inverzni k matici 4, tj. A- A=! = E. Protoze pro jednotkovou matici plati
vidy |E| = 1, je pro kazdou invertibilni matici vzdy |A| invertibilni skaldr a plati
AL = |47

My v8ak kombinaci Laplaceovy véty a Cauchyho véty umime vic. Pro libovolnou
¢tvercovou matici A = (a;;) dimenze n definujeme matici A* = (aj;), kde af; = Aj;
jsou algebraické dopliky k prvkim aj; v A. Nazyvame ji algebraicky adjungovana
matice k matici A.

Véta. Pro kazdou ctvercovou matici A nad okruhem skaldri K plati
AA* = A*A=|A|l-E.
Zejmeéna tedy
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(1)
(2)

~1 existuje jako matice nad okruhem skaldri K prdve, kdyz |A|~! existuje v

A

okud existuje A™Y, pak plati A=t = |A|7L - A*.

DUKAz. Jak jsme jiz zminili, Cauchyova véta ukazuje, 7e z existence A~! vyplyva
invertibilita |A| € K. Predpokladejme naopak, ze |A| je invertibilni skaldr. Spocteme
primym vypoctem A - A" = (ci;):

n n
*
Cij = E AikQL; = E az’kAjk~
k=1 k=1

Pokud i = j je to pravé Laplacetv rozvoj |A| podle i-tého fadku. Pokud i # j jde o rozvoj
determinantu matice v niz je i-ty a j-ty fadek stejny a proto je c¢;; = 0. Odtud plyne
A-A* = |A|- E, ale jiz v 2.10] jsme odvodili, Ze z rovnosti A- B = E plynei B- A = E.
(Pokud tomu nékdo d& prednost, mize zopakovat predesly vypocet pro A™ - A.) O

3. Vektorové prostory a linearni zobrazeni

Vratme se ted na chvilku k systémiim m linearnich rovnic pro n proménnych z
[2.3] a predpokladejme navic, Ze jde o rovnice tvaru A - = 0, tj.

ail ce A1n I 0

Am1 - Gmn Ty 0

Diky vlastnosti distributivity pro nasobeni matic je okamzité zfejmé, zZe soucet dvou
feseni x = (x1,...,25) ay = (y1,-..,Yn) spliuje

A-(z+y)=A-z+A-y=0

a je tedy také feSenim. Stejné tak ziustava resenim i skalarni nasobek a-x. Mnozina
vSech feSeni pevné zvoleného systému rovnic je proto uzaviena na séitani vektoru a
nasobeni vektort skalary. To byly zakladni vlastnosti vektord dimenze n v K", viz
Ted ale médme vektory v prostoru feSeni s n soufadnicemi a ,dimenze“ tohoto
prostoru ur¢ité nema byt n (pokud matice systému neni nulovd). Pfipady dvou
rovnic pro dvé neznamé jsme potkali pfi feSeni geometrickych problémad v roviné v
[1-34)a pro dvé zavislé rovnice byl mnozinou vSech Feseni ,, jednorozmérny* prostor —
pfimka. U dvou nezévislych rovnic to byl prisec¢ik dvou pfimek, tj. ,nularozmérny“
prostor.

Uz v jsme ale potkali jesté zajimavéjsi priklad prostoru vsSech feSeni ho-
mogenni linedrni diferen¢éni rovnice (druhého ¥adu). Opét jsme dvé FeSeni mohli
libovolné kombinovat pomoci s¢itani a nasobeni skalary a dostali jsme tak vSechna
mozna feSeni. Tyto ,vektory* ovSem jsou nekonecné posloupnosti ¢isel, prestoze
intuitivné ocekdvame, ze dimenze celého prostoru feseni by méla byt dvé.

Potiebujeme proto obecnéjsi definici vektorového prostoru a jeho dimenze:

2.23. Abstraktni vektorové prostory. Vektorovym prostorem V nad polem
skalart K rozumime mnozinu spolu s operaci s¢itani, pro kterou plati axiomy
[L.I(KG1)~(KG4), a s ndsobenim skalary, pro které plati axiomy 2.1(V1)—(V4).
Pfipoménme nasi jednoduchou konvenci ohledné znaceni: skalary budou zpravi-
dla oznacovany znaky z pocatku abecedy, tj. a, b, c, . . ., zatimco pro vektory budeme
uzivat znaky z konce, u, v, w, x, y, z. Pfitom jesté navic vétsinou x, y, z budou
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opravdu n-tice skalart. Pro dplnost vyctu, pismena z prostfedka, napt. i,j, k,/
budou nejcastéji oznacovat indexy vyrazi.

Abychom se trochu pocvidili ve formalnim postupu, ovéfime jednoduché vlast-
nosti vektortt (které pro n-tice skalarti byly samoziejmé, nicméné ted je musime
odvodit z axiomil)

Tvrzeni. Necht'V je vektorovy prostor nad polem skaldri K, ddle uvazme a,b,a; €
K, vektory u,v,u; € V. Potom

(1) a-u =0 prdvé kdyz a = 0 nebo u =0

(2) (1) u=—u
(3)a'(U—U)=a-u—a~v

4) (a=b)ru=a-u-b-u

(5) (Ximiai) - (Z;nzl u) =3 1@y

DUKAZ. Mizeme rozepsat

(a+0)-u(‘/=2)a-u+0-u:a-u

coz podle axiomu (KG4) zaruc¢uje 0 - u = 0. Nyni

u+ (1) u ()

a odtud —u = (—1) - u. Déle

1+(-1)-u=0-u=0

a-(u+(=1)-v) (Vivg)wu—i—(—a)w:wu—a-v
coz dokazuje (3). Plati
(a—b)-u(vivs)a ut+(=b)-u=a-u—>b-u

a tim je ovéfeno (4). Vztah (5) plyne indukei z (V2) a (V1).

Zbyva (1):a-0=a-(u—u) =a-u—a-u =0, coz spolu s prvnim tvrzenim
tohoto dtikazu ukazuje jednu implikaci. K opac¢né implikaci poprvé potiebujeme
axiom pole pro skalary a axiom (V4) pro vektorové prostory: je-li p-u =0 ap # 0,
paku=1-u=(pt-p)-u=p1-0=0. O

V odstavci jsme pracovali s tzv. linedrnimi kombinacemi fadk matice.
S obecnymi vektory budeme zachézet zcela analogicky: Vyrazy tvaru a; -vy +---+
ag - v nazyvame linedrni kombinace vektori wvi,...,vx C V. Mnozina vektoriu
M C V ve vektorovém prostoru V nad K se nazyva linedrné nezavisld jestlize pro
kazdou k-tici vektorti vy,...,vx € M a kazdé skalary aq,...,a; € K plati:

ap-v1+--Fap-vp =0 = a;=ay=---=a;=0.
Posloupnost vektortu vy, ..., vx nazveme linedrné nezdvislou jestlize vy, ..., vx jsou
po dvou rizné a {vy,...,v;} je linedrné nezavisla. Mnozina M vektort je linedrné

zavisld, jestliZze neni linedrné nezéavisla. Pfimo z definice pak vyplyva, Ze neprazdna
podmnozina M vektorl ve vektorovém prostoru nad polem skalari K je zavisla
pravé, kdyz je jeden z jejich vektort vyjadritelny jako linearni kombinace ostatnich.

Pfimo z definic plyne, Ze kazdd podmnozina linearné nezavislé mnoziny M je
linedrné nezavisla. Stejné snadno vidime, ze M C V je linedrné nezavisla praveé
tehdy, kdyz kazda konecéna podmnozina v M je linedrné nezavisla.
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2.24. Vektorovy prostor ano ¢i ne? Rozhodnéte o nasledujicich mnozinach,
jestli jsou vektorovymi prostory nad télesem realnych cisel:

(1) Mnozina feseni homogenni diferen¢ni rovnice.

(2) Mnozina feSeni nehomogenni diferenéni rovnice.

3) {f:R—R[f(z) =c,ceR}

Reseni. (1) Ano. Mnozina feseni, tedy mnozina posloupnosti vyhovujicich dané
diferen¢ni homogenni rovnici, je evidentné uzaviena vzhledem ke s¢itani i nadsobeni
redlnym ¢islem: méjme posloupnosti (2,)5% 5 a (¥, )22, vyhovujici stejné homogenni
diferenc¢ni rovnici, tedy

a(n)z, +a(n —Dap_q1+--+al)z; =
a(n)yn +a(n —Dyp—1+---+a(l)yr = 0.

Sec¢tenim téchto rovnic dostaneme

a(n)(@xn +yn) +aln —1)(xp_1 + yp-1) +---+al)(@1 +y1) = 0,

tedy i posloupnost (z, + yn)2,, vyhovuje stejné diferencéni rovnici. Rovnéz tak
pokud posloupnost (z,,)22, vyhovuje dané rovnici, tak i posloupnost (kz,)52,
kde k € R.

(2) Ne. Soucet dvou FesSeni nehomogenni rovnice

a(n)e, +aln—1)zp1+- - +al)zy = ¢
a(n)yn +a(n —Dyp—1 +---+a(l)y = ¢, ceR—-{0}
vyhovuje rovnici
a(n)(l’n+y7l)+a(n7 1)($n—1 +yn—1) ++a(1)(l’1 +y1) = 267é C,

zejména pak nevyhovuje ptivodni nehomogenni rovnici.

(3) Vnimame-li zadani jako ,pro pevné z € R a pevné ¢ pozadujeme po re-
alnych funkcich, aby f(z) = ¢, pak je to vektrorovy prostor prave, kdyz ¢ = 0.
Pokud nam jde naopak o konstantni funkce, ty pochopitelné vektorovy prostor jsou
(opét jednorozmérny redlny prostor R). d

2.25. Generatory a podprostory. Podmnozina M C V se nazyva vektoroviym
podprostorem jestlize spolu se zuZenymi operacemi s¢itani a nasobeni skalary je
sama vektorovym prostorem. Tzn. pozadujeme

Va,be K, VYo,we M, a-v+b-we M.

Rozeberme si hned nékolik prikladu: Prostor n—tic skalarat R™ se séitanim a
nasobenim po slozkéch je vektorovy prostor nad R, ale také vektorovy prostor nad
Q. Napt. pro m = 2, jsou vektory (1,0),(0,1) € R? linedrné nezavislé, protoze z
a-(1,0)+b-(0,1) = (0,0) plyne a = b = 0. Dale, vektory (1,0),(v/2,0) € R?
jsou linearné zavislé nad R, protoze v/2 - (1,0) = (v/2,0), oviem nad Q jsou line-
arné nezavislé! Nad R tedy tyto dva vektory ,generuji“ jednorozmérny podprostor,

zatimco nad QQ je dvourozmérny.



3. VEKTOROVE PROSTORY A LINEARNI ZOBRAZENI 63

Polynomy stupné nejvyse m tvoii vektorovy prostor R,,[x]. Polynomy miizeme
chapat jako zobrazeni f : R — R a séitani a nasobeni skalary definujeme takto:
(f+9)(x) = f(z)+g(x), (a- f)(x) =a- f(z). Polynomy vSech stupiit také tvoii
vektorovy prostor Ry[z] a R, [2] C R,[x] je vektorovy podprostor pro vSechna
m < n < oco. Podprostory jsou napf. vSechny sudé polynomy nebo liché polynomy
(f(—2) = £f(z)).

plné analogicky jako u polynomt mizeme definovat strukturu vektorového
prostoru na mnozin€ viech zobrazeni R — R nebo vsech zobrazeni M — V libovolné
pevné zvolené mnoziny M do vektorového prostoru V.

Protoze podminka v definici podprostoru obsahuje pouze univerzalni kvantifi-
katory, je jisté prunik podprostort opét podprostor. Snadno to ovéfime i pfimo:
Necht W;, i € I, jsou vektorové podprostory ve V, a,b € K, u,v € N;efW;. Pak
pro vSechny ¢t € I, a-u+b-v € W;, to ale znamené, ze a-u+b-v € N W.

Zejména je tedy podprostorem prinik vSech podprostort W C V, které ob-
sahuji pfedem danou mnozinu vektort M C V. Rikdme, Ze takto M generuje
podprostor (M), nebo ze prvky M jsou generdtory podprostoru (M).

Zformulujme opét nékolik jednoduchych tvrzeni o generovani podprostort:

Tvrzeni. Pro kaZdou podmnozZinu M C V plati

(1) < >f{a1'u1+~-~+ak-uk; kGN,ai GK,Uj GM,j:].,...,k}
(2) M = (M) prdvé kdyz M je vektorovy podprostor

(3) jestlize N C M pak (N) C (M) je vektorovy podprostor

(4) (0) = {0} C V, trividini podprostor.

DUkaz. (1) Plati {a1us + -+ + agug} C (M) a zaroven je to vektorovy pod-
prostor (ovétte!), ktery obsahuje M. (2) plyne z (1) a definice vektorového pod-
prostoru. (3): Nejmensi vektorovy podprostor je {0}, protoZe prazdnou mnozinu
obsahuji vSechny podprostory a kazdy z nich obsahuje 0. O

2.26. Baze a soucty podprostoru. Necht V;, i € I, jsou podprostory ve V. Pak
podprostor generovany jejich sjednocenim, tj. (U;c;V;), nazyvame soucétem podpro-
storu V;. Znacime Z,LEI Vi. Zejména pro Vi,...,V, CV,

Vit +Vi=WV1UVaU---UVg).

Vidéli jsme, ze kazdy prvek v uvazovaném souctu podprostori mizeme vy-
jadrit jako linedrni kombinaci vektord z podprostorit V;. Protoze vsak je séitani
vektorti komutativni, 1ze k sobé poskladat cleny patiici do stejného podprostoru a
pro koneény soucet k podprostort tak dostavame

Vi+Vo+-- 4V :{'ul+~~~+vk; v; € V;,ZZLIC}
Soucet W = Vi 4.4V, C V se nazyva primy soucet podprostori, jsou-li prianiky
vSech dvojic trividlni, tj. V; N'V; = {0} pro vSechny i # j. V takovém pfipadé lze
kazdy vektor w € W napsat pravé jednim zpusobem jako soucet
w=vg + -+ Vg,
kde v; € V;. Pro pfimé soucty piseme
W=Wa& - -oV,=aer,V.

Podmnozina M C V se nazyvé bdze vektorového prostoru V, jestlize (M) =V

a M je linedrné nezévisla. Vektorovy prostor, ktery ma konecnou bazi nazyvame
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konecnérozmeérny, mohutnost baze nazyvame dimenzi VEl Nemé-li V' konec¢nou bazi,
fikdme, ze V je nekonecnérozmérny. Piseme dimV = k, k € N, pripadné k = co.
Bézi k-rozmérného prostoru budeme obvykle zapisovat jako k-tici v = (vy...,vk)
bazovych vektorti. Jde tu predevsim o zavedeni konvence: U kone¢nérozmérnych
podprostort budeme totiz vzdy uvazovat bazi véetné zadaného poradi prvku i kdyz
jsme to takto, striktné vzato, nedefinovali.

Zjevné, je-li (v1,...,v,) bazi V, je cely prostor V pfimym souctem jednoroz-
mérnych podprostort

V=)@ - ®(v,).

2.27. Véta. Z libovolné konecné mnoziny generdtori vektorového prostoru V' lze
vybrat bdzi. Kazda bdze V' md pritom stejny pocet proki.

DUKAZ. Prvni tvrzeni je snadno vidét indukei pfes podet generatort k: Jediné nulovy
podprostor nepotiebuje zadny generator a tedy umime vybrat prazdnou béazi. Naopak,
nulovy vektor vybrat nesmime (generdtory by byly linedrné zavislé) a nic jiného uz v
podprostoru neni. Pii k = 1 je V = ({v}) a v # 0 protoze {v} je linedrné nezivisla
mnozina vektord. Pak je ovSem {v} zdroven baze V.

Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro k = n, a uvazme V = (v1,...,vn41). Jsou-li
V1,...,Un+1 linedrné nezavislé, pak tvoti bazi. V opacném pripadé existuje index i takovy,
ze

Vi =a1v1 + o+ ai—1Vio1 + Qi1Vir1 o+ Qnp1Unpt.

Pak ovéem V = (v1,...,0i—1,Vit1,...,Un+1) & jiz umime vybrat bazi (podle indukéniho
predpokladu).
Zbyva ovéfit, ze baze maji vzdy stejny pocdet prvki. Uvazujme bazi (vi,...,v,) pro-

storu V' a libovolny nenulovy vektor
u=ai-vi+-+an-vn €V

s a; # 0 pro jisté i. Pak

v = a%(u—(th cU1 Qi1 Vi1 Qi1 - Vit +“'+an~vn))
a proto také (u,vi,...,0i—1,Vit1,...,0n) = V. Jisté je to opét béaze, protoze vektory
VlyeeoyVie1, Vigl, - - -, Un byly nezévislé, takze kdyby ptridanim w vznikly linedrné zavislé
vektory, pak by u bylo jejich linedrni kombinaci, ale to by znamenalo V' = (v1,...,v;—1, vit1
coz neni mozné. Takze uz vime, ze pro libovolny nenulovy vektor v € V existuje i,
1 <i<mn, takové, ze (u,v1,...,0i—1,Vit1,...,0,) je Op&t baze V.

Dale budeme misto jednoho vektoru u uvazovat linearné nezavislou mnozinu u1, ..., ux
a budeme postupné pridavat ui,us,..., vzdy vyménou za vhodné v; podle predchoziho
postupu. Je tieba pouze ovérit, ze takové v; vzdy bude existovat (tj. Zze se nebudou vek-
tory u vyménovat vzajemné). Predpokladejme tedy, ze jiz méme umisténé uq, ..., ue. Pak
Ug41 se jisté vyjadii jako linedrni kombinace téchto vektort a zbylych v;. Pokud by pouze
koeficienty u u1, ..., ue byly nenulové, znamenalo by to, Ze jiz samy vektory wui, ..., uet1
byly linearné zavislé, coz je ve sporu s nasimi predpoklady.

Pro kazdé k < n tak po k krocich ziskame bézi ve které z ptivodni doslo k vyméné k
vektoru za nové. Pokud by k& > n, pak jiz v n-tém kroku obdrzime bazi vybranou z téchto
vektorl, coz znamend, ze nemohou byt linedrné nezavislé. Zejména tedy neni mozné, aby
dvé baze mély rizny pocet prvkii. O

2Vsimnéme si, ze trividlni podprostor je generovan prazdnou mnozinou, kterd je ”prazdnou”
bazi. M4 tedy trividlni podprostor dimenzi nulovou.

P

. ,Un>,
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Ve skuteénosti jsme dokazali silnéjsi tvrzeni, tzv. Steinitzovu vétu o vyméné, kterd rika,
ze pro kazdou konecnou bazi a kazdy systém linedrné nezavislych vektord ve V' umime najit
podmnozinu bazovych vektord, které zaménou za zadané nové vektory daji opét bazi. Mizeme
si také sformulovat zjevné dusledky:

Tvrzeni. (1) KaZdé dvé bdze konecnérozmérného vektorového prostoru maji stejny
pocet vektori, tzn. Ze nase definice dimenze nezavisi na volbé baze.

(2) Md-li V konecnou bazi, lze kaZdou linedrné nezdvislou mnoZinu doplnit do bdze.

(3) Bdze konecénérozmérngch vektorovych prostori jsou pravé mazimdlni linedrné
nezdvislé mnoziny

(4) Bdaze prostoru s konecnou dimenzi jsou prdvé minimdlni mnoZiny generdtori

Dausledek. Necht W, W1, Wy C V jsou podprostory v prostoru konecné dimenze.
Pak platt

(1) dimW < dimV
(2) V=W pravé kdyz dimV = dim W
(3) dim Wi +dim Wy = d1m(W1 + Wz) + dlm(W1 n WQ)

DUKAZ. Zbyva dokazat pouze posledni tvrzeni. To je ziejmé, pokud je dimenze
jednoho z prostoru nulova. Predpokladejme tedy dim W7 =r # 0, dim Wy = s # 0

anecht (w; ..., w;) je bdze W1 NWy (nebo prazdnd mnozina, pokud je prinik trivi-
alni). Podle predchozi véty 1ze tuto bazi doplnit na bazi (w, ..., wt, st - - ., Uy) Pro
Wi abézi (wy ..., we, Va1, ..., 0s) Pro Wa. Vektory wy, ..., We, Upt1y -y Up, Vg1 -« -, Us

jisté generuji Wy + Ws. Ukazeme, Ze jsou pritom linearné nezévislé. Nechft
ap-wy+ ot apcwg + by U o+ b Up 1 Vg1 o+ 05 =0

Pak —(cip1-Vip1 4+ o vs) =ar-wr -+ ap - wp + bppr U+ + b uy
musi pattit do Wo N W;. To ale ma za nasledek, ze b1 = --- = b, = 0. Pak ovSem
iay-wy+ -+ ap-wp+ 1 - V1 + - + ¢s - vs = 0 a protoze prislusné vektory
tvori bazi Wa, jsou vSechny koeficienty nulové. Tvrzeni (3) se nyni ovéfi pfimym
pocitanim generatorii. (I

2.28. Priklady. (1) K® mé (jako vektorovy prostor nad K) dimenzi n. Bazi je
napf. n-tice vektort

Tuto bazi nazyvame standardni bdaze v K™. V pripadé konec¢ného pole skalari, napft.
Zyi,, ma cely vektorovy prostor K" jen koneény pocet prvkia. Kolik?
(2) C jako vektorovy prostor nad R ma dimenzi 2, bazi tvoii napt. ¢isla 1 a i.
(3) K,u[z], tj. prostor polynomt stupné nejvyse m, méa dimenzi m + 1, bazi

je napt. posloupnost 1,z,2%,...,2™. Vektorovy prostor viech polynomt K[z] m4
dimenzi oo, umime v8ak jesté stale najit bazi (i kdyZ s nekoneéné mnoha prvky):
1,z,22,. ...

(4) Vektorovy prostor R nad Q mé dimenzi co a nemé spocetnou bazi.
(5) Vektorovy prostor vSech zobrazeni f : R — R ma také dimenzi co a nemé
spocetnou bazi.
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2.29. Soufadnice vektoru. Kdyz je mnozina {v1,...,v,} C V je baze, mizeme
kazdy vektor v € V vyjadrit jako lineadrni kombinaci v = a;v; + - - - + a,v,. Pred-
pokladejme, ze to udélame dvéma zpisoby:

v=a1vy + -+ apv, =bjvy + - + byv,.

Potom ale

0=(a1 —b1) -v1+- 4 (an—"by) v,
a proto a; = b; pro vsechna i = 1,...,n. Lze tedy kazdy vektor zadat pravé jedinym
zpusobem jako linearni kombinaci bazovych vektort. Koeficienty této jediné linearni
kombinace vyjadiujici dany vektor v € V' ve zvolené bazi (vy,...,v,) se nazyvaji
souradnice vektoru v v této bazi.

Pritazeni, které vektoru v = ajvy + - - - + a,v, pritadi jeho souradnice v bazi
v, budeme znacit stejnym symbolem v : V' — K”. M4 tyto Vlastnostiﬂ

o v(u+w)=uv(u) +uv(w); Yu,weV
o v(a-u)=a- v(u); VaecKVYueV.

To jsou ale vlastnosti zobrazeni, kterym jsme v geometrii roviny fikali linearni
(zachovavaly nasi linedrni strukturu v roving). Jsou tedy soufadnice vlastné linedrni
zobrazeni z (abstraktniho) vektororového prostoru V' do n-tic skalartt K", kde n je
dimenze V. Nez se budeme vénovat podrobnéji zavislosti soufadnic na volbé béaze,
podivame se obecnéji na pojem linearity zobrazeni.

2.30. Priklad.

2.30.1. Urcete vsechny konstanty a € R takové, aby polynomy ax®+x +2, —2x2 +
ar +3 a 2% + 2x + a byly linedrné zdvislé (ve vektorovém prostoru polynomi jedné
proménné stupné nejvgse 3 nad redlnymi éisly).

Reseni. V bézi 1, z, 22 jsou soufadnice zadanych vektort (polynomi) nésledujici:
(a,1,2), (—2,a,3), (1,2,a). Polynomy budou zavislé, pravé kdyz bude mit matice,
jejiz fadky jsou tvoreny souradnicemi zadanych vektorti mensi hodnost, nez je pocet
vektori, v tomto pripadé tedy hodnost dvé a mensi. V pripadé c¢tvercové matice
nizs$i hodnost nez je pocet fadki je ekvivalentni nulovosti determinantu dané matice.
Podmika na a tedy zni

a 1 2

-2 a 3|=0,

1 2 a
tj. a bude kofenem polynomu a® — 6a — 5 = (a + 1)(a®? — a — 5), tj. tloha ma tii
feSeni a1 = —1, az 3 = 11[27\/5 O

2.31. Linearni zobrazeni. Necht V' a W jsou vektorové prostory nad tymz polem
skalart K. Zobrazeni f : V. — W se nazyva linedrni zobrazeni (homomorfismus)
jestlize plati:

(1) flutv) = f(u)+ f(v), Vu,v eV

(2) fla-u)=a- f(u), Va e K, Yue V.

3V&imnéme si, Ze operace na levych a pravych stranach téchto rovnic nejsou totozné, naopak,
jde o operace na ruznych vektorovych prostorech! Pri této prilezitosti se také mizeme zamyslet
nad obecnym pfipadem baze M (moZnéd nekoneénérozmérného) prostoru V. Baze pak nemusi byt
spocetné, porad ale jesté mizeme definovat zobrazeni M : V — KM (tj. soutadnice vektoru jsou
zobrazeni z M do K).



.24

3. VEKTOROVE PROSTORY A LINEARNI ZOBRAZENI 67

Samoziejmé, Ze jsme takova zobrazeni jiz vidéli ve formé nasobeni matic:
K'sz— A-ze K™

s matici typu m/n nad K. Obraz Imf = f(V) C W je zjevné vektorovy pod-
prostor. Stejné tak je vektorovym podprostorem mnozina vsech vektoru Ker f :=
f71({0}) C V. Nazyva se jddro linedrniho zobrazeni f. Linearni zobrazeni, které je
bijekci nazyvame izomorfismus.

Podobné jako u abstraktni definice vektorovych prostort, i zde je na misté z axiom( ovéfit
zdanlivé samozrejma tvrzeni:

Tvrzeni. Necht f : V. — W je linedrni zobrazeni. Pro vSechny wu,ui,...,ur € V,
ai,...,ar € K plati:

(1) f(0)=0

2) f(—w) = —f(w)

(3) flar-ur+---+ar-up) =ar- flur) + -+ ax - fur)

(4) pro kazdy vektorovy podprostor Vi C V je jeho obraz f(Vi) wektorovy podprostor ve

wW.
(5) Pro kazdy podprostor Wi C W je mnozina f~(W1) = {v € V; f(v) € Wi} vektorovy
podprostor ve V.

DUKAzZ. Pocitame s vyuzitim axiomu a definic a jiz dokdzanych vysledki — dohledejte
samostatné!:
fO)=flu—u)=f(1-1)-u)=0-f(u) =0.
f(=u) = f((=1) -u) = (=1) - f(u) = — f(u).
Vlastnost (3) se ovéfi snadno indukei z definiéniho vztahu.
Z (3) nyni plyne, ze (f(V1)) = f(V1), je to tedy vektorovy podprostor.
Je-li naopak f(u) € Wi a f(v) € Wi, pak pro libovolné skalary bude i f(a-u+b-v) =
a-f(u)+0b- f(v) € Wi. O

2.32. Jednoduché dusledky.

(1) Slozeni go f : V — Z dvou linedrnich zobrazeni f : V — W ag: W — Z je
opét linearni zobrazeni.

(2) Linearni zobrazeni f : V' — W je izomorfismus pravé kdyz Im f = W a Ker f =
{0} C V. Inverzni zobrazeni k izomorfismu je opét izomorfismus.

(3) Pro podprostory Vi, V5 a linedrni zobrazeni f : V. — W plati f(V5 + Vo) =
fV) + f(Va), f(VinVa) C f(Vi) N f(Va).

(4) Zobrazeni ”pfifazeni soufadnic” u : V — K" dané libovolné zvolenou bézi
u = (uq,...,up) vektorového prostoru V je izomorfismus.

(5) Dva koneénérozmérné vektorové prostory jsou izomorfni préavé kdyz maji stej-
nou dimenzi.

(6) Slozeni dvou izomorfismu je izomorfismus.

DUkAZ. Ovéfeni prvniho tvrzeni je snadné cviceni. Pro druhé si uvédomme,
ze je-li f linedrni bijekce, pak w = f~1(au + bv) pravé, kdyz f(w) = f(a- f~(u) +
b- f~1(v)). Je tedy inverze k linearni bijekci opét linearni zobrazeni. Déle, f je
surjektivni pravé, kdyz Im f = W a pokud Ker f = {0}, pak f(u) = f(v) zaruéuje
fu—v) =0, tj. u =v. Je tedy v tom pfipadé f injektivni.
Dalsi tvrzeni se dokaze snadno pfimo z definic. Najdéte si protipiiklad, ze v
dokazované inkluzi opravdu nemusi nastat rovnost! Zbyvajici body jsou jiz zfejmé.
O
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2.33. Opét souradnice. Uvazujme libovolné vektorové prostory V, W nad K s
dimV = n, dim W = m a méjme linearni zobrazeni f : V' — W. Pro kazdou volbu
bazi uw = (u1,...,u,) na V, v = (v1,...,v,) na W, mame k dispozici pfislusna
pfirazeni soutadnic:

Ve /e"—>W

ulg :lv
Ju,w

K® > K™

Pritom je kazdé linearni zobrazeni jednozna¢né urcéeno svymi hodnotami na libo-
volné mnoziné generatori, zejména tedy na bazi u. Oznacme

flur) = a11-v1 + a1 -va+ -+ A1t

flug) = a12 - v1 + age - va + - - + A2t

fun) = a1n - v1 + a2n - V2 + - + AU

tj. skalary a;; tvori matici A, kde sloupce jsou souradnice hodnot zobrazeni f na
bazovych vektorech. Pro obecny vektor w = by - uy + - - - + b, - u,, sSpocteme

fu) =0b1- fur) + -+ by - f(ug)
== bl(allvl + -+ amlvm) R bn(alnvl + -+ amnvm)
:(b1a11+"'+bna1n)'v1+"'+(b1am1+"’+bnamn)'vm

Pomoci nasobeni matic lze nyni velice snadno a prehledné zapsat hodnoty zobra-
zeni f, ,(w) definovaného jednozna¢né predchozim diagramem. Pfipomenme si, ze
vektory v K* chapeme jako sloupce, tj. matice typu k/1

fup(u(w)) = v(f(w)) = A u(w).
Matici A nazyvame matici zobrazeni f v béazich u, v. Naopak, kazda volba matice A
typu m/n zadévé jednoznacné linedrni zobrazeni K" — K. Mame-li tedy zvoleny
béze prostortt V a W, odpovida kazdé volbé matice typu m/n pravé jedno linedrni
zobrazeni V — W.
Jestlize za V i W zvolime tentyZ prostor, ale s riznymi bazemi, a za f iden-
tické zobrazeni, vyjadiuje nas postup vektory baze u v souradnicich vzhledem k v.
Oznacme vyslednou matici 7. Kdyz pak zadame vektor u

U=2TiUL + -+ TpUpn

v soutadnicich vzhledem k w a dosadime za u;, obdrzime souradné vyjadreni
téhoz vektoru v bazi v. Staci k tomu preskladat pofadi sc¢itanci a vyjadrit skalary
u jednotlivych vektort baze. Podle vyse uvedeného postupu musi vyjit z =T - x.
Tuto matici nazyvame matice prechodu od baze u k bazi v. Matice T' zadavajici
transformaci soufadnic z baze u do baze v je tedy matici identického zobrazeni
dy:V—->V:

Ptimo z definice vyplyva:
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Tvrzeni. Matici T prechodu (od bdze u k bdziv) ziskame tak, Ze soutadnice vektori
bdze uw v bazi v napiseme do sloupctu matice T'.

Funkce matice prechodu je takova, ze zname-li souradnice = vektoru v bazi u,
pak jeho soufadnice v bazi v se obdrzi vynasobenim sloupce z matici prechodu
(zleva). Protoze inverzni zobrazeni k identickému je opét totéz identické zobrazeni,
je matice pfechodu vzdy invertibilni a jeji inverze je pravé matice prechodu opa¢nym
smérem, tj. od baze v k bazi u.

2.34. Vice souradnic. Nyni snadno vidime, jak se skladaji soufadnd vyjadieni
linearnich zobrazeni. Uvazme jesté dalsi vektorovy prostor Z nad K dimenze k s
bazi w, linedrni zobrazeni g : W — Z a oznac¢me piislusnou matici g, .. Pro matice
téchto zobrazeni dostavame ¢imz jsme odvodili:

Jow © fuw(@) =B (A-2)=(B-A) 2= (90 f)uw(T)

pro vSechny = € K”. Vs§imnéte si, ze isomorfismy odpovidaji pravé invertibilnim
maticim.

Stejny postup nam davé odpovéd na otézku, jak se zméni matice zobrazeni,
zménime-li baze na defini¢nim oboru i oboru hodnot:

id id
v Ly Yy
R T R f >Km st > Km

kde T je matice prechodu od v’ k u a S je matice pfechodu od v" k v. Je-li tedy A
ptvodni matice zobrazeni, bude nova dana jako A’ = S—1AT.

Ve specialnim ptipadé linearniho zobrazeni f : V' — V vyjadiujeme zpravidla
f pomoci jedné béze u prostoru V, to je prechod k nové bazi u' bude znamenat
zménu na A’ = T—1AT.

2.35. Piiklady.
2.35.1.

2.35.2. Je ddno linedrni zobrazeni R> — R? ve standardni bdzi ndsledugjici matici:

1 -1 0
0 1 1
2 0 0
Napiste matici tohoto zobrazeni v bazi
fl = (17 17 0)
f2 = (_17 17 1)
f3 = (27 07 1)

Reseni. Matice prechodu T od baze f = (f1, fo, f3) k standardni bazi, tj. bazi

danou vektory (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1), ziskdme podle Tvrzeni 2.25 zapsdnim sou-

fadnic vektort fi, f2, f3 ve standardni bazi do sloupct matice prechodu 7. Mame
tedy

1 -1 2

T=11 1 0

0 1 1
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Matice pfechodu od standardni baze k bazi f je potom T, coz je

1 3 _1

ST e

IR T |

4 T i 2

Matice zobrazeni v bazi f je potom

1 _3
. L
T"AT=\|2 0 =
i 5 8
1 1

— Rl Wl

Reseni. Dvojnasobna vlastni hodnota -1, pifslusné vlastni vektory [2,0,1], [1,1,0],
jednondsobna vlastni hodnota 0, vlastni vektor [1,4, —3]. Osova soumérnost podle
pfimky dané poslednim vektorem slozena s projekci na rovinu kolmou k poslednimu
vektoru, tedy danou obecnou rovnici z 4+ 4y — 3z = 0.

O

2.36. Linearni a multilinearni formy. Specidlnim pfipadem linearnich zobra-
zeni jsou tzv. linedarnt formy. Jde o linedrni zobrazeni z vektorového prostoru V' nad
polem skalart K do skalart K. Jsou-li dany soutadnice na V', je pfifazeni jednotlivé
i-té souradnice vektortim pravé takovou linearni formou.

Pii pevné zvolené bazi {1} na K jsou s kazdou volbou baze na V linedrni formy
ztotoznény s maticemi typu 1/n, tj. s faddky. Vyéisleni takové formy na vektoru je
pak dano vynasobenim prislusného radkového vektoru se sloupcem souradnic.

Mnozina vsech linearnich forem na daném prostoru V' je opét vektorovy prostor,
znacime jej V*. Pokud je V' konec¢nérozmeérny, je V* izomorfni prostoru V. Realizace
takového izomorfismu je dana napt. volbou tzv. dudlni baze k zvolené bazi na V,
jejimiz prvky «; jsou pravé formy zadavajici i-tou souradnici.

Podobné budeme pracovat i se zobrazenimi ze soucinu k kopii vektorového
prostoru V' do skalara linearnich v kazdém argumentu. Hovorime o k-linedrnich
formach. Budeme se setkavat (a jiz jsme je vidéli v dimenzi 2) zejména s n-linedrnimi
antisymetrickymi formami (formy objemu) a symetrickymi bilinedrnimi formami.

2.37. Velikost vektoru. V geometrii roviny jsem jiz pracovali nejen s bazemi
a linedrnimi zobrazenimi, ale také s velikosti vektort a jejich thly. Pro zavedeni
téchto pojmi jsme pouzili soufadného vyjadreni pro velikost v = (z,y):

[ol] = Va2 +y2,

zatimco thel ¢ dvou vektori v = (z,y) a v’ = (¢, y’) byl dan
zx’ + yy'

COSp = ————.
[[o][{]v"]
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Povsimnéme si, ze vyraz v citateli posledniho vyrazu je linedrni v kazdém ze
svych argumentti, znac¢ime jej (v,v’) a fikdme mu skaldrni soucin vektori v a v’.
Skalarni soucin je také symetricky ve svych argumentech a plati

[v]l* = (v, v).

Zejména plati, Ze ||v|| = 0 préavé, kdyz v = 0. Z nasich tvah je také vidét, ze v
Euklidovské roviné jsou dva vektory kolmé pravé, kdyz je jejich skalarni soucin
nulovy.

Analogicky budeme postupovat v obecném pripadé redlného vektorového pro-
storu. Skaldrni soucin na vektorovém prostoru V nad redlnymi ¢isly je bilinearni
symetrickd forma (, ) : V x V — R takov4, ze (v,v) > 0 a je roven nule pouze pii
v = 0. Pro skalarni soudin se ¢asto pouziva také obvyklé tecky, tj. (u,v) = u - v.
Z kontextu je pak t¥eba poznat, zda jde o soucin dvou vektorii (tedy vysledkem je
skalar) nebo néco jiného.

Vektory v a w € V se nazyvaji ortogondlni, jestlize (v,w) = 0. Vektor v se
nazyvéa normovany, jestlize ||v|| = 1. Baze prostoru V slozend z ortogonélnich vek-
tord se nazyva ortogondini bdze. Jsou-li bazové vektory navic i normované, je to
ortonormdlni bdze.

Uhel ¢ dvou vektorti v a w je déan vztahem

(v, w)

COS(p = ———.
[[ollffwll

Tvrzeni. Skaldrni soucin je v kazZdé ortonormdlni bdzi ddn virazem

(z,y) =2 - y.

V obecné bdzi V existuje symetrickd matice S takovd, Ze
(z,5) =T Sy,

DUKAz. Skaldrni soudin je plné uréen svymi hodnotami na dvojicich bazovych
vektorti. Zvolme tedy bazi u a oznac¢me

Sij = <Ui,Uj>.

Pak ze symetri¢nosti skaldrniho sou¢inu plyne s;; = s;; a z linedrnosti soucinu v
kazdém z argumentt dostavame:

O @i,y yjug) =D wwyyluiug) =) sijriy;.
A 7 ¥ )

Pokud je baze ortonormaélni, je matice S jednotkovou matici. (]

Uvidime o néco pozdéji, ze na kazdém vektroovém prostoru se skalarnim sou-
¢inem existuji ortonormalni baze, viz [2.48

2.38. Priklady.

2.38.1. Oznacme S stied hrany AB krychle ABCDEFGH (v obvyklém oznadend,
s hranou AE). Urcete cosinus odchylky usecek ES a BG.

ResSeni. Vzhledem k tomu, #e homotetie (stejnolehlost) je podobnym zobraze-
nim, tj. zachovava uhly, mizeme predpokladdat, ze krychle ma hranu velikosti 1.
Umistime-li navic bod A do pocéatku soufadné soustavy a body B, resp. £ do bodu
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o soufadnicich [1, 0, 0], resp. [0, 0, 1], pak maji zbylé uvazované body nésledujici sou-
fadnice: S = [1/2,0,0], G = [1, 1, 1], tedy vektor ES = (1/2,0,—-1) a BG = (0,1,1).
Pro hledany cosinus odchylky ¢ tedy mame

(1/2a0a_1)(071a1) \/E

s(@) = | /2,0, DO LOI| ~ V3

4. Vlastnosti linearnich zobrazeni

Podrobnéjsim rozborem vlastnosti rtiznych typt linedrnich zobrazeni se nyni
dostaneme k poradnéjsimu pochopeni nastroji, které nam vektorové prostory pro
linearni modelovani procesu a systému nabizeji.

2.39. Priklady. Zac¢neme nékolika priklady v prostorech malych dimenzi. Ve stan-
dardni bazi R? uvazujme nésledujici matice zobrazeni f : R? — R2:

1 0 0 1 a 0 0 -1
=0 o) 2=(00) o= 3) 2=(0 %)
Matice A zadéava kolmou projekci podél podprostoru
W c {(0,a); a € R} Cc R?

na podprostor
V c {(a,0); a € R} C R?.

Evidentné pro toto zobrazeni f : R? — R? plati fo f = f a tedy f|im s je identické
zobrazeni. Jadrem f je pravé podprostor W.

Matice B mé vlastnost B? = 0, plati tedy totéz o piislusném zobrazeni f.
MuZeme si jej predstavit jako matici derivovani polynomid R;[x] stupné nejvyse
jedna v bazi (1,x).

Matice C' zadava zobrazeni f, které prvni vektor baze zvétsi a—krat, druhy
b—krat. Tady se nam tedy celd rovina rozpada na dva podprostory, které jsou zob-
razenim [ zachovéany a ve kterych jde o pouhou homotetii, tj. roztazeni skalarnim
nasobkem. Naprf. volba a = 1, b = —1 odpovida komplexni konjugaci x+iy +— x—1iy
na dvourozmérném realném prostoru R? ~ C v bazi (1,14). Toto je linearni zobrazeni
realného vektorového prostoru, nikoliv vSak jednorozmérného komplexniho prostoru
C. V geometrii roviny jde o zrcadleni podle osy x.

Matice D je matici rotace o pravy thel ve standardni bazi. Jako pro kazdé
linearni zobrazeni, které je bijekci, umime najit baze na defini¢nim oboru a oboru
hodnot, ve kterych bude jeho matici jednotkovd matice E (prosté vezmeme jakou-
koliv bazi na definiénim oboru a jeji obraz na oboru hodnot). Neumime ale v tomto
pripadé totéz s jednou bazi na zacatku i konci. Zkusme vsSak uvazovat matici C
jako matici zobrazeni g : C? — C2. Pak umime najit vektory u = (i,1), v = (1,4),
pro které bude platit

=8 3 ()enno-@ D)-()--on

To ale znamend, Ze v bazi (u,v) na C?> méa g matici

o )
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a povSimnéme si, ze tato komplexni analogie k pripadu matice C' ma na diagonéle
prvky +a, a = cos(%w) +1 sin(%w). Jinymi slovy, argument v goniometrickém tvaru
tohoto komplexniho ¢isla udava thel otoceni. Navic, mtzeme si oznacit realnou a
imaginarni ¢ast vektoru u takto

U =Ty + 1Y, =Reu+ilmu= (?)—I—z (é)

a zuzeni komplexniho zobrazeni g na realny vektorovy podprostor generovany vek-
tory x, a iy, (tj. ndsobeni komplexni jednotkou i) je pravé otoceni o thel %ﬂ'.

2.40. Vlastni éisla a vlastni vektory zobrazeni. Kli¢em k popisu zobrazeni v
predchozich piikladech byly odpovédi na otazku ,,jaké jsou vektory splnujici rovnici
f(u) = a-u?“ pro né&jaké skalary a. Zvolme tedy pevné linedrni zobrazni f : V — V
na vektorovém prostoru dimenze n nad skalary K. Jestlize si pfedstavime takovou
rovnost zapsanou v soufradnicich, tj. s vyuZitim matice zobrazeni A v néjakych
bazich, jde o vyraz
Az—a-z2=(A—a-E)-z=0.

7Z predchoziho vime, ze takova soustava rovnic mé jediné feSeni x = 0, pokud je
matice A — aF invertibilni. My tedy chceme najit takové hodnoty a € K, pro které
naopak A — aF invertibilni neni, a nutnou a dostate¢nou podminkou je (viz Véta
2.22)

(2.1) det(A—a-FE)=0.

Jestlize povazujeme A = a za proménnou v predchozi skalarni rovnici, hleddme ve
skutecnosti kofeny polynomu stupné n. Jak jsme vidéli v pfipadé matice D vyse,
kofeny mohou, ale nemusi existovat podle volby pole skalaru K.

Skaldry vyhovujici rovnici f(u) = a - u pro nenulovy vektor v € V nazyvéme
vlastni ¢isla zobrazeni f, prislusné vektory u pak vlastni vektory zobrazeni f.

7 definice vlastnich Cisel je ziejmé, Ze jejich vypocet nemuze zaviset na volbé
baze a tedy matice zobrazeni f. Skutecné, jako primy disledek trasformacnich vlast-
nosti z [2.34 a Cauchyovy véty pro vypocet determinantu soucinu dostévame
jinou volbou soufadnic matici A’ = P"1AP s invertibilni matici P a

|P7YAP — \E| = |P"'AP — P7'AEP| = |[P Y (A - AE)P| = |P7Y)||(A — \E||P|,

protoze nasobeni skalari je komutativni a [P~ = |P|~L.

Obdobnou terminologii pouzivame i pro matice. Pro matici A dimenze n nad K
nazyvame polynom |A — AE| € K,,[\] charakteristicky polynom matice A. Kofeny
tohoto polynomu jsou vlastni hodnoty matice A. Je-li A matice zobrazeni f:V — V'
v jisté bézi, pak |A — \E| nazyvame také charakteristicky polynom zobrazeni f.

Protoze je charakteristicky polynom zobrazeni f : V — V nezévisly na volbé
baze V, dimV = n, jsou i jeho koeficienty u jednotlivych mocnin proménné A
skalary vyjadiujici vlastnosti zobrazeni f, tj. nemohou zaviset na nasi volbé baze.
Zejména je snadné vyjadrit koeficienty u nejvyssich a nejnizsich mocnin:

|A— )\E‘ — (_1)71,)\n+ (_1>n—1(a11 +"'+ann)')\n_1 et |A‘)\O

Soucet diagonalnich ¢lenti matice se nazyva stopa matice, znac¢ime ji TrA, stopa
zobrazent je definovana jako stopa jeho matice v libovolné bazi.

2.41. Véta. Viastni vektory linedrniho zobrazeni f : V. — V prislusné rizngm
vlastnim hodnotdm jsou linedrné nezdvisle.
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DUKAZ. Necht aq,...,ax jsou rizné vlastni hodnoty zobrazeni [ a uq,...,ux
vlastni vektory s témito vlastnimi hodnotami. Dtikaz provedeme indukci ptes pocet
linedarné nezavislych vektortt mezi zvolenymi. Predpoklddejme, Ze wuq,...,us jsou
linedrné nezavislé a w11 = Y, c;u; je jejich linedrni kombinaci. Alespon £ = 1 lze
zvolit, protoze vlastni vektory jsou nenulové. Pak ovSem a;41 - uj41 = 22:1 aj+1 -
Ci - Uj, tJ

l

! l
fugr) = ZQZ—H TGt U = Zci fwi) = ZCi TG Uy
i=1 i=1

i=1

Odec¢tenim dostavame 0 = 22:1 (ar4+1—a;)-¢; - u;, vSechny rozdily vlastnich hodnot
jsou nenulové a alesporni jeden koeficient ¢; je nenulovy. To je spor s predpokladanou
nezavislosti uq, ..., uy. O

Dusledek. Jestlize existuje n navzajem rizngch koveni a; charakteristického po-
lynomu zobrazeni f : V. — V, dimV = n, pak existuje rozklad V na primy soucet
vlastnich podprostoru dimenze 1. To znamend, Ze existuje baze V' sloZend vyhradné z
vlastnich vektord a v této bazi md f diagondlni matici. Piislusnou bdzi (vyjadienou
v soutadnicich vzhledem k libovolné zvolené bdzi V') obdrZime tesenim n systémdi
homogennich linedrnich rovnic o n nezndmych s maticemi (A — a; - E), kde A je
matice f ve zvolené bdzi.

2.42. Priklady. (1) Uvazme zobrazeni s matici ve standardni bazi

0 01

fRP =R} A=(0 1 0
1 0 0
Pak dostavame
-2 0 1
[A=AE|=|0 1-X 0|=-X+X+A-1,
1 0 —-A
s kofeny A1 2 = 1, A3 = —1. Vlastni vektory s vlastni hodnotou A = 1 se spoctou:
-1 0 1 1 0 -1
0O 0 0)~10 0 O;
1 0 -1 00 O

s bazi prostoru feseni, tj. vSech vlastnich vektorti s touto vlastni hodnotou

uy = (07 13 0)> Uz = (13 0; 1)

Podobné pro A = —1 dostavame tfeti nezavisly vlastni vektor
1 01 1 01
0 2 0|]~10 2 0 =u3=(-1,0,1).
1 01 0 0O

V bézi uy,us, us (vSimnéte si, Ze ug musi byt linedrné nezavisly na zbylych
dvou diky predchozi vété a wuy, us vysly jako dvé nezavisla Feseni) mé f diagonalni
matici

1 0 0
A=10 1 0
0 0 —1
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Cely prostor R? je pfimym souc¢tem vlastnich podprostorti, R? = V; @ Va, dim V; =
2, dim V5, = 1. Tento rozklad je dan jednoznac¢né a vypovida mnoho o geometrickych
vlastnostech zobrazeni f. Vlastni podprostor V; je navic piimym souctem jedno-
rozmérnych vlastnich podprostori, které lze vSak zvolit mnoha réiznymi zpiisoby
(takovy dalsi rozklad nemé tedy jiz zadny geometricky vyznam).

(2) Uvazme linedrni zobrazeni f : Ro[z] — Ry[z] definované derivovanim po-
lynomt, tj. f(1) =0, f(z) =1, f(2?) = 2z. Zobrazeni f m4 tedy v obvyklé bazi
(1,7, 2%) matici

A:

oS O O
S O =
S NN O

Charakteristicky polynom je |4 — \ - E| = —\3, existuje tedy pouze jedin4 vlastni
hodnota, A = 0. Spoc¢téme vlastni vektory:

0 10 01 0
00 2)~10 01
0 0 0 0 0 0

Prostor vlastnich vektori je tedy jednorozmérny, generovany konstantnim polyno-
mem 1.

2.43. Priklad véetné zmény baze.

2.43.1. Uvazujme linedrni zobrazeni R? — R3 dané ve standardni bdzi matici:
1 10
A=(1 2 1
1 2 1

Urcete toto zobrazeni a napiste jeho matici v bdzi:

er = [1,-1,1]
€2 = [17230]
€3 = [07 17 1]

Reseni. Spocitejme nejprve vlastni ¢isla jim pifslusné vlastni vektory: charakte-
risticky polynom dané matice je

1—A 1 0
I 2= 1 |==N4+42-2\=-\\—4)+2).
1 2 1—A
Koreny tohoto polynomu, vlastni ¢isla, udavaji, kdy nebude mit matice
1-—A 1 0
1 2—A 1
1 2 1—A
plnou hodnost, tedy soustava rovnic
1—A 1 0 Ty
1 2—A 1 )
1 2 1-A x3

bude mit i jiné feseni nez feseni x = (0,0,0). Vlastni ¢isla tedy jsou 0, 2 + /2,
2 — /2. Spoéitejme vlastni vektory piislusné jednotlivym vlastnim hodnotam:
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e 0: Resime tedy soustavu

1 0 T
2 1 ) =0
2 1 T3

— =

Jejim fesenim je jednodimenzionalni vektorovy prostor vlastnich vektori ((1, —1,1)).
e 2+ 1/2: Resime soustavu

—(1+v2) 1 0 T
1 -2 1 zy | =0.
1 2 —(1+v2)) \=

Resenim je jednodimenzionalni prostor ((1,1++/2,1 4+ v/2)).
e 2 — 1/2: Resime soustavu

(V2-1) 1 0 T
1 V2 1 g | =0.
2 (\/§ -1) T3

Resenim je prostor vlastnich vektort ((1,1 — /2,1 —1/2)).

Zobrazeni tedy muzeme interpretovat jako projekci podél vektoru (1, —1,1) do
roviny dané vektory (1,14 v/2,1++/2) a (1,1 — /2,1 — v/2) slozenou s linedrnim
zobrazenim danym natazenim danym vlastnimi ¢isly ve sméru uvedenych vlastnich
vektorti.

Nyni jej vyjadieme v uvedené bazi. K tomu budeme potiebovat matici pfechodu
T od standardni baze k dané nové bazi. Tu ziskame tak, Ze soutadnice vektort staré
béaze v bazi nové napiseme do sloupcti matice T. My vSak snadnéji zapiSeme matici
ptrechodu od priklané baze k bazi standardni, tedy matici T—!. Soufadnice vektorii
nové baze pouze zapiseme do sloupci:

2.44. Dalsi priklady.

2.44.1. Nalezniete vlastni ¢isla a jim pFislusné (prostory) vlastnich vektord matice:

Reseni. Trojnasobna vlastni hodnota -1, ptislusny vektorovy prostor je ((1,0,0), (0,2,1)).
O
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2.45. Spektra a nilpotentni zobrazeni. Spektrum linedrniho zobrazeni f :
V' — V je posloupnost korenii charakteristického polynomu zobrazeni f, véetné
néasobnosti. Algebraickou nasobnosti vlastni hodnoty rozumime jeji nasobnost jako
korenu charakteristického polynomu, geometrickd ndsobnost vlastni hodnoty je di-
menze prislusného podprostoru vlastnich vektori.

Linearni zobrazeni f : V — V se nazyva nilpotentni, jestlize existuje celé cislo
k > 1 takové, Ze iterované zobrazeni f* je identicky nulové. Nejmensi ¢islo k s touto
vlastnosti se nazyva stupném nilpotentnosti zobrazeni f. Zobrazeni f : V — V se

nazyvé cyklické, jestlize existuje baze (u1,...,u,) prostoru V takova, ze f(u;) =0
a f(u;) = u;—1 pro véechna i = 2,...,n. Jinymi slovy, matice f v této bazi je tvaru
01 0

A=10 0 1

Je-li f(v) = a-wv, pak pro kazdé piirozené k je f*(v) = a* - v. Zejména tedy miize

spektrum nilpotentniho zobrazeni obsahovat pouze nulovy skalar (a ten tam vzdy
je).

P¥imo z definice plyne, ze kazdé cyklické zobrazeni je nilpotentni, navic je jeho stupen
nilpotentnosti roven dimenzi prostoru V. Operator derivovani na polynomech definovany v
predchozim pfikladu[2:42]je p¥ikladem cyklického zobrazeni. Kupodivu to plati i naopak a kazdé
nilpotentni zobrazeni je pfimym souétem cyklickych. Navic pro kazdé linearni zobrazeni f :
V — V, pro které je soucet algebraickych ndsobnosti vlastnich &isel roven dimenzi (to nastane
vzdy pro prostory nad komplexnimi skaldry), existuje jednoznaény rozklad V' na invariantni
podprostory V; prislusné k jednotlivym vlastnim &islim \;, na kterych je zobrazeni f — \; idv,
nilpotentni.

Tento dosti hluboky vysledek nebudeme dokazovat, sformulujeme jen vysled-
nou vétu o Jordanové rozkladu. V ni vystupuji vektorové (pod)prostory a linedrni
zobrazeni na nich s jedinym vlastnim ¢islem A\ a matici

A1 0 ... 0

o x 1 ... 0
J =

00 0 ... A

Takovymto maticim (a odpovidajicim invariantnim podprostortim) se ¥ida Jordaniv
blok.

2.46. Véta. Necht'V je vektorovy prostor dimenzen a f :V — V je linedrni zob-
razent s n vlastnimi ¢isly véetné algebraickych ndsobnosti. Pak existuje jednoznacny
rozklad prostoru V' na primy soucet podprostori

V=Wo- oV

takovych, ze f(V;) C V;, zuZeni f na kaZdé V; md jediné vlastni éislo \; a zuZend
f =X -id na V; je bud cyklické nebo nulové zobrazeni.

Véta tedy tika, ze ve vhodné bazi ma kazdé linearni zobrazeni blokové diago-
nalni tvar s Jordanovymi bloky podél diagonaly. Celkovy pocet jednicek nad diago-
nalou v takovém tvaru je roven rozdilu mezi celkovou algebraickou a geometrickou
néasobnosti vlastnich ¢isel.
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Vsimnéme si, ze jsme tuto vétu plné dokazali v pripadech, kdy jsou vsechna
vlastni ¢isla rizna nebo kdyz jsou geometrické a algebraické nasobnosti vlastnich
Cisel stejné.

2.47. Projekce. Linearni zobrazeni f : V — V se nazyva projekce, jestlize plati

fof=1
V takovém piipad€ je pro kazdy vektor v € V

v=f(v)+ (v = f(v)) € Im(f) + Ker(f) =V
aje-li v € Im(f) a f(v) =0, pak je i v = 0. Je tedy pfechozi soucet podprostort
piimy. Rikdme, Ze f je projekce na podprostor W = Im(f) podél podprostoru
U = Ker(f). Slovy se da projekce popsat piirozené takto: rozlozime dany vektor
na komponentu ve W a v U a tu druhou zapomeneme.
Predpokladejme nyni, Ze na V' je definovan skalarni soucin, viz[2.37] Pro kazdy
pevné zvoleny podprostor W C V definujeme jeho ortogondlni doplnék

W+ = {u€V; (u,v) =0 pro vechny v € W}.

P¥imo z definice je zjevné, ze W je vektorovy podprostor. Jestlize W C V ma
bazi (uy,...,ux) je podminka pro W+ déana jako k£ homogennich rovnic pro n
proménnych. Bude tedy mit W~ dimenzi alespoii n — k. Zaroven ale v € W N W+
znamend (u,u) = 0 a tedy i u = 0 podle definice skaldrniho sou¢inu. Zfejmé je tedy
vzdy
V=waow

Kazdy podprostor W # V definuje kolmou projekci na W. Je to projekce na

W podél W+.

2.48. Existence ortonormalni baze. Piimocaré pocetni vyuZiti kolmych pro-
jekei vede k tzv. Grammovu—Schmidtovu ortogonalizacnimu procesu. Cilem pro-
cedury je z dané posloupnosti nenulovych generatort vy, ..., vi koneé¢nérozmérného
prostoru V vytvofit ortogonalni mnozinu nenulovych generatord pro V.

Za¢neme prvnim (nenulovym) vektorem v; a spo¢teme kolmou projekei ve do

(01)* C ({v1,v2}).
Vysledek bude nenulovy pravé, kdyz je vy nezévislé na vy. Ve vSech dalsich krocich
budeme postupovat obdobné.
V {-tém kroku tedy chceme, aby pro vey1 = wey1 + aqvy + - -+ + agve platilo
(vey1,vi) = 0, pro vSechny ¢ = 1,...,£. Odtud plyne

0 = (ueq1 + a1v1 + - -+ + apve, v;) = (wet1,vi) + a;(vi, v;)

a je vidét, ze vektory s pozadovanymi vlastnostmi jsou urceny jednoznacné az na
nasobek. Dokézali jsme tedy nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni. Necht (uy,...,ux) je linedrné nezdvisld k-tice vektord prostoru V se
skaldrnim soucinem. Pak existuje ortogondini systém vektord (vi,...,vy) takovy,
Zev; € (uy,...,u), 1 =1,... k. Ziskdme je ndsledujici procedurou:

o 7 nezdvislosti vektori u; plyne u; # 0. PoloZime v1 = u.

o Mame-li 7iZ vektory v, . ..,vs potrebnych vlastnosti klademe

(Uey1,0i)

Vo1 = Up41 + a101 + -+ agve, a4 = — 3
cal
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Kdykoliv mame ortogonalni bazi vektorového prostoru V, sta¢i vektory vynor-
movat a ziskdme bazi ortonormalni. Dokazali jsme proto:

Dusledek. Na kazdém vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem existuje orto-
normdlni baze.

V ortonormdlni bézi se obzvlast snadno spoétou soufadnice a kolmé projekce.
Skutec¢né, méjme ortonormalni bazi (e, ..., e,) prostoru V. Pak kazdy vektor v =
rie1 + -+ - + xpe, splituje

(e;,v) = (ej,x1e1 + -+ Tpep) = x;

a plati tedy vzdy

(2.2) v={(e1,vie1 + -+ + {en, v)en.
Pokud mame zadan podprostor W C V a jeho ortonormélni bazi (eq,...,eg),
jde ji jisté doplnit na ortonormélni bazi (ej,...,e,) celého V. Kolma projekce

obecného vektoru v € V do W pak bude ddna vztahem
v (e1,v)er + -+ + (en, V)ek.

Pro kolmou projekci nam tedy staci znat jen ortonormani bazi podprostoru W, na
nejz promitame.

Povsimnéme si také, ze obecné jsou projekce f na podprostor W podél U a
projekce g na U podél W svazany vztahem g = idy — f. Je tedy u kolmych projekci
na dany podprostor W vzdy vyhodnéjsi pocitat ortonormalni bazi toho z dvojice
W, W, ktery ma mensi dimenzi.

Uvédomme si také, ze existence ortonormalni baze nam zarucuje, ze pro kazdy
prostor V' se skalarnim soucinem existuje linearni zobrazeni, které je izomorfismem
mezi V a prostorem R" se standardnim skalarnim souc¢inem. Podrobné to bylo
ukézano jiz ve Tvrzeni kde jsme ukézali, Ze hledanym izomorfismem je pravé
pfifazeni soufadnic. Re¢eno volnymi slovy — v ortonormalni bazi se skalarni soucin
pomoci soufadnic pocita stejnou formuli jako standardni skalarni soucin v R™.

2.49. Priklad.

2.49.1. Napiste matici zobrazeni kolmé projekce do roviny prochdzejici pocdtkem
a kolmé na vektor (1,1,1).

Reseni. Obraz libovolného bodu (vektoru) x = (z1,z2,73) € R® v uvazovaném
zobrazeni ziskame tak, ze od daného bodu odec¢teme jeho kolmou projekci do nor-
mélového sméru dané roviny, tedy do sméru (1,1, 1). Tato projekce p je déna (viz
prednéska) jako

(x,(1,1,1)) 1+ To+ 23 21+ T+ a3 21+ T2+ 23

(1,1, 1)2 = 3 ’ 3 ’ 3 )
Vysledné zobrazeni je tedy
2 _1 _1\ [/,
201 X9+ x3 209 X1+ 13 203 T1+ X9 3 93 ? L
R e =~ T B T S I P
3 3 3 3 3 3 T % 2 .
3 T3 3 x3
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2.50. T¥i priklady k samostatnému resSeni.

2.50.1. 1. Napiste néjakou bazi realného vektoroveého prostoru matic 3 X 3 nad R
s nulovou stopou (soucet prvki na diagondle) a napiste soutadnice matice

1 2 0
0 2 0
1 -2 -3

v této bazi.

2.50.2. 2. Zavedte néjaky skaldrni soucin na vektorovém prostoru matic z pfedcho-
ztho prikladu. Spocitejte normu matice z predchoziho prikladu, kterd je indukovand
Vami zavedenym soucinem.

2.50.3. 3. Gramm-Schmidtovym ortogonalizacnim procesem naleznéte néjakou or-
tonormdlni bdzi podprostoru V C R, kde V = {(x1, 22,23, 74) € R*|z1 + 200 + 23 =

0}.

2.51. Ortogonalni zobrazeni. Zobrazeni f : V — W, které zachovava velikosti
pro vSechny vektory u € V, se nazyva ortogondlni zobrazeni. Pozadujeme tedy

(f(u), f(u)) = (u, u).

Z linearity f a symetrie skaldrniho soucinu plyne

(f(u+0), fut0)) = (f(u), f(w)) + {f(v), f(v)) + 2(f(u), f(v)),

je tedy ekvivalentni podminkou i zdanlivé siln€jsi pozadavek, aby

{(f(w), f(v)) = (w,v),

pro vSechny vektory w,v € V. V tvodni diskusi o geometrii v roviné jsme ve Vété
dokézali, Ze linedrni zobrazeni R? — R? zachovéva velikosti vektort pravée, kdyz
jeho matice ve standardni bazi (a ta je ortonormélni vzhledem ke standardnimu
skaldrnimu souc¢inu) spliiuje A7 - A = E| tj. A=t = AT.

Obecné, ortogonalni zobrazeni musi vzdycky byt injektivni, protoze podminka

(f(u), f(w) =0

znamend i (u,u) = 0 a tedy u = 0. Je tedy vzdy v takovém pfipadé dimenze oboru
hodnot alespon takové, jako je dimenze defini¢niho oboru f. Pak ovSem je dimenze
obrazu rovna dimenzi oboru hodnot a bez Gjmy na obecnost mtzeme rovnou pred-
pokléddat, Ze jsou stejné a f : V' — V (pokud by nebyly, doplnime ortonormalni
bazi na oboru hodnot na bézi cilového prostoru a matice zobrazeni bude ¢tverco-
vou matici A doplnénou nulami na potfebnou velikost). Nase podminka pro matici
ortogonalniho zobrazeni v ortonorméalni béazi pak fika pro vSechny vektory x a y v
prostoru K" toto:

(A-2)"-(A-y)=a” - (AT-A) y=2a" -y
Specialnimi volbami vektorti standardni baze za x a y dostaneme p¥imo, ze AT-A =

E, tedy tentyz vysledek jako v dimenzi 2! Dokézali jsme tak nésledujici tvrzeni:

Véta. Necht'V je rediny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem a f :V — V je
linedrni zobrazeni. Pak f je ortogondlni prdvé, kdyz v nékteré ortonormdlni bdzi (a
pak uZ vsech) md matici A spliujici AT = A~L.
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Skutecné, jestlize zachovava f velikosti, musi mit uvedenou vlastnost v kazdé
ortonormalni bazi. Naopak, predchozi vypocet ukazuje, ze vlastnost matice v jedné
bazi uz zarucuje zachovavani velikosti.

Disledkem této véty je také popis vSech matic pfechodu .S mezi ortonorméalnimi
bazemi. Kazd4a totiz musi zadavat zobrazeni K* — K" zachovavajici velikosti a
splituji tady také pravé podminku S—! = ST. Pii pfechodu od jedné béaze ke druhé
se tedy matice ortogonéalniho zobrazeni méni podle vztahu

A = STAS.






KAPITOLA 3

Linarni modely

kde jsou matice uzitecné?
— nakonec skoro vsude. ..

1. Linearni rovnice a procesy

3.1. Systémy linearnich rovnic. Jednoduché linedrni procesy jsou dény linear-
nimi zobrazenimi ¢ : V' — W na vektorovych prostorech. Pokud nam totiz vektor
v € V predstavuje stav néjakého ndmi sledovaného jevu (tfeba poclty obcéand tii-
dénych dle nejvyssi dosazené kvalifikace, stav zasob jednotlivych dilt a vyrobkt
atd.), pak o(v) miZze predstavovat vysledek provedené operace (vysledek vzdéla-
vaci ¢innosti Skolské soustavy nebo vyroba a prodej za uréité asové obdobi apod.).
Pokud chceme dosdhnout predem daného vysledku b € W takového jednorazového
procesu, fesime problém

p(z) =b

pro neznamy vektor z. V pevné zvolenych soufadnicich pak mame matici A zobra-
zeni  a souradné vyjadieni vektoru b. Jak jsme si povSimnuli uz v tvodu druhé
kapitoly, feSeni tzv. homogenni dlohy

A-2=0

je vektorovym podprostorem. Pokud je dimenze V konecnd, feknéme n, a dimenze
obrazu zobrazeni ¢ je k, pak feSenim této soustavy pomoci pfevodu na fadkoveé
schodovity tvar (viz zjistime, Ze dimenze podprostoru vSech feseni je pravé n—k.
Skutecné, protoze sloupce matice zobrazeni jsou praveé obrazy bazovych vektori, je v
matici systému prave k linedrné nezavislych sloupct a tedy i stejny pocet linearné
nezavislych fadkt. Proto nam ztstane pifi prevodu na tadkovy schodovity tvar
pravé n — k nulovych radkid. Pfi feSeni systému rovnic ndm tak zistane pravé n — k
volnych parametrii a dosazenim vzdy jednoho z nich hodnotou jedna a vynulovanim
ostatnich ziskame pravé k linedrné nezavislych feSeni. Kazdé takové k—tici Feseni
fikdme fundamentdlni systém tesent daného homogenniho systému rovnic.
Uvazme nyni obecny systém rovnic

A-x=0b.

Jestlize rozsifime matici A o sloupec b, miZzeme, ale nemusime, také zvétsit pocet
linearné nezavislych sloupct a tedy i fadka. Pokud se tento pocet zvétsi, pak systém
rovnic nemuze mit feSeni (prosté se nase ¢ viibec do b nestrefi). Jestlize ale naopak
mame stejny pocet nezavislych radkt, znamena to, ze sloupec b musi byt linearni
kombinaci sloupctt matice A. Koeficienty takové kombinace jsou pravé reseni.

83
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Me¢jme tedy dvé pevné zvolend feseni x a y naseho systému a néjaké feSeni z
systému homogenniho se stejnou matici. Pak zjevné

A-(x—y)=b—-b=0
A-(x+2)=0+b=0.
Mizeme proto shrnout:

e podprostor vSech feSeni homogenniho systému rovnic A - z = 0 ma dimenzi
n — k, kde n je pocet proménnych a k je pocet linedrné nezavislych rovnic,

e vSechna FeSeni jsou generovana tzv. fundamentalnim systémem n — k FeSeni,
ktery lze obdrzet z Gausovy eliminace postupnym dosazovanim nul a jednic¢ek
za volné parametry,

e Feseni nehomogenniho systému existuje praveé, kdyz pridanim sloupce b k matici
A nezvysSime pocet linedrné nezavislych radka. V takovém pripadé je prostor
vSech feseni dan soucty jednoho pevné zvoleného partikuldrniho Teseni systému
a vsSech FeSeni systému homogenniho se stejnou matici.

3.2. Iterované procesy. Pokud je dan néjaky proces prostfednictvim linearni
operace pro jednotlivd casova obdobi, budeme patrné chtit umét studovat jeho
chovani béhem delsi doby. Zatimco pro FesSeni systému linearnich rovnic jsme po-
tfebovali jen minumum znalosti o vlastnostech linearnich zobrazeni, ted uz to bude
jinak. Uvedeme si alespon ilustrativni pfiklady.

Pfedstavme si, ze zkoumame néjaky systém jednotlived (péstovand zvirata,
hmyz, bunééné kultury apod) rozdéleny do m skupin (tfeba podle stafi, fazi vyvoje
hmyzu apod.). Stav z,, je tedy dén vektorem (ay,...,a,) zavisejicim na okamziku
tn, ve kterém systém pozorujeme. Linearni model vyvoje takového systému je dan
matici A dimenze n, kterd zaddva zménu vektoru z, na

Tn4+1 = A-xy

pii pfirtstku casu z t na tx41. Dobrym piikladem linearnich procest je tzv. Leslieho
model ristu, viz nasledujici priklad [3:3] V takovych modelech vystupuje matice
popisujici vyvoj populace rozdélené na nékolik vékovych skupin

fi fo fs fi fs
o 0 0 O

T1

A=]10 ~» 0 0 0],
0 0 = 0 0
0 0 0 m™ O

kde f; oznacuje relativni plodnost prislusné vékové skupiny (ve sledovaném ¢asovém
skoku vznikne z N jedincil v i—té skupiné f; N jedinct novych, tj. ve skupiné prvni),
zatimco 7; je relativni timrtnost i-té skupiny béhem jednoho obdobi.

Vsechny koeficienty jsou tedy kladna redlnd ¢isla a 7 jsou mezi nulou a jednic-
kou. P¥imym vypoctem (tfeba vyuzitim Laplaceova rozvoje) nyni spoc¢teme cha-
rakteristicky polynom

p(A) =det(A— AE) = \° —a) —b)\? — e —dX —e
s vesmés nezapornymi koeficienty a, b, ¢, d, e, napt. e = 117971374 f5. Je tedy

p() = A°(1 = q(N)



1. LINEARNI ROVNICE A PROCESY 85

kde g je ostfe klesajici a nezaporna funkce pro A > 0. Evidentné bude proto existovat
pravé jedno kladné A, pro které bude ¢(A\) = 1 a tedy p(A\) = 0. Jinymi slovy, pro
kazdou Leslieho matici existuje praveé jedno kladné vlastni ¢islo.

Pro konkrétni koeficienty (napt. kdyz vSechny f; jsou také mezi nulou a jed-
nic¢kou) mizeme dojit k zavéru, ze absolutni hodnoty ostatnich vlastnich ¢&isel jsou
ostfe mensi nez jedna, zatimco dominantni vlastni ¢islo miize byt vetsi nez jedna. V
takovém pripadé pfi iteraci krokt naseho procesu dojde pfi libovolné pocateéni hod-
noté xg k postupnému vymizeni vSech komponent v jednotlivych vlastnich podpro-
storech a pomérné proporce rozlozeni populace do v€kovych skupin se budou blizit
pomértim komponent vlastniho vektoru k dominantnimu vlastnimu ¢islu. Napiiklad
pro matici (uvédomme si vyznam jednotlivych koeficient)

0 02 08 06 0

09 0 0 0 O

A= 0O 08 0 0 O
0
0

vyjdou vlastni hodnoty ptiblizné
1.03, 0, —0.5, —0,27 4 0.74¢, —0.27 — 0.744

s velikostmi 1.03, 0, 0.5, 0.78, 0.78 a vlastni vektor pfislusny dominantnimu vlast-
nimu ¢islu je priblizné
x = (302721 14 8).

Zvolili jsme rovnou jediny vlastni vektor se sou¢tem soufadnic rovnym jedné, zadava
nam proto pfimo vysledné procentni rozlozeni populace.

3.3. Priklad — Leslieho rustovy model. Uvazujme nésledujici model vyvoje
lidské populace. Bud

x1(t) = pocet jedincii starych 0 — 14 let.

x2(t) = pocet jedincii starych 15 — 29 let.
x3(t) = pocet jedincii starych 30 — 44 let.
x4(t) = pocet jedincii starych 45 — 59 let.
x5(t) = pocet jedincii starych 60 — 75 let.

Vse uvedeno v néjakém case t. Pokud uvazime casovou jednotku 15 let, tak v case
(t + 1) budeme mit nasledujici pocty:

zi(t+1) = fim(t) +  for2(t) +  fews(t) + fama(t) 4+ fsws(D)
Ig(t + 1) = 7'1_]2.731(25)
z3(t+1) = 72,372(t)
£C4(t + 1) = 7'374IL'3(t)
{E5(t + 1) = 7'4’5(134(t)
Pokud oznacime jako P nasledujici matici
i fo fs fa s
T2 0 0 0 0
P .= 0 72,3 0 0 0 s
0 0 73,4 0 0
0 0 0 T4,5 0
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tak v maticové formé pak miizeme psat
x(t+1) = Px(t),
kde x(t) = (21(t), x2(t), x3(t), x4(t), x5(t)).
3.4. Piiklad. Usheruv model rustu. Variace predchoziho. Méjme populaci jako
v predchozim prikladé a uvazujme casovou jednotku 7,5 let, tedy polovinu pred-
chozi. Pak miizeme psat opét
x(t+ 1) = Px(t),
kde ovsem nyni

i fo fz fa fs

7'1’2 ’7'2’2 0 0 0
P := 0 72,3 73,3 0 0
0 0 T34 T4,4 0

0 0 0 Ta5 T5,5

3.5. Piiklad.

3.5.1. Uvazujme Leslieho model ristu pro populaci krys, které mame rozdéleny do
tr vekovych skupin: do jednoho roku, od jednoho do dvou let a od dvou let do tri.
Predpokladame, Ze se zZadnd krysa nedozZivd vice neZ tri let. Prumérnd porodnost
v jednotlivijch vekovych skupindch pripadajicich na jednu krysu je ndsledujici: v
1.skupiné je to nula a ve druhé i treti 2 krysy. Krysy, ktere se doziji jednoho roku
umiraji aZ po druhém roce Zivota (umrtnost ve druhé skupiné je nulovd). Urcete
amrtnost v prond skupiné vite-li, Ze dand populace krys stagnuje (poéet jedinci v né
se neméni).

,

Reseni. Leslieho matice daného modelu je (imrtnost v prvni skupiné oznacime a)
0 2 2
a 0 0
0 1 0

Podminka stagnace populace odpovida tomu, Zze matice ma vlastni hodnotu 1, ne-
boli polynom \? — 2a)\ — 2a m4 mit kofen 1, t.j a = 1/4. 0

2. Linearni diferenéni rovnice a filtry

Diferen¢nimi rovnicemi jsme se zabyvali jiz v prvni kapitole, viz napt Nyni
si uvedeme néaznak obecné teorie.

3.6. Diferenéni rovnice. Homogenni linearni diferencéni rovnice fadu k s kon-
stantnimi koeficienty je dana vyrazem

aoTy +a1Tp 1+ -+ arTp_r =0, ag#0 a; #0.

Rikédme také, Ze fesime homogenni linedrni rekurenci fadu k. Libovolnym zadanim
k po sobé jdoucich hodnot z; jsou urceny i vSechny ostatni hodnoty jednoznac¢né.
Zaroven je zjevné, ze soucet dvou reseni nebo skaldrni nasobek feSeni je opét feseni.
Opét tedy mame priklad vektorového prostoru. Uvédomme si, ze vektroy jsou sice
nekonecné posloupnosti ¢isel, samotny prostor vSech feSeni ovsem bude konec¢né-
rozmérny a predem vime, ze jeho dimenze bude rovna fadu rovnice k.



2. LINEARNI DIFERENCNI ROVNICE A FILTRY 87

Pokud tedy budeme predpoklddat feseni v néjaké vhodné formé a podaii se
nam najit k linearné nezavislych moznosti, budeme mit opét fundamentdlni systém
resent a vSechna ostatni budou jejich linearnimi kombinacemi.

Uvazujme tedy stejné jako v [[.I6] moznost x, = A" pro néjaky skalar \. Pak
dostavame podminku

AR (@A +a N ay) =0

coz znamend, ze bud A = 0 nebo je A kofenem tzv. charakteristického polynomu
v zavorce. Predpokladejme, ze ma tento polynom k riznych korfeni Aq,..., Ax.
MiuzZeme za timto ucelem i rozsifit uvazované pole skalard, napf. Q na R nebo R
na C, protoze vysledkem vypoctu pak stejné budou i vSechna feSeni, ktera opét
zustanou v puvodnim poli diky samotné rovnici. Kazdy z kofend nam dava jedno
mozné Teseni

Abychom byli uspokojeni, potfebujeme k linedrné nezavislych reseni.
K tomu nam postali ovéfit nezavislost dosazenim k hodnot pron = 0,...,k — 1 pro

k moznosti \;. Dostaneme tzv. Vandermondovu matici a je péknym (ale ne aplné snadnym)
cvi¢enim spodist, ze pro vSechna k a jakékoliv k—tice rliznych \; je determinant takovéto matice
nenulovy. To ale znamena, Ze zvolena reseni jsou linedrné nezavisla.

UvaZme nyni ndsobny kofen \ a dosadme do defini¢ni rovnice predpokladané feseni x,, =
nA". Dostdvame podminku

aon A" + ...ar(n — E)A"F = 0.
Tuto podminku je mozné prepsat pomoci tzv. derivace polynomu, kterou zna¢ime apostrofem:
MaoN\" + - + ap A" R
a Casem uvidime, Ze koren polynomu f je vicendsobny pravé, kdyz je kofenem i jeho derivace

f'. Nage podminka je tedy splnéna. P¥i vy$&i ndsobnosti £ kofene charakteristického polynomu
X dojdeme obdobné k fesenim x, = nfA\" pro j =0,...,¢ — 1.

Uplné obdobné jako u systémii linedrnich rovnic miizeme dostat vSechna fe-
Seni nehomogennich rovnic tak, ze najdeme jedno feSeni a pricteme cely vektorovy
prostor dimenze k feSeni odpovidajicich systémi homogennich. Za timto tcelem
zpravidla hledame Teseni ve tvaru polynomu

k—1
Ty = Qo +0M+ -+ ap_1n

s neznamymi koeficienty «;, i = 1,...,k — 1. Dosazenim do diferen¢ni rovnice
dostatneme systém k rovnic pro k proménnych «;.
Nyni miizeme shrnout ziskané vysledky:

3.7. Vlastnosti FeSeni linearnich diferenénich rovnic s konstantnimi ko-
eficienty.

e prostor vSech feSeni homogenniho systému fadu k je vektroovy prostor dimenze
kv

e vSechna Teseni jsou generovana fundamentalnim systémem k FeSeni, ktery lze
obdrzet ziskat z kofeni charakteristického polynomu (A?, pokud jsou kofeny
po dvou rizné, slozitéji v ptipadé nasobnych kofenil),

e vSechna TeSeni nehomogenniho systému obdrzime, kdyz pficteme jedno pevné
zvolené partikularniho feSeni systému ke vSem FeSenim systému homogenniho
se stejnymi koeficienty. Partikularni feSeni muzeme hledat pomoci tzv. metody
neurcitych koeficientd, tj. hledame jej jako polynom s nezndmymi koeficienty a
fesime systém linearnich rovnic.



88 3. LINARNI MODELY

e Teseni vyhovujici danym pocatecnim podminkam
o =bo, ..., Thp—1 = bg—1

hledame z obecného feSeni dosazenim podminek a uréenim koeficientd lineani
kombinace funadamentélnich feSeni. Opét to znamend fesit systém linedrnich
rovnic.
Vsimnéme si také, Ze pro rovnice s redlnymi koeficienty musi vzdy kofeny charakter-
stického polynomu byt realné, nebo musi vystupovat po dvou komplexné zdruzené
neredlné koteny. Jejich linedrnimi kombinacemi (soudet a rozdil goniometrickych
tvari mocnin) lze pak pfimo obdrzet redlna feseni vyjadiend pomoci funkei cos(ny)
a sin(ny).

3.8. Priklad.
3.8.1. Najdéte posloupnost, kterda vyhovuje nehomogenni diferencéni rovnici s poca-
tecnimi podminkami:
Tpto = Tnt1 + 22, +1, 21 =2, 20 = 2.
Reseni. Obecné fefeni zhomogenizované rovnice je tvaru a(—1)" 4 b2". Partiku-

larnim feSenim je konstanta —1/2. Obecné FeSeni dané nehomogenni rovnice bez
pocatecnich podminek je tedy
n n 1

Dosazenim do pocateénich podminek zjistime konstanty a = —5/6, b = 5/6. Dané
rovnici s poc¢atecnimi podminkami tedy vyhovuje posloupnost

5 5 1
—_Z(=1)" 7277,71 i
6( i 3 2
3.9. Priklad.

3.9.1. Urcete posloupnost redlnych cisel, ktera vyhovuje ndsledujici nehomogenni
diferencni rovnici s pocatecnimi podminkami:

20p40 = —Tpy1 +2n +2, 1 =2, 19 =3.
Reseni. Obecné fefeni zhomogenizované rovnice je tvaru a(—1)" + b(1/2)". Par-

tikularnim Fesenim je konstanta 1. Obecné feseni dané nehomogenni rovnice bez
pocatecnich podminek je tedy

1 n
Dosazenim do poc¢atecnich podminek zjistime konstanty a = 1, b = 4. Dané rovnici
s pocatecnimi podminkami tedy vyhovuje posloupnost

cara(d)
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3.10. Piiklad. Reste nasledujici diferencni rovnici:

Tn4+4 = Tnp43 — Tp+2 + Tn4+1 — Tp-

ResSeni. 7 teorie vime, 7e prostor feseni této diferenéni rovnice bude &tyFdimen-
zionalni vektorovy prostor, jehoz generatory zjistime z kotreni charakteristického
polynomu dané rovnice. Charakteristicka rovnice je

ot —r+1=0.

Jedna se o reciprokou rovnici (to znamend, ze koeficienty u (n—k)-té a k-té mocniny
x, k =1,...,n, jsou shodné). Zavedeme tedy substituci u = = + % Po vydéleni
rovnice z? (nula nemize byt kofenem) a substituci (vSimnéte si, ze 2%+ 25 = u?—2)

dostavame )

1
x271+177+—2:u27u71:0.
r

Dostévame tedy nezndmé u; o = % Odtud pak z rovnice 22 —uz+1 = 0 uréime

Ctyti kofeny
1+5+v/-10+2V5
1 .

Nyni si v§imnéme, ze kofeny charakteristické rovnice jsme mohli ,uhodnout®
rovnou. Je totiz

€1,2,34 =

P 1= (z-1)(zt -2+ 22—z +1),
a tedy jsou kofeny polynomu x4 — 23 + 22 — 2 +1 i kofeny polynomu 2° + 1, coz jsou
paté odmocniny z —1. Takto dostavame, ze FeSenim charakteristikého polynomu
jsou ¢isla w15 = cos(Z) +sin(%) a 234 = cos(3F) + sin(3F). Tedy redlnou bazi
prostoru feSeni dané diferenéni rovnice je napiiklad béze posloupnosti cos(™*),

5
s nm 3nm . 3nm v o . . o vs v .
sin(%"), cos(=£™) a sin(=%£™), coz jsou siny a cosiny argumentti pfislusnych mocnin
korent charakteristického polynomu.

Vsimnéme si, Ze jsme mimochodem odvodili algebraické vyrazy pro cos(f) =
. 10—2 — . V1042
1+\/5781n(%): 0 ﬁ’cos(%r): \/54 1 asm(?’”): 01— \/5.

4 4 5

3.11. Linearni filtry. Uvazujme nyni nekone¢né posloupnosti
T=...,0nyT—n41y-+-yL—1,L0yL1y+v-y Ly~
a operaci T, kterd zobrazi posloupnost x na posloupnost z = Tz se ¢leny
Zn = 01%Tp + @2Tp—1 + - + QxTp—k+1-

Protoze nekonecné posloupnosti x umime séitat i nasobit skalary po slozkach, jedna
se opét o priklad vektorového prostoru. Zjevné mé dimenzi nekonec¢nou.

Posloupnosti mtizeme chépat jako diskrétni hodnoty néjakého signalu, odeci-
tané zpravidla ve velmi kratkych casovych jednotkach, operace T je pak filtrem,
ktery signdl zpracovava. Z definice je zfejmé, ze periodické posloupnosti z,, spliu-
jici pro néjaké pevné prirozené ¢islo p

Tntp = Tn

budou mit i periodické obrazy z = Tz

Zn4p = @1Tp4p + A2Tn—1+4p +---+ ApTpn—k+14p

a1Ty + a2Tp—1 +--- + ATy —k+1 = Zn
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se stejnou periodou p. Pro pevné zvolenou operaci 7' nas bude zajimat, které vstupni
posloupnosti zistanou priblizné stejné (pfipadné az na nasobek) a které budou
utlumeny na nulové hodnoty.

Jde ndm tedy v prvni fadé o vycisleni jadra naseho linedrniho zobrazeni 7'. To
je ale dano homogenni diferenéni rovnici

gLy + 01Tp—1+ -+ arTn_pr =0, ag#0 ax#0.

3.12. Spatny equalizer. Jako piiklad uvazujme linearni filtr zadany rovnici
zn = (TX)p = Tpia + Tn.

Vysledky takového zpracovani signdlu jsou naznaceny na nasledujicich ¢tyrech ob-
rézcich pro postupné se zvysujici frekvenci periodického signalu z,, = cos(¢n). Cer-
veny je puvodni signal, zeleny je vysledek po zpracovani filtrem. Nerovnomérnosti
kiivek jsou disledkem nepfesného kresleni, oba signaly jsou samoziejmé rovnomeér-

nymi sinusovkami.
A =7.1250 A =19.375

T
T

P TN

EE
-2
A =25.500 A =29.583
2 2
1 1

&

Wi
A

Pe Y

Vsimnéme si, ze v oblastech, kde je vysledny signal pfiblizné stejné silny jako
puvodni, dochézi k dramatickému posuvu faze signalu. Levné equalizery skutecné
podobné Spatné funguji.

Vysledek lze samoziejmé podrobné spocitat vyse uvedenou metodikou.
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3. Markovovy procesy

3.13. Markovovy retézce. Velice Casty a zajimavy piipad linedrnich procest je
popis systému, ktery se miize nachazet v m rtiznych stavech s riiznou pravdépodob-
nosti. V jistém okamziku je ve stavu s pravdépodobnosti a; pro stav ¢ a k pfechodu
z mozného stavu ¢ do stavu j dojde s pravdépodobnosti ¢;;.

Miuizeme tedy proces zapsat takto: V Case n je systém popsan pravdépodob-
nostnim vektorem x,, = (ay, ..., a). To znamen4, ze vSechny komponenty vektoru
x jsou realna nezapornd Cisla a jejich soucet je roven jedné. Komponenty udavaji
rozdéleni pravdépodobnosti jednotlivych moznosti stavti systému. Rozdéleni prav-
dépodobnosti pro ¢as n + 1 bude déano vynasobenim pravdépodobnostni matici
pfechodu T' = (t;5), tj.

Tp+1 = T- Ty -
Protoze predpokladame, ze vektor x zachycuje vSechny mozné stavy, budou vsechny
sloupce matice T tvoreny také pravdépodobnostnimi vektory. Takovému procesu
fikdme Markoviv proces. VSimnéme si, ze kazdy pravdépodobnostni vektor x je
opét zobrazen na vektor se souctem souradnic jedna:

Z tz’jllfj = Z(Z tij)iL’j = Z Tj = 1.
i, i J

ProtoZe je souet fadkt matice T vZdy roven vektoru (1,...,1), bude jednicka

zarucené vlastnim ¢islem matice T" a k ni musi existovat vlastni vektor . Abychom

mohli podrobnéji pochopit chovani Markovovych procesti, uvedeme si docela snadno

pochopitelné obecné tvrzeni o maticich, tzv. Perronovu—Frobeniovu vétu. Jeji dikaz

vsak uvadét nebudeme.

Véta. Necht A je redlnd ctvercovd matice dimenze m s kladnymi prvky. Pak plati

(1) exituje realné vlastni ¢islo N\, matice A takové, Ze pro vschna ostatni vlastni
Cisla A platt [N < A,
(2) vlastni ¢islo N, ma algebraickou ndsobnost jedna,
(3) vlastni podprostor odpovidajici A\, obsahuje vektor se viemi soutadnicemi klad-
nymi
(4) plati odhad min, Zj a;ij < A\ < max; Zj a;j.
Tvrzeni bezezbytku plati i pro tzv. regularni matice, tj. takové, jejichz néjaka
mocnina ma vyhradné kladné prvky.
Disledkem této véty pro Markovovy procesy s matici, ktera nema zadné nulové
prvky (nebo jejiz nékterd mocnina méa tuto vlastnost), je

e existence vlastniho vektoru z., pro vlastni ¢islo 1, ktery je pravdépodobnostni
e priblizovani hodnoty iteraci T*zq k vektoru ., pro jakykoliv pravdépodob-
nostni vektor x.
Prvni tvrzeni vyplyva piimo z kladnosti soutadnic vlastniho vektoru zminéné v
Perronové-Frobeniové vété, druhé pak z toho, ze absolutni hodnoty vSech ostatnich
vlastnich ¢isel musi byt ostfe mensi nez jedna.

3.14. Mlsny hazardér. Hazardni hrac¢ sazi na to, ktera strana mince padne. Na
zacatku hry ma tri kremrole. Na kazdy hod vsadi jednu kremroli a kdyz jeho tip
vyjde, tak k ni ziska jednu navic, pokud ne, tak kremroli prohrava. Hra kondi,
pokud vsechny kremrole prohraje, nebo jich ziska pét. Jaka je pravdépodobnost, ze
hra neskon¢i po ¢tyrech sazkach?
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Reseni. Pied j-tym kolem (sazkou) miizeme popsat stav, ve kterém se hra¢ nachazi
ndhodnym vektorem X; = (po(j),p1(j), p2(5), p3(j), pa(j), p5(j)), kde p; je pravde-
podobnost, ze hra¢ ma ¢ kremroli. Pokud ma hrac¢ pred j-tou sazkou 7 kremroli
(i=2,3,4), tak po sdzce mé s poloviéni pravdépodobnosti (i — 1) kremroli a s polo-
viéni pravdépodobnosti (i4 1) kremroli. Pokud dosdhne péti kremroli nebo vSechny
prohraje uz se pocet kremroli neméni. Vektor X, tak ziskdAme podle podminek v
priklani z X; vynasobenim matici

1 0,5 0 0 0 0
0O 0 05 0 0 0
s 0 0,5 0 0,5 0 0
~—10 0 05 0 05 0
0 O 0 05 0 O
0 O 0 0 0,5 1
Na zacatku mame

0

0

0

Xl_ 11
0
0

po ¢tyfech sazkach bude situaci popisovat ndhodny vektor

X5 = A'X, =

ol O 5lon O el

tedy pravdépodobnost, Ze hra skon¢i do ¢tvté sédzky (véetné) je polovina.
X je pravdépodobnostni, tedy mé soucet prvkl v kazdém sloupci 1. Nemd ale
vlastnost vyzadovanou v Perronové—Frobeniové vété a snadnym vypoctem zjistite
(nebo pfimo uvidite bez pocitani), ze existuji dva linedrné nezavislé vlastni vektory
prislusné k vlastnimu ¢islu 1 — pripad, kdy hraci neztistane zadna krémrole, tj. z =
(1,0,0,0,0,0)7, nebo ptipad kdy ziska 5 krémroli a hra tim paddem konéi a viechny
mu uz ztstavaji, tj. 2 = (0,0,0,0,0,1)7. Viechna ostatni vlastni éisla (p¥iblizné 0, 8,
0,3, —0,8, —0, 3) jsou v absolutnihodnoté ostie mensi nez jedna. Proto komponenty
v prislusnych vlastnich podprostorech pri iteraci procesu s libovolnou pocatecni
hodnotou vymizi a proces se blizi k limitni hodnoté pravdépodobnostiho vektoru
tvaru (a,0,0,0,0,1 — a), kde hodnota a zavisi na po¢tu krémroli, se kterymi hrac¢
zacind. V naSem ptipadé je to a = 0,4, kdyby zacal se 4 krémrolemi, bylo by to
a=0,2 atd. ([l
Ruleta Hrac rulety ma nasledujici strategii: prisel hrat se 100 K¢. Vzdy vsechno,
co aktudlné ma. Sazi vzdy na cernou (v ruleté je 37 ¢isel, z toho je 18 ¢ernych, 18
¢ervenych a nula). Hrac¢ skonci, pokud nic nemé, nebo pokud ziskd 800 Uvazte tuto
tlohu jako Markoviv proces a napiste jeho matici.
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Reseni
1 a a a 0
0 0 0 0 O
0O b 0 0 0},
00 b 0O
0 0 0 b 1

kdea=12 ap=18

37 37° 0

3.15. Priklad. Uvazujme situaci z predchoziho pfipadu a predpokladejme, Ze prav-
dépodobnost vyhry i prohry je 1/2. Ozna¢me matici procesu A. Bez pouziti vypo-
¢etniho software urcete A190,

Reseni. Hra skonéi po tiech sazkach. Jsou tedy vsechny mocniny A, poéinaje A3
shodné.

1 7/8 3/4 1/2 0
00 0 0 0
00 0 0 0
00 0 0 0
0 1/8 1/4 1/2 1

O

3.16. Sledovanost televizi. V jisté zemi vysilaji jisté dvé televizni stanice. Z
vefejného vyzkumu vyplynulo, Ze po jednom roce piejde 1/6 divdkd prvni stanice
ke druhé stanici, 1/5 divdki druhé stanice prejde k prvni stanici. PopiSte casovy
vyvoj poctu divaku sledujicich dané stanice jako Markoviiv proces, napiste jeho
matici, naleznéte jeji vlastni ¢isla a vlastni vektory.

5 1
(i 1)
6 5
Matice ma dominantni vlastni hodnotu 1, pfislusny vlastni vektor je (g, 1). Protoze
je vlastni hodnota dominantni, tak se pomér divaka se ustali na poméru 6 : 5. [

Reseni.

4. Vice maticového poctu

Na vcelku praktickych prikladech jsme vidéli, Ze porozuméni vnitini struktufe
matic a jejim vlastnostem je silnym nastrojem pro konkrétni vypocty nebo analyzy.
Jesté vice to plati pro efektivitu numerického pocitani s maticemi. Proto se budeme
zase chvili vénovat abstraktni teorii.

3.17. Invariantni podprostory. Méjme néjaké linedrni zobrazeni f : V' — V na
vektorovém prostoru V' a predpokladejme, ze pro néjaky podprostor W C V' plati
f(W) Cc W. Rikéme, ze W je invariantni podprostor pro zobrazeni f. Jestlize je V

kone¢nérozmérné a vybereme néjakou bazi (uq, ..., u) podprostoru W, muzeme ji
vzdy doplnit na bazi (uy,...,u,) celého V a v kazdé takové bazi mé nase zobrazeni
matici A tvaru
B C
.1 A=
(3.1) (5 %)

kde B je ¢tvercova matice dimenze k, D je ¢tvercova matice dimenze n — k a C je
matice typu n/(n — k). Naopak, jestlize existuje v néjaké béazi matice zobrazeni f
tvaru (3.1), je W = (uy,...,uy) invariantni podprostor zobrazeni f.
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Extrémni piipady jsme vidéli v odstavcich [2:40H2.45] kde jsme zkoumali vlastni
vektory. Ke kazdému vlastnimu ¢islu zobrazeni (resp. matice) existoval vlastni vek-
tor a jim generovany jednorozmeérny podprostor je samoziejmé invariantni. V pii-
padé existence n ruznych vlastnich ¢isel zobrazeni f jsme dostali rozklad V na
primy soucet n vlastnich podprostortu a v bazich z vlastnich vektori méa nase zob-
razeni diagonalni tvar s vlastnimi ¢isly na diagondle. Zaroven jsme vidéli dva rizné
priklady davodt, pro¢ zobrazeni diagonalni matici mit nemusi. Prvni souvisel s
nilpotentnimi zobrazenimi, druhy s rotacemi v dvourozmérnych podprostorech.

Nejslozitéjsi a tplné obecny popis jsme potkali v odstavci [2.45] kde jsme pouze
s mlhavym naznakem dtikazu uvedli vétu o Jordanové rozkladu. Ta fika, ze nad
algebraicky uzavienym polem skalart se cely prostor vzdy rozlozi na invariantni
podprostory na kterych je zobrazeni déno tzv. Jordanovymi bloky. Budeme ted
pracovat se specidlnimi typy zobrazeni, jejichz struktura je daleko jednodussi. Prvni
budou na fadé ortogonalni zobrazeni.

3.18. Rozklad ortogonalniho zobrazeni. Zkoumejme zobrazeni na vektorovém
prostoru V' se skalarnim soucinem. Uvazme pevné zvolené ortogonalni zobrazeni
f:V — V s matici A v néjaké ortonormélni bézi a zkusme postupovat obdobné
jako s rotaci v ptikladu [2.39]

Nejprve se ale podivejme obecné na invariantni podprostory ortogonalnich zob-
razeni a jejich ortogonalni doplnky. Jestlize pro libovolny podprostor W C V a
ortogonalni zobrazeni f : V — V plati f(W) C W, pak také plati pro vSechny
veEWt, weWw

(fv),w) = (f(v), fo f~Hw)) = (v, fH{w)) =0
protoze i f~1(w) € W. To ale znamena, ze také f(W=+) C W+. Dokazali jsme tedy
jednoduché, ale velice dtlezité tvrzeni:

Tvrzeni. Ortogondlni doplnék k invariantnimu podprostoru je také invariantni.

Kdyby byla vlastni ¢isla ortogonalniho zobrazeni redlna, zarucovalo by uz toto
tvrzeni, ze bude vzdy existovat baze V z vlastnich vektorti. Skuteéné, zizeni f na
ortogonalni doplnék invariantniho podprostoru je opét ortogonalni zobrazeni, takze
muzeme do baze pribirat jeden vlastni vektor za druhym, az dostaneme cely rozklad
V. Nicméné vétsinou nejsou vlastni ¢isla ortogonalnich zorbazeni realna. Musime si
proto pomoci opét vyletem do komplexnixh vektorovych prostorii.

Jestlize budeme povaZovat matici A za matici linedrniho zobrazeni na komplexnim pro-
storu C" (kterd je jen shodou okolnosti redlna), budeme mit pravé n kofenii charakteristického
polynomu, vcetné jejich algebraické nasobnosti. Navic, protoze charakteristicky polynom zob-
razeni bude mit vyhradné redlné koeficienty, budou tyto kofeny bud redlné, nebo pujde o dvojice
komplexné sdruzenych kofenti A a . P¥islu$né vlastni vektory v C™ k takové dvojici vektorii
budou také komplexné sdruzené, protoze budou reSenim dvou komplexné sdruzenych systémd
linedrnich rovnic.

Oznalme v,, stejné jako v pFipadé rotace v[2.39} vlastni vektor pfislusny k vlastnimu &islu
A = a+1i8, B # 0. Redlny vektorovy podprostor Py generovany redlnou a imaginarni ¢asti
T\ =Tevx, Yyx = imuvy je zjevné invariantni vici nasobeni matici A a dostdvame

A-xx = aws — PByn, A-ysx = ayx + [

To ale neznamena nic jiného, nez Ze zizeni naseho zobrazeni na P, je dano slozenim rotace

o argument vlastni honoty A\ ((ihel arccos \/%ﬁz) s nasobenim velikosti vlastni hodnoty A
[e%

(skaldrem y/a? + [32). Protoze naSe zobrazeni zachovava velikosti, musi byt velikost vlastni
hodnoty A rovna jedné.
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Spoleéné s predchozimi Gvahami jsme tedy dokazali tplny popis vSech ortogonalnich zob-
razeni:

Véta. Necht f : V — V je ortogondlni zobrazeni na prostoru se skaldrnim sou-
c¢inem. Pak vsechny koveny charakteristického polynomu [ maji velikost jedna a
existuje rozklad V na jednorozmeérne vlastni podprostory odpovidagici vlastnim ¢is-
lim A = £1 a dvourozmeérné podprostory Py 5, na kterych pusobi f rotaci o uhel
rovny argumentu komplezniho éisla . Vichny tyto rizné podprostory jsou po dvou
ortogondlni.

Piiklad. Zkusme si predchozi vétu na piikladu v dimenzi tfi. Charakteristicky

polynom v tomto piipadé musi mit alespon jeden redlny koien, kterym musi byt

bud jednicka nebo minus jednicka. Dalsi dva musi byt opét +1 nebo dva kom-

plexné sdruzené nerealné. V poslednim pripadé zadava vlastni vektor odpovidajici

realnému vlastnimu ¢islu osu rotace o argument vlastniho ¢isla druhého. Pokud je

realné vlastni ¢islo —1, bude navic jesté uplatnéno zrcadleni podle roviny rotace.
Uvazme tedy zobrazeni s matici ve standardni bazi

0 0 1
fRE=R A=[0 1 0
-1 0 0

Dostaneme polynom —A% +A? —X+1=—(A—1)(A\*+1) skofeny \; =1, A =i a
A = —i. Pochopitelné matice zadava rotaci o devadesat stupnti podle osy y.

3.19. Symetricka zobrazeni. Uvazujme opét redlny vektorovy prostor V se ska-
larnim souc¢inem. Zobrazeni f : V — V se nazyva symetricke, jestlize pro vsechny
vektory u,v € V plati

(f(u),v) = (u, f(v)).
V libovolné ortonormalni bazi mtzeme predchozi vztah v soufadnicich vyjadrit
takto:
(A-2)T-y=a" (A-y)=aT - (ATy).
Volbou soufadnic bazovych vektorti (tj. jedna jednicka a zbytek nuly) se dostaneme

ke vztahim a;; = a;; pro jednotlivé komponenty matice 4, tzn. ke vztahu A = AT.
Dokazali jsme tedy soufadny popis symetrickych zobrazeni:

Tvrzeni. Zobrazeni f : V. — V na vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem
je symetrické pravé tehdy, kdyzZ v nékteré (a pak uz vSech) ortonormalni bazi md
symetrickou matici.

3.20. Adjungovana zobrazeni. Jestlize zvolime pevné jeden vektor v € V, dosazovani
vektord za druhy argument ndm dava zobrazeni V — V* = Hom(V,R)

Vov— (w~— {(v,w) € R).
Podminka nedegenerovanosti skalarniho soucinu ndm zarucuje, ze toto zobrazeni je bijekci. Na
prvni pohled je vidét, Ze vektory ortonormalni baze jsou zobrazeny na formy tvorici bazi dudlni.

Kazdé zobrazeni f : V' — W mezi vektorovymi prostory zadava tzv. dudlni zobrazeni
ymi pi y
f* i W* — V" mezi formami, definované pro véechny w* € W*, v € V pomoci

) () = w(f(v).
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V libovolnych bazich na V' a W a jejich dudlnich bazich na V* a W™ pak tentyz defini¢ni vztah
ma tvar (piseme A* pro matici zobrazeni f*, 27 jsou souradnice formy w*, y jsou souradnice
vektoru v)

(AzT)-y=a" - (A-y)
a vidime, ze dualni zobrazeni ma v dudlnich bazich transponovanou matici k matici zobrazeni
ptvodniho.
V pripadé vektorovych prostorti se skalarnim soucinem, prevadi vyse uvedené bijekce dudlni
zobrazeni f* na tobrazeni f*: W — V zadané formuli

(f(u),v) = (u, f7(v))
a tomuto zobrazeni se fikd adjungované zobrazeni k f. Predchozi vypocet v soufadnicich pro
symetrickd zobrazeni ndm ve skuteénosti sdélil, Ze je-li A matice zobrazeni f v ortonormalni
bézi, pak matice adjungovaného zobrazeni f* je matice transponovana AT. Miizeme proto také
preformulovat definici takto: Symetrické je takové zobrazeni f : V — V, které je rovno svému
adjungovanému zobrazeni f*. Casto se takovym zobrazenim také proto fika samoadjungovand.

3.21. Spektralni rozklad symetrického zobrazeni. Uvazujme symetrické zob-
razeni f : V — V s matici A v néjaké ortonormalni bazi a zkusme postupovat
obdobné jako v [3:I8] Opét se nejprve obecné podivdme na invariantni podprostory
ortogonalnich zobrazeni a jejich ortogondlni dopliky. Jestlize pro libovolny podpro-
stor W C V' a symetrické zobrazeni f : V' — V plati f(W) C W, pak také plati pro
véechny v € W+, we W

(f(v),w) = (v, f(w)) = 0.
To ale znamend, ze také f(W+) C W+,
Predstavme si dale, ze A je matice symetrického zobrazeni a A - x = Az pro
néjaky komplexni vektor 2z € C". Rozsifime si definici skaldrniho souc¢inu ( , ) na

C"™ vztahem

<$,y> :xT'?j

kde 7 je vektor v C" s komplexné konjugovanymi souradnicemi. Zjevné plati i pro
rozsitené zobrazeni x +— A - x vztah

(A-z,y) = (z,A-y)
a pro nas vlastni vektor = tedy dostavame
Mz, x) = XMa, z).

Kladnym redlnym éislem (z, ) mizeme kratit a proto musi byt A = A, tj. vlastni
c¢isla jsou skutecné realna.

Komplexnich kofenti mé charakteristicky polynom det(A — AE) tolik, kolik je
dimenze ¢tvercové matice A, a vSechny jsou ve skutecnosti realné. Dokazali jsme
tak dtlezity obecny vysledek:

Tvrzeni. Ortogondlni doplnek k invariantnimu podprostoru pro symetrické zob-
razeni je také invariantni. Navic jsou vSechna vlastni ¢isla symetrické matice A
redlna.

Ze samotné definice je zfejmé, Ze ziuzeni symetrického zobrazeni na invariantni
podprostor je opét symetrické. Predchozi tvrzeni nam tedy zarucuje, ze bude vzdy
existovat baze V z vlastnich vektort. Skutecné, zizeni f na ortogonalni doplnék
invariantniho podprostoru je opét ortogonalni zobrazeni, takze muzeme do baze
pribirat jeden vlastni vektor za druhym, az dostaneme cely rozklad V. Vlastni
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vektory prislusejici rtiznym vlastnim ¢islim jsou navic kolmé, protoze z rovnosti
f(u) = Au, f(v) = po vyplyva

Mu,v) = (f(u),v) = (u, f(v)) = plu,v).

Obvykle se nas vysledek formuluje pomoci projekci na vlastni podprostory.
O projektoru P : V — V fikdme, ze je kolmy, je-li Im P | Ker P. Dva kolmé
projektory P, @ jsou wvzdjemné kolmé, je-li Im P 1 Im(Q).

3.22. Véta. Pro kazdé symetrickée zobrazeni f : V — V na vektorovém prostoru se
skaldarnim soucinem ezistuje ortonormdlni baze z vlastnich vektori. Jsou-li A\, ..., A\
vSechna ruznd vlastni ¢isla f a Py, ..., Py prislusné kolmé a navzdjem kolmé pro-
jektory na vlastni podprostory, pak

f=MP+ 4+ NPy

Poznamka. Vsechna zobrazeni, pro kterad lze najit ortonormélni bazi jako v této vété
o spektralnim rozkladu se nazyvaji normdlni. Lze pomérné snadno ukazat, Ze zobrazeni
f:V — V je normalni prave, kdyz komutuje se svym adjungovanym zobrazenim. Stopa
zobrazeni f* o f je rovna souctu absolutnich hodnot kvadratt vSech prvka A. V bézi
z predchozi véty je tento vyraz ovsem roven souctu kvadratt absolutnich hodnot vsech
vlastnich ¢isel \; matice A. Rovnost

> as? = INP

1,7 1

v nékteré a pak uz ve vsSech ortonormalnich bazich je nutnou a dostateénou podminkou
pro to, aby zobrazeni f bylo normalni. Dukaz nebudeme uvadét.

3.23. Nezaporna zobrazeni a odmocniny. Nezaporné realna ¢isla jsou pravée
ta, ktera umime psat jako druhé mocniny. Zobecnéni takového chovani pro matice
a zobrazeni lze vidét u sou¢intt B = AT - A (tj. slozeni zobrazeni f* o f):

(B-x,x) = (AT - A-z,x) = (A-2,A-x) >0
pro vSechny vektory x. Navic zjevné
BT = (AT . AT = AT . A=B.

Symetrickym maticim B s takovou vlastnosti fikdme nezdporné a pokud nastane
nulova hodnota pouze pro x = 0, pak jim fikame kladné. Obdobné hovofime o
kladnych a nezdaporngjch zobrazenich f:V — V.

Pro kazdé nezaporné zobrazeni f : V' — V umime najit jeho odmocninu, tj.
zobrazeni g takové, ze g o g = f. Nejjednoduseji to uvidime v ortonormalni béazi,
ve které bude mit f diagonalni matici. Takové podle naSich pfedchozich tvah vidy
existuje a matice A zobrazeni f v ni bude mit na diagonale nezaporna realné vlastni
¢isla zobrazeni f. Kdyby totiz bylo nékteré z nich zaporné, nebyla by splnéna pod-
minka nezapornosti jiz pro néktery z bazovych vektort. Pak ovsem staci definovat
zobrazeni g pomoci matice B s odmocninami pfislusnych vlastnich ¢isel na diago-
néle.
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5. Rozklady matic a pseudoinverze

I pfi pocitani s redlnymi Cisly uzivame pro zjednoduSeni rozklady na sou-
¢iny. Nejjednodussim je vyjaddfeni kazdého redlného ¢isla jednoznacéné ve tvaru
a = sgn(a)-|al, tj. jako souin znaménka a abolutni hodnoty. V dalgim textu si uve-
deme struc¢né piehled nékolika takovych rozkladi pro rtizné typy matic, které byvaji
nesmirné uzitecné pii numerickych vypoctech s maticemi. Ve skute¢nosti jsme pii-
slusny rozklad pro nezaporné symetrické matice vyuzili v pfedchoyim odstavci pro
konstrukci odmocniny z matice.

Zacneme preformulovanim nékolika vysledki, které jsme uz davno odvodili. V
odstavcich a[2.8] jsme upravovali matice nad skalary z libovolného pole na rad-
kovy schodovity tvar. K tomu jsme pouzivali elementarni Gpravy, které spocivaly v
postupném nésobeni nasi matice invertibilnimi dolnimi trojthelnikovymi maticemi
P;, které postihovaly pricitani ndsobkt radkt pod pravé zpravovavanym. Predpo-
kladejme pro jednoduchost, Ze naSe matice A je ¢tvercova a Ze ma vSechny hlavni
minory nenulové. Pak se nemuze stat, ze bychom potiebovali pii Gausové elimi-
naci prehazovat fadky a vSechny nase matice P; mohou byt dolni trojihelnikové s
jedni¢kami na diagonéléch (nikdy nepotifebujeme pfehaovat fadky). Konecné, staci
si povSimnout, Ze inverzni matice k takovymto P; jsou opét dolni trojihelnikové s
jednickami na diagonalach a dostavame

U=P-A=PF,---P-A
kde U je horni trojuhelnikova matice a tedy
A=L-U

kde L je dolni trojuhelnikova matice s jednickami na diagonale a U je horni troja-
helnikova. Tomuto rozkladu se ¥ika LU —rozklad matice A. V piipadé obecné matice
muzeme pii Gausové eliminaci na fadkové schodovity tvar potfebovat navic per-
mutace Ffadkd, nékdy i sloupct matice. Pak dostavame obecnéji A=P-L-U - Q,
kde P a @ jsou néjaké permutacni matice.

Pfimym dtsledkem Gausovy eliminace bylo také zjisténi, Ze az na volbu vhod-
nych bazi na defini¢nim oboru a oboru hodnot je kazdé zobrazeni f : V — W
zadano matici v blokové diagonalnim tvaru s jednotkovou matici s rozmérem da-
nym dimenzi obrazu f nulovymi bloky vSude kolem. To lze pfeformulovat takto:
Kazdou matici A typu m/n nad polem skalart K lze rozlozit na souéin

E 0
r ()

Pro ¢tvercové matice jsme v [2.46] ukdzali pii diskusi vlastnosti linedrnich zob-
razeni f : V — V na komplexnich vektorovych prostorech, Ze kazdou ¢étvercovou
matici A dimenze m umime rozlozit na soucin

A=P-B-P!

kde B je blokové diagonalni s Jordanovymi bloky pfislusnymi k vlastnim c¢islim
na diagonale. VSimnéme si, Zze nasobeni matici P a jeji inverzi z opa¢nych stran
odpovida v tomto piipaé pravé zméné baze na vektorovém prostoru V.

Obdobné, pro symetrické matice jsme dokazali, ze jdou rozlozit na soucin

A=P-B-PT,
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kde B je diagondlni matice se vSemi (vzdy realnymi) vlastnimi ¢isly na diagondle,
véetné nasobnosti. Zde jde také o soucin s maticemi vystihujici zménu baze, nicméné
pripoustime nyni pouze zmény mezi mezi ortonormalnimi bazemi a proto i matice
pfechodu P musi b§t ortogonalni. Odtud P~! = PT.

Pro ortogonéalni zobrazeni jsme odvodili obdobné vyjadreni jako u symetric-
kych, pouze nase B bude blokové diagonalni s bloky rozmeéru dva nebo jedna vyja-
dfujicimi bud rotaci nebo zrcadleni nebo identitu vzhledem k pfislusnym podpro-
storim.

3.24. Véta o singularnim rozkladu. Jestlize se omezime na ortonormalni baze,
ale chceme znat vice informaci o struktufe obecnych linearnich zobrazeni, musime
postupovat o hodné rafinovanéji, nez v pripadé bazi libovolnych:

Véta. Necht A je redlna matice typu m/n. Pak existuji étvercové ortogondlni ma-
tice U a V' dimenzi m a n, a redlnd diagondlni matice s nezdpornymi prvky D
dimenze v, r < min{m, n}, takové, Ze

- T (D 0
A=USV", S—(O 0),

kde r je hodnost matice AAT. Pritom je S urcena jednoznacné aZ na povadi proki
a prvky diagondlni matice D jsou druhé odmocniny vlastnich cisel d; matice AAT.

DUKAZ. Predpokladejme nejprve m < n a oznaéme ¢ : R™ — R™ zobrazeni zadané
matici A ve standardnich bazich. Mame vlastné ukazat, ze existuji ortonormélni baze na
R™ a R™ ve kterych bude mit ¢ matici S z tvrzeni véty. Jak jsme vidéli vySe, matice
AT A je pozitivné semidefinitni. Proto ma samé realna neziporna vlastni ¢isla a existuje
ortonormdlni baze w v R", ve které ma prislusné zobrazeni ¢* o ¢ diagonéalni matici s
vlastnimi ¢isly na diagonale. Jingmi slovy, existuje ortogonalni matice V takova, ze AT A =
VBVT pro realnou diagonalni matici s nezdpornymi vlastnimi éisly (d1,d2,...,dr,0,...,0)
na diagonale, d; # 0 pro véechny i = 1,...,7. Odtud B = VT AT AV = (AV)T(AV). To je
ale je ekvivalentni tvrzeni, Ze prvnich r sloupcti matice AV je ortogonélnich a zbyvajici jsou
nulové, protoze maji nulovou velikost. Oznacéme prvnich r sloupcu v1,...,v, € R™. Tzn.

(vi,v;) =diy i =1,...,7 atedy vektory u; = ﬁvb tvori ortonormalni systém nenulovych

vektorii. Dopliime je na ortonorméalni bazi ui, ..., u, celého R™. Vyjadifime-li zobrazeni
¢ v bazich w na R"™ a u na R™, dostavame matici VB. Prechody od standardnich bazi k
nové vybranym odpovidaji nasobeni zleva ortogonalnimi maticemi U a zprava V' = V7.

Pokud je m > n, mizeme aplikovat piedchozi ¢ast ditkazu na matici AT. Odtud pak
pfimo plyne pozadované tvrzeni. O

Tento diikaz véty o singuldrnim rozkladu je konstruktivni a midzZeme jej opravdu pouzit
pro vypocet ortogonalnich matic U, V' a diagonalnich nenulovych prvkii matice S.

3.25. Geometricka interpretace singularniho rozkladu. Diagonalnim hod-
notdm matice D z predchozi véty se rika singuldrni hodnoty matice A. Pro ptislusné
zobrazeni ¢ : R” — R™ maji jednoduchy geometricky vyznam: Necht K C R" je
jednotkova stéra pro standardni skalarni soucin. Obrazem ¢(K) pak vzdy bude (pii-
padné degenerovany) m-rozmérny elipsoid. Singuldrni ¢isla matice A jsou piitom
velikosti hlavnich poloos a véta navic fikd, ze puvodni sféra vzdy pFipousti orto-
gonalni sdruzené prtmeéry, jejichz obrazem budou pravé vSechny poloosy tohoto
elipsoidu.

Pro ¢tvercové matice je vidét, ze A je invertibilni pravé, kdyz vSechna singulérni
¢isla jsou nenulova. Pomér nejvétsiho a nejmensiho singularniho ¢isla je dtlezitym
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parametrem pro robustnost fady numerickych vypoc¢td s maticemi, napt. pro vy-
pocet inverzni matice.

3.26. Véta o polarnim rozkladu. UvaZzujme spole¢né nad disledky véty o singuldrnim
rozkladu. Plyne z ni A = USW7 s diagonalni S s nezapornymi realnymi &isly na diagonale
a ortogondlnimi U, W. Pak A = USUTUWT a mazeme pfimo definovat P := UsurT,
V := UWT. Odtud ale vyplyva, 2e P symetrickd a pozitivné semidefinitni zatimco V je
ortogonalni. Navic AT = WSUT a tedy AAT = USSUT = P2,

Predpoklddejme, ze A = PV = QU jsou dva takové rozklady a A je invertibilni. Pak
ovéem je AAT = PVVTP = P?2 = QUUTQ = Q? positivné definitni a proto jsou matice
Q = P = VAAT jednoznaéné uréené a invertibilni. Pak také U = V = P~1A. Odvodili
jsme tedy velice uZite¢nou analogii rozkladu redlného &isla na znaménko (ortogondlni matice
v pfipadé dimenze jedna jsou pravé +1) a absolutni hodnotu (matice P, ke které umime
odmocninu)

Véta. Kazdou ctvercovou redlnou matici A dimenze n lze vZdy vyjadrit ve tvaru A = P-V,
kde P je symetrickd a positivné definitni ctvercovd matice téze dimenze a V' je ortogonalnsi.
Pritom P = VAAT . Je-li A invertibilni, je rozklad jednoznacng a V = (VAAT) ' A.

Kdy? budeme tuté? vétu aplikovat na A7 misto A, dostaneme tenty? vysledek, oviem s
obracenym poradim symetrickych a ortogondlnich matic. Matice v pfislusnych pravych a levych
rozkladech budou samozrejmé obecné riizné.

3.27. Poznamka. V tomto textu se bohuzel z nedostatku prostoru vyhybame
komplexnim maticim. Ve skutec¢nosti jsou pro vSechny koncepty a pojmy zavedené
kolem skalarnich soucinil také piimocaré komplexni analogie a obvyklejsi postup
v literature je, ze se z vysledk pro tzv. unitarni prostory, hermiteovska zobra-
zeni, samoadjungovana zobrazeni apod. odvozuji i vysledky realné. Napriklad véta
o spektralnim rozkladu pak pracuje s matici s pozitivné definitni samoadjungo-
vanou matici P, kterd opét hraje roli absolutni hodnoty ¢isla, zatimco unitarni
matice V je analogii argumentu komplexniho ¢isla (tj. komplexni jednotky, kterd
se také rozklada na soucet ¢ + i) se samoadjungovanymi ¢, 1), které navic splnuji
¢©? +9? = idy). Pfitom ale nyni neni jedno v jakém pofadi samoadjungované a
unitarni matice chceme néasobit. Umime v obou, vyjdou ale pokazdé jiné.

Pro fadu aplikaci byva rychlejsi pouziti tzv. QR rozkladu:

3.28. Vé&ta. Pro kazdou redlnou matici A typu m/n existuje ortogondlni matice Q
a horni trojuhelnikovd matice R takové, Ze A = QT R.

DUKAZ. V geometrické formulaci potfebujeme dokézat, ze pro kazdé zobrazeni
@ : R™ — R™ s matici A v standardnich bazich muzeme zvolit novou bazi na R™
tak, aby potom ¢ mélo horni trojihelnikovou matici.

Uvazme obrazy ¢(e1),...,¢(e,) € R™ vektorit standardni baze, vyberme z
nich maximalni linearné nezavisly systém vy, .. ., vy takovym zptsobem, Ze vypous-
téné zavislé vektory jsou vzdy linearni kombinaci predchozich vektort, a dopliime
jej do baze vi,...,v,,. Necht uy,...,u, je ortonormdlni béze vznikla Gramm-
Schmidtovou ortogonalizaci tohoto systému vektort. Nyni pro kazdé e; je p(e;)
bud jedno z vj, j < i, nebo je linedrni kombinaci vy, ...,v;—1, proto ve vyjadieni
©(e;) v bazi u vystupuji pouze vektory uq,...,u;. Zobrazeni ¢ ma proto ve stan-
dardni bazi na R™ a ortonormalni bazi u na R™ horni trojihelnikovou matici R.
Ptechod k bazi u na R™ odpovida nasobeni ortogonalni matici @, tj. R = QA,
ekvivalentné A = QT R. (]
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Zavérem této ¢asti textu si vSimnéme mimoradné uzitecné a dulezité aplikace
nasich vysledkt pro pfiblizné numerické vypocty. Opét uvadime pro jednoduchost
pouze redlnou variantu, obdobné plati a dokazuje se i varianta komplexni.

3.29. Definice. Necht A je redlna matice typu m/n a nechtA = USV7T je jeji

-1
singuldrni rozklad, S = <§ 8) Matici AV = VS'UT s 5" = (DO 8)

nazyvame pseudoinverzni matice k matici A.

Jak ukazuje nasledujici véta, je pseudoinverze diilezité zobecnéni pojmu inverzni
matice.

3.30. Vé&ta. Necht A je redlnd matice typu m/n. Plati

(1) Je-li A invertibilni (zejména tedy ctvercovd), pak
ACY =471
(2) pro pseudoinverzi AV plati, ze AV A i AACY jsou symetrické a
AATY A =4, AFDAACY = A,

(3) Uvazme pro danou matici A systém linedrnich rovnic Az = b, b € R™. Pak
y =AYb e R™ minimalizuje vzddlenost || Az — b|| pro viechny x € R™.

DUKAZ. (1): Je-li A invertibilni, pak i S = UT AV je invertibilni a pfimo z definice je
S =871 Odtud AV A =AACY = E.
(2): Pfimym vypoc¢tem dostdvame SS'S =S a §'SS" = 5’, proto

AATVA=UsVTVSUTUSVT =Uss' sVl =usvT = A
a analogicky pro druhou rovnost. Dale
(AATNHT = (s UNT =Uu(9)TsTUT =U(8S) ' UT =USS'UT = AAY

a podobné se ukaze (ACDA)T = AV 4,
(3): Uvazme zobrazeni ¢ : R"™ — R™, & — Az, a pfimé soutty K" = (Kerp)t @
Kerp, R™ = imy @ (imp)*. Zizené zobrazeni ¢ := O (Ker o)L (Ker o) — Imy je
linedrni isomorfismus. Zvolime-li vhodné ortonormalni baze na (Ker)™ a Im ¢ a doplnime
je na ortonormalni baze na celych prostorech, bude mit ¢ matici S a ¢ matici D z véty o
singularnim rozkladu. Pro dané b € R™ je bod z € im ¢ minimalizujici vzdélenost ||b — z|| (tj.
realizujici vzdalenost od podprostoru p(b,Im ¢)) pravé komponenta z = by rozkladu b = by +
ba, by € Im ¢, ba € (Im @)L, Pitom ale ve zvolené bazi je zobrazeni (=Y, piivodn& zadané
ve standardnich bazich pseudoinverzi A", ddno matici S’ <z v)éty o ?in%ulérnim rozkladu,
1 -1

zejména je ™Y (Imy) = (Kerp)™ a D™! matici zaZeni Plimy 2 P (1 )~ je nulové. Je

tedy skutec¢né
pop V() = eV (2) = 2

a dikaz je ukoncen. O

Lze také ukazat, ze matice A~ minimalizuje vyraz [|[AAY — E||? (tj. sumu kvadrati
viech prvk( uvedené matice).
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3.31. Linearni regrese. Aproximacni vlastnost (3) predchozi véty je velice uzi-
tetnd v pripadech, kdy méame najit co nejlepsi pfiblizeni (neexistujicitho) feseni
preurceného systému Az = b, kde A je redlnd matice typu m/n a m je vétsi nez n.

Napf. mame experimentem dédno mnoho naméfenych hodnot b; a chceme najit
linearni kombinaci nékolika funkci f;, ktera bude co nejlépe aproximovat hodnoty b;.
Skutecné hodnoty zvolenych funkci v bodech y; € R zadaji matici a;; = f;(y;) a na-
$im tkolem je tedy urcit koeficienty z; € R tak, aby Y (b; — (3_7_, xjai;))* byla
minimélni. Jinymi slovy, hleddme linedrni kombinaci funkci f; takovou, abychom
”dobre” prolozili zadané hodnoty b;. Diky predchozi vété jsou hledané optimalni
koeficienty A(~1p.

Abychom méli konkrétnéjsi predstavu, uvazujme pouze dvé funkce fi(z) = x,
fo(x) = 2% a predpokladejme, Ze ,naméfené hodnoty“ jejich nezndmé kombinace
g(z) = y12 + yo2? v celoéiselnych hodnotach pro z mezi 1 a 10 jsou

bT = (1.44 10.64 4.48 14.56 31.12 39.20 54.88 71.28 85.92 104.16).

Tento vektor vzniknul vypocétem hodnot = + z? v danych bodech posunutych o
nédhodné hodnoty v rozmezi £8. Matice B = (b;;) je tedy v naSem piipadé rovna

BT_12345678910
T\l 4 9 16 25 36 49 64 91 100

ay=DBY.b=(0.61,0.99). Vysledné prolozeni je mozné dobte vidét na obrazku,
kde zelené jsou prolozeny zadané hodnoty b lomenou ¢arou, zatimco Cerveny je graf
prislusné kombinace g. Vypocty byly provedeny v systému Maple pomoci prikazu
leastsqrs(B,b).

o L
)
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o
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o
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Pokud jste sprateleni s Maplem (nebo jingm podobnym souftwarem), zkuste si
zaexperimentovat s podobnymi tlohami.
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KAPITOLA 4

Analyticka geometrie

poloha, incidence, projekce?
- a zase skoncéime u matic. ..

1. Afinni geometrie

Vrétime se ted k tlohdm elementarni geometrie z podobného pohledu, jako
kdyz jsme zkoumali polohy bodu v roviné v 5. ¢asti prvni kapitoly, viz Moti-
vaci k abstraktni definici vektorového prostoru ndm byly mnoziny feseni systému
linearnich diferencialnich rovnic s nulovou pravou stranou, kde soucty i skalarni na-
sobky feSeni byly opét fesenimi, ,,dimenzi“ celého prostoru feseni ale urcoval rozdil
mezi poc¢tem proménnych a poctem nezévislych rovnic. Takova dimenze byva vy-
razné mensi nez pocet proménnych a uz proto neni idealni pracovat s vektory jen
jako s n—ticemi skalart. Kdyz jsme pak zkoumali aplikace obecné teorie na sys-
témy rovnic v prvni ¢asti predchozi kapitoly, zjistili jsme v ostavci [B.1] ze vSechna
feSeni nehomogennich systémi rovnic sice netvori vektorové podprostory, vzdy ale
vznikaji tak, ze k jednomu jedinému feSeni pii¢teme cely vektorovy prostor feseni
prislusné homogenni soustavy. Naopak, rozdil dvou feSeni nehomogenni soustavy je
vzdy fesenim homogenni. Obdobné se chovaji linearni diferecni rovnice, viz (3.6

Navod na teoretické uchopeni takové situace jsme vidéli uz pfi diskusi geo-
metrie roviny, viz odstavec [[.34] a dale. Tam jsme totiz popisovali pfimky a body
jako mnoziny FeSeni systému linedrnich rovnic. P¥imka pro nas pak byla , jedno-
rozmérnym“ prostorem, pfestoze jeji body byly popisovany dvémi souradnicemi.
Prametricky jsme ji zadavali tak, ze k jednomu bodu (tj. dvojici soufadnic) jsme
pric¢itali nasobky pevné zvoleného smérového vektoru. Stejné budeme postupovat i
ted v libovolné dimenzi.

4.1. Afinni prostory. Standarni afinni prostor A, je mnozina vSech boda v R"
spolu s operaci, kterou k bodu A = (ay,...,a,) € A, a vektoru v = (vy,...,v,) €
R™ ptifadime bod A +v = (a1 + v1,...,a, + v,) € R™ Tyto operace spliuji
nasledujici t¥i vlastnosti:

(1) A+ 0= A pro vSechny body A € P a nulovy vektor 0 € V
(2) A+ (v+w) = (A+v)+ w pro vSechny vektory v,w € V, A€ P
(3) pro kazdé dva body A, B € P existuje pravé jeden vektor v € P takovy, ze
A+ v = B. Znadime jej B — A, nékdy také AB.
Vektorovy prostor R™ nazyvame zaméreni afinniho prostoru A,.
Vsimnéme si nékolika forméalnich nebezpeci: Pouzivame stejny symbol 4+ pro
dvé riizné operace: pri¢teni vektoru ze zaméfeni k bodu v afinnim prostoru, ale také

s¢itani vektorti v zaméfeni R™. Také nezavadime zvlastni pismena pro samotnou

105
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mnozinu bodu afinniho prostoru, tj. A, pro nas predstavuje jak samotnou mnozinu
bod, tak i celou strukturu definujici afinni prostor.

Proc¢ vlastné chceme rozliSovat mnozinu bodu prostoru A,, od jeho zaméieni V,
kdyz se jedna jakoby o stejné R™? Je to patrné podstatny formalni krtcek pro po-
chopeni geometrie v R™: Geometrické objekty jako jsou primky, body, roviny apod.
nejsou totiz primo zavislé na vektorové struktufe na mnoziné R™ a uz viibec ne na
tom, Ze pracujeme s n—ticemi skalart. Musime ale mit moznost fici, co je to ,rovné
v daném sméru“. K tomu pravé potrebujeme na jedné strané vnimat tfeba rovinu
jako neohranic¢enou desku bez zvolenych soufadnic, ale s moZnosti posunout se o
zadany vektor. Kdyz piejdeme navic k takovému abstraktnimu pohledu, budeme
umét diskutovat ,rovinnou geometrii“ pro dvourozmérné podprostory, tj. roviny
ve vicerozmérnych prostorech, ,prostorovou” pro tfirozmérné atd., aniz bychom
museli pfimo manipulovat k-ticemi soutfadnic.

Definice. Afinnim prostorem A se zaméfenim V' rozumime mnozinu bodu P, spolu
se zobrazenim PxV — P, (A,v) — A+wv, spliujici vlastnosti (1)—(3). Pro libovolny
pevné zvoleny vektor v € V je tak definovana translace 7, : A — A jako z0zené
zobrazeni

Tp: P~Px{v}—>P A~ A+
Dimenzi afinniho prostoru A rozumime dimenzi jeho zaméfeni.

Nadéle nebudeme rozlisovat A a P v oznaceni. Z axiomu okamzité plyne pro
libovolné body A, B, C v afinnim prostoru .4

(4) A-A=0€eV

(5) B-A=—(A-B)

(6) (B-A)+(C—-B)=(C-A).
(Dokazte si podrobné formélné samil!)

Vsimnéme si, Ze volba jednoho pevného bodu Ay € A ndm uréuje bijekci mezi V'
a A. Pfi volbé pevné baze u ve V tak dostavame pro kazdy bod A € A jednoznacné
vyjadieni

A= Ag+z1u1 + - + Ty,

Hovofime o afinni soustavé souradnic (Ag;us,. .., u,) zadané pocdtkem afinni sou-
fadné soustavy Ao a bazi zaméfeni u. Hovofime také o afinnim repéru (Ag,u).

Slovy muzeme shrnout situaci takto: Afinni soufadnice bodu A v soustavé
(Ag, u) jsou soufadnicemi vektoru A — Ay v bazi u zaméfeni V.

Volba afinniho souradného systému ztotoziuje n-rozmérny afinni prostor A se
standardnim afinnim prostorem A,,.

4.2. Afinni podprostory. JestliZze si vybereme v A jen body, které budou mit
nékteré pfedem vybrané soufadnice nulové (tfeba posledni jednu). Dostaneme opét
mnozinu, kterd se bude chovat jako afinni prostor. Takto budeme skutecné para-
metricky popisovat tzv. afinni podprostory ve smyslu nasledujici definice.

Definice. Neprizdnd podmnozina Q C A afinniho prostoru A se zaméienim V'
se nazyva afinni podprostor v A, je-li podmnozina W = {B— A;A,B € Q} C V
vektorovym podprostorem a pro libovolné A € Q, v € W je A+ v € Q.

Skutecné je rozumné mit obé€ podminky v definici, protoze je snadné najit

priklady podmnozin, které budou spliiovat prvni, ale nikoliv druhou. Pfemyslejte
napf. o pfimce v roviné s vyjmutym jednim bodem.
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Pro libovolnou mnoZinu bodi M C A v afinnim prostoru se zaméfenim V
definujeme vektorovy podprostor

Z(M)={({B—A;B,Aec M})CV.

Zejména je V = Z(A) a kazdy afinni podprostor Q@ C A spliiuje sdm axiomy
afinnfho prostoru se zaméfenim Z(Q).

Pfimo z definic je zfejmé, ze prinik libovolné mnoziny afinnich podprostoru je
bud opét afinni podprostor nebo prazdni mnozina.

Afinni podprostor (M) v A generovany neprazdnou podmnozinou M C A je
prunikem vSech afinnich podprostort, které obsahuji vsechny body podmnoziny M.

Piimo z definic plyne, Ze pro kterykoliv bod Ag € M je (M) = {Ap + v;v €
Z(M) C Z(A)}, tj. pro generovani afinniho podprostoru vezmeme vektorovy pod-
prostor Z(M) v zaméfeni generovany vSemi rozdily bodt z M a ten pak pficteme
k libovolnému z nich. Hovofime také o afinnim obalu mnoziny bodia M v A.

Naopak, kdykoliv zvolime podprostor U v zaméfeni Z(.A) a jeden pevny bod
A € A, pak podmnozina A + U vznikla vSemi moZznymi soucty bodt A s vektory v
U je afinni podprostor. Takovy postup vede k pojmu parametrizace podprostoru:

Necht Q = A + Z(Q) je afinni podprostor v A, a (u1,...,ux) je bdze Z(Q) C
R™. Pak vyjadieni podprostoru

Q= {A+tius + -+ tyug;ts, ...t €R}

nazyvame parametricky popis podprostoru Q. Jeho zadani systémem rovnic v da-
nych souradnicich je implicitni popis podprostoru Q.

4.3. Priklady afinnich prostoru. (1) Jednorozmérny (standardni) afinni pro-
stor je mnozina vSech bodu redlné piimky A;. Jeji zaméfeni je jednorozmérny
vektorovy prostor R (a nosnd mnoZina také R). Afinni soufadnice dostaneme vol-
bou pocatku a méfitka (tj. baze ve vektorovém prostoru R). VSechny vlastni afinni
podprostory jsou 0-rozmérné, jsou to pravé vSechny body redlné primky R.
(2) Dvourozmérny (standardni) afinni prostor je mnozina vSech bodu prostoru A
se zaméfenim R2. (Nosnou mnozinou je R2.) Afinni soufadnice dostaneme volbou
pocatku a dvou nezavislych vektort (smért a méritek). Vlastni afinni podprostory
jsou pak v8echny body a pfimky v roviné (0-rozmérné a l-rozmérné). P¥imky pii-
tom jednozna¢né zaddme jejich jednim bodem a jednim generatorem zaméfeni (tzv.
parametricky popis piimky).
(3) Trojrozmérny (standardni) afinni prostor je mnozina vSech bodt prostoru Ajs se
zaméFenim R3. Afinni soufadnice dostaneme volbou poéatku a tif nezévislych vek-
torl (smeért a méfitek). Vlastni afinni podprostory jsou pak vSechny body, pfimky
a roviny (0-rozmérné, 1-rozmérné a 2-rozmérné).
(4) Podprostor vSech feSeni jedné linedrni rovnice a - & = b pro neznadmy bod
(z1,...,2,) € A, zndmy nenulovy vektor koeficientt (aq, ..., a,) a skalar b € R je
afinni podprostor dimenze n — 1 (¥ikdme také, Ze je kodimenze 1), tj. tzv. nadrovina
v A,.

Posledni ptiklad je zvlastnim pripadem nésledujici obecné véty popisujici geo-
metrickou podstatu systémi linedrnich rovnic.

4.4. Véta. Necht (Ag;u) je afinni soufadny systém v n-rozmérném afinnim pro-
storu A. Afinni podprostory dimenze k v A, vyjddiené v dangjch soutadnicich, jsou
pravé mnoziny resent resitelngch systémi n — k linedrné nezdvislych linedrnich rov-
nic v n promennych.
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DUkAz. Uvazujme libovolny FeSitelny systém n — k linedrné nezévislych rovnic
aj(x) =b;, b €R,i=1,...,n—k. Je-li A = (ay,...,a,)T € R" libovolné pevné
zvolené feseni tohoto (nehomogenniho) systému rovnic a je-li U C R™ vektorovy
podprostor vSech FeSeni zhomogenizovaného systému «;(x) = 0, pak dimenze U je k
a podmnozina viech feseni daného systému je tvaru {B; B = A+ (y1,...,yn) ,y =
(Y1-.-,y2)T €U} C R”, viz. Ptislusny afinni podprostor je tim popsan para-
metricky ve vychozich soufadnicich (Ag;w).

Naopak, uvazme libovolny afinni podprostor Q C A4,, a zvolme néjaky jeho bod
B za pocatek afinniho soufadného systému (B,v) pro afinni prosotr A. Protoze
Q = B+ Z(Q), potifebujeme popsat zaméfeni podprostoru Q jako podprostor
FeSeni homogenniho systému rovnic. Zvolme tedy bézi v na Z(A) tak, aby prvnich
k vektori tvofilo bazi Z(Q). Pak v téchto soufadnicich jsou vektory v € Z(Q) dany
rovnostmi

a;j(v)=0, j=k+1,...,n,

kde «; jsou linearni formy z tzv. dudlni baze k v, tj. funkce pfifazeni jednotlivych
soufadnic v nasi bazi v.

N&s vektorovy podprostor Z(Q) dimenze k v n-rozmérném R" je tedy skutecné
dén jako feSeni homogenniho systému n—k nezavislych rovnic. Popis zvoleného afin-
niho podprostoru ve vybraném soufadném systému (Ag;u) je proto ddn systémem
homogennich linearnich rovnic.

Zbyva nam se vyporadat disledky prechodu z ptivodniho zadaného soufadného
systému (A;u) do naSeho pFizpisobeného (B;v). Z obecné Gvahy o transformacich
soutadnic v nasledujicim odstavci vyplyne, ze vysledny popis podprostoru bude
opét pomoci systému rovnic, tentokrat ale uz obecné nehomogennich. (Il

4.5. Transformace soufadnic. Dvé libovolné zvolené afinni soustavy souradnic
(Ao, u), (Bo,v) se obecné lisi posunutim pocatku o vektor (By — Ap) a jinou bazi
zaméfeni. Transformacni rovnice tedy vyc¢teme ze vztahu pro obecny bod X € A

X = By + vy + -+ xl v, = By + (A9 — Bo) + T1us + -+ - + Tply.

Oznaéme y = (yi1,...,yn)? sloupec souiadnic vektoru (Ag — By) v bazi v a M =
(ai;) bud matice vyjadiujici bazi u prostfednictvim béze v. Potom

!
Ty =Y1+ 01171 + -+ 1Ty

/!
l’n = Yn +an1$1 +--- +annxn

tj. maticové
2 =y+ M-z

Jako priklad si mtizeme spocitat dopad takové zmény baze na vyjadieni feSeni
systémt rovnic. Necht v soufadnicich (Ag;«) mé systém rovnic tvar

S-x=0

s matici systému S. Pak S-x =S - M- (y+ M -x2)—S-M~'.y="b Protov
novych vyse uvazovanych souradnicich (By;v) bude mit nas systém rovnic tvar

(S-M Y2/ =b=b+(S-M")y.

To plné dokoncuje diikaz predchozi véty.
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4.6. Afinni kombinace bodu. Necht Ay,..., A jsou body v afinnim prostoru
A. Jejich afinni obal ({Ap ..., Ar}) mizeme zapsat jako

{Aog +t1(A1 — Ag) + - - + ti(Ar — Ag)str, ...t € R}

a v libovolnych afinnich soufadnicich (tj. A; je vyjadfen sloupcem skalar) miZeme
tutéz mnozinu zapsat jako

k
(Ao, Ak) = {toAo + t1 Ay + - + i Agsts € R, Yt =1}

=0

Obecné vyrazy toAg + t1A1 + -+ + txAg s koeficienty spliiujicicmi Zf:o t;, =1
rozumime body Ag + Zf:l t;(A; — Ap) a nazyvame je afinni kombinace bodii.

Body Ag..., A jsou v obecné poloze, jestlize generuji k-rozmény podprostor.
Z nasich definic je vidét, ze to nastane pravé, kdyz pro kterykoliv z nich plati, Ze
vektory vzniklé pomoci rozdili tohoto pevného s ostatnimi jsou linedrné nezavislé.
Vsimnéme si také, ze zadani posloupnosti dim .4 bodt v obecné poloze je ekviva-
lentni zadéni afinniho repéru s stifedem v prvnim z nich.

Afinni kombinace je obdobné konstrukce pro body afinniho prostoru jako byla
linearni kombinace pro vektorové prostory. Skutecné, afinni podprostor generovany
body Ap ..., A je roven mnoziné vsech afinnich kombinaci svych generdtort. Ma-
zeme vSak nyni dobfe zobecnit i pojem ,,mezi dvéma body na pfimce“. V dvojroz-
mérném piipadé tomu odopovida vnitiek trojahelniku. Obecné budeme postupovat
takto:

Necht Ay, ..., Ay je k+1 bodt afinniho prostoru A v obecné poloze. k-rozmérny
simplex A = A(Ay,...,Ar) generovany témito body je definovan jako mnozina
vSech afinnich kombinaci bodu A; s pouze nezdpornymi koeficienty, tzn.

k
A= {toAQ + 1A+ - +t/€Ak,tl S [0, 1] C R,th = 1}
i=0
Jednorozmérny simplex je usecka, dvourozmeérny trojuhelnik.
Zadani podprostoru jako mnoziny afinnich kombinaci bodt v obecné poloze je
ekvivalentni parametrickému popisu. Obdobné pracujeme s parametrickymi popisy
simplexti.

4.7. Konvexni mnoZiny. PodmnoZina M afinniho prostoru se nazyva konverni,
jestliZe s kazdymi svymi dvéma body A, B obsahuje i celou tse¢ku A(A, B). P¥imo
z definice je vidét, Ze kazda konvexni mnoZina obsahuje s kazdymi k& + 1 body v
obecné poloze i cely jimi definovany simplex.

Konvexnimi mnozinami jsou napft.
(1) prézdnad podmnozina
(2) afinni podprostory
(3) usecky, poloptimky p = {P + ¢ - v; ¢t > 0}, obecnéji k— rozmérné poloprostory
a={P+t;-v1+ -+t vk t1,...,tx € Rt > 0}, Ghly v dvojrozmérnych
podprostorech 3 = {P +t; - vy +t2 - va; t1 > 0,t2 > 0}, atd.

Pfimo z definice také plyne, ze prinik libovolného systému konvexnich mnozin
je opét konvexni. Prinik vSech konvexnich mnozin obsahujicich danou mnozinu M
nazyvame konvezni obal K(M) mnoziny M.
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Véta. Konvexni obal libovolné podmmnoZiny M C A je

K(M) = {t1 Ay + -+t Ay Y ti =1, t; >0}

i=1

DUKAZ. Ozna¢me S mnozinu v8ech afinnich kombinaci na pravé strané dokazo-
vané rovnosti. Nejprve ovéfime, ze je S konvexni. Zvolme tedy dvé sady parametrt
ti,i=1,.., 81, t;, 7 =1,...,s9 s pozadovanymi vlastnosti. Bez 1jmy na obecnosti
muzeme predpokladat, ze s; = sy a Ze v obou kombinacich vystupuji stejné body
z M (jinak prosté pfiddme s¢itance s nulovymi koeficienty). Uvazme libovolny bod
tsecky zadané takto ziskanymi body:

€(t1Ar + -+ tsAg) + (L —e)(t) A1 + -+ tLAg), 0<e< 1.

Ziejmé jsou opét vSechny v S.

Zbyva ukazat, ze konvexni obal bodi Aj,...,As; nemtze byt mensi nez S.
Samotné body A; odpovidaji volbé parametrti ¢; = 0 pro vSechny j # i a t; = 1.
Predpokladejme, zZe tvrzeni plati pro vSechny mnoziny s nejvyse s — 1 body. To
znamend, ze konvexni obal bodu A, ..., As_1 je (podle pfedpokladu) tvofen pravé
témi kombinacemi z pravé strany dokazované rovnosti, kde t; = 0. Uvazme nyni
libovolny bod A =t1A; + - +t;As € S, ts # 1, a afinni kombinace

€(t1 A1+ Ftso1As1) + (1 —e(l —t5))As, 0<e< 1_—2

Jde o tsecku s krajnimi body uréenymi parametry e = 0 (bod A;) a e =1/(1 —ty)
(bod v konvexnim obalu bodd Ay, ..., As_1). Bod A je vnitinim bodem této usecky
s parametrem € = 1. O

Konvexni obaly koneénych mnozin boda se nazyvaji konverni mnohostény.
Jsou-li definujici body Ap,..., A konvexniho mnohosténu v obecné poloze, do-
stavame praveé k-rozmérny simplezr. V pripadé simplexu je vyjadifeni jeho bodu ve
tvaru afinni kombinace definujicich vrchold jednoznacné.

Jinym pfikladem jsou konvexni podmnoziny generované jednim bodem a ko-
neéné mnoha vektory: Necht wui,...,ug, jsou libovolné vektory v zaméfeni R™,
A € A, je libovolny bod. RovnobéZnostén Pi(A;uq,...,ux) C A, je mnozina

Pr(A;uy, ... ,up) ={A+ciug +--+cpup; 0<¢; <1,i=1,...,k}.

Jsou-li vektory uq, ..., ur nezavislé, hovofime o k-rozmérném rovnobéznosténu
Pr(A;uq, ..., ux) C A,. Z definice je ziejmé, Ze rovnobéznostény jsou konvexni. Ve
skutecnosti jde o konvexni obaly jejich vrcholi.

4.8. Priklady standardnich afinnich dloh. (1) K podprostoru zadanému im-
plicitné nalézt parametricky popis a naopak:

Nalezenim partikularniho feseni nehomogenniho systému a fundamentalniho
Feseni zhomogenizovaného systému rovnic ziskdme (v soufadnicich, ve kterych byly
rovnice zaddny) pravé hledany parametricky popis. Naopak, zapiSeme-li paramet-
ricky popis v soufadnicich, mizeme volné parametry ti,...,t; vyeliminovat a zis-
kdme pravé rovnice zadavajici dany podprostor implicitné.

(2) Nalézt podprostor generovany nékolika podprostory Qi, ..., Qs (obecné rizngch
dimenzi, napt. v Rg nalézt rovinu danou bodem a primkou, tfemi body apod.) a
zadat jej implicitné ¢i parametricky:
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Vysledny podprostor Q je vidy uréen jednim pevné zvolenym bodem A; v
kazdém z nich a souctem vsech zaméfeni. Napft.

Q=A1+ (Z({A1, ..., Ax}) + Z(Q1) + -+ + Z(Q5)).

Pokud jsou podprostory zadany implicitné, je mozné je nejdiive prevést na para-
metricky tvar. V konkrétnich situacich byaji funkéni i jiné postupy. VSimnéme si,
7e obecné je skutecné nutné vyuzit jednoho bodu z kazdého podprostoru. Napft.
dveé paralelni pfimky v roviné vygeneruji celou rovinu, ale sdili totéz jednorozmérné
zaméreni.

(3) Nalézt pranik podprostori Qi, ..., Qs:

Pokud jsou zadany v implicitnim tvaru, sta¢i sjednotit vSechny rovnice do jed-
noho systému (a pfipadné vynechat linedrné zdvislé). Pokud je vznikly systém ne-
fesitelny, je pranik prazdny. V opac¢ném pripadé ziskdme implicitni popis afinniho
podprostoru, ktery je hledanym prinikem.

Pokud mame dany parametrické tvary, muzeme také hledat pfimo spolecné
body jako reSeni vhodnych rovnic, podobné jako pri hledani prinika vektorovych
podprostord. Ziskdme tak pfimo opét parametricky popis. Pokud je podprostort
vice nez dva, musime priinik hledat postupné.

Mame-li jeden prostor zadany parametricky a ostatni implicitné, staci dosadit
parametrizované soufadnice a fesit vysledny systém rovnic.

(4) Nalezeni piicky mimobézek p, g v As prochdzejici danym bodem nebo magict
predem dany smér (tj. zaméreni):

Prickou rozumime piimku, kterd ma neprazdny prinik s obémi mimobézkami. Vy-
sledna pricka r tedy bude jednorozmérnym afinnim podprostorem. Pokud mame za-
dén jeho bod A € r, pak afinni podprostor generovany p a A je bud piimka (A € p)
nebo rovina (A ¢ p). V prvém piipadé mame nekoneéné mnoho FeSeni, jedno pro
kazdy bod z ¢, v druhém stadi najit pranik B roviny (pU A) s ¢ a r = ({4, B}).
Pokud je prinik prazdny, tloha nem4 Feseni, v p¥ipadé ze ¢ C (p U A), mame opé&t
nekone¢né mnoho feseni, a pokud je prinik jednoprvkovy, dostdvame pravé jedno
feSeni.

Mame-li misto bodu dan smér v € R”, tj. zaméfeni r, pak uvazujeme opét
podprostor Q generovany p a zaméfenim Z(p) + (u) C R™. Opét, pokud ¢ C Q,
méame nekone¢né mnoho FeSeni, jinak uvazime prinik Q s g a ulohu dokonéime
stejné jako v predchozim piipadé.

Reseni mnoha dalsich standardnich geometrickych tloh spo¢iva v pouzivani
vyse uvedenych kroki.

4.9. Piiklad. Uvadime nékolik priklada s vysledky.

4.9.1. 1. Parametricky vyjddiete prinik ndsledujicich rovin v R3:
c:2x+3y—z+1=0 a p:z—2y+5=0.

Reseni. Piimka (2t,t,7t) + [-5,0,—9]. O

4.9.2. 2. Najdéte piicku primek (dsecku, jejiz jeden koncovy bod leZi na jedné z
primek, druhy pak na druhé z nich)

p:[1,1,1] +4(2,1,0), q:[2,2,0]+¢(1,1,1),

takovou, Ze primka ji uréend prochdzi bodem [1,0,0].
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Reseni. Hledany bod v ¢ najdeme jako priinik pfimky ¢ s rovinou
[1,1,1] +#(2,1,0) + s(0,1,1).
Jde o tsecku s krajnimi body [5,5,3] € ¢, [7/3,5/3,1] € p. O

4.9.3. 3. Urcete osu mimobézek

P [3,0,3] + (0,1,2)t
q: [0,—1,—2] + (1,2,3)t.
Reseni. Usecka ([2,3,4],[3,1,5]). O

4.9.4. 4. Naleznéte osu mimobézek

p:[1,1,1] +4(2,1,0), q:[2,2,0]+¢(1,1,1).

Reseni. [3,2,1][8/3,8/3,2/3]. O
4.9.5. 5. Uréete patu kolmice spusténé z bodu [0,0,7] na rovinu

p:[0,5,3]+ (1,2, 1)t + (—2,1,1)s.

Reseni. (—1,3,2). O

4.9.6. 6. Zjistéte, zda lezi body [0,2,1], [—1,2,0], [-2,5,2] a [0,5,4] z R® v jedné
TOVINE.

Reseni. Libovolna dvojice zadanych bodii z afinniho prostoru R? uréuje vektor (viz
definice afinniho prostoru; jeho souradnice jsou dany po slozkach rozdily souradnic
danych dvou bodt). To, Ze dané ¢tyfi body lezi v roviné je ekvivalentni tomu, Ze
jsou t¥i vektory dané jednim vybranym bodem a vzdy jednim ze tii zbylych linearné
z&vislé. Vybereme napt. bod [0,2,1] (na vybéru nezdlezi), pak uvazujeme vektory
[0,2,1] —[-1,2,0] = (1,0,1), [0,2,1] — [-2,5,2] = (2,—-3,—-1) a [0,2,1] — [0,5,4] =
(0, —3,—3). Vidime, Ze soucet dvojnasobku prvniho vektoru a tfetiho vektoru je
roven druhému vektoru, vektory jsou tedy linedrné zavislé (jinak ma taky matice,
jejiz tadky jsou tvoreny souradnicemi danych vektort, hodnost nizsi nez tii; v tomto
pripadeé se tedy jednd o matici

1 0 1
2 -3 -1],
0 -3 -3
kterd ma hodnost dva). Dané body tedy lezi v roviné. (I

4.9.7. 7. Na kolik édsti mohou délit prostor (R?) ti roviny? Pro kaZdou moznost
popiste odpovidajici pripad.

Reseni. 2, 3, 4, 6, 7, 8. Polohy rovin, které realizuji dané pocty si rozmyslete
samostatneé. (]

4.9.8. 8. Rozhodnéte, zda lezi bod [2,1,0] uvniti konvezniho obalu bodi [0,2,1],
1,0,1], 3,2, 1], [1,0, 1.
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ResSeni. Sestavime nehomogenni lin. soustavu, pro koeficienty t;, to, t3, t4, afinni
kombinace danych bodi, kterd dava prvni bod (jsou uréeny jednozacéné, pokud dané
body nelezi v roving).

01 3 -1\ /tk 2
2 0 =2 0 |[t]| |1
11 -1 1]|e| "o
11 1 1) \u 1

Posledni rovnice udava, ze jde o afinni kombinaci. Jejim fesenim dostédvame (t1, ta, t3,t4) =
(1,0,1/2,—1/2), nejedné se tedy o konvexni kombinaci. (nelze odvodit pomoci pro-
jekei na jednotlivé osy). a

4.9.9. 9. Urcete odchylku rovin

[1,0,2] + (1,-1,1)t + (0,1, —2)s
[3,3,3] + (1,-2,0)t + (0,1,1)s

Reseni. Priisecnice méa smérovy vektor (1, —1,1), kolm4 rovina na ni mé pak s da-
nymi rovinami priniky generované vektory (1,0, —1) a (0, 1, 1). Tyto jednorozmérné
podprostory sviraji tthel 60°. ([

4.9.10. 10. Je ddn rovnobéznik [0,0,1], [2,1,1], [3,3,1], [1,2,1]. Urcete bod X na
primee p : [0,0,1]+ (1,1, 1)t tak, aby rovnobéZnostén uréeny dangm rovnobéznikem
a bodem X mel objem 1.

Reseni. Sestavime determinant udavajici objem rovnobéznosténu pii pohyblivém
bodu X:

t ot ot
2 1 0
1 20
Podminka, ze ma byt roven jedné dava ¢t = 1/3. (]

4.9.11. 11. Je ddna krychle ABCDA'B'C'D’ (ve standardnim oznacent, tj. ABC'D
a A’B'C'D’ jsou stény, AA’ pak hrana). Urcete odchylku vektordi AB' a AD'.

Reseni. Uvazujme krychli o hrané 1 a umistéme ji v R3 tak, ze bod A bude
mit ve standardni bazi soufadnice [0,0,0], bod B pak soufadnice [1,0,0] a bod
C soufadnice [1,1,0]. Potom mé bod B’ soufadnice [1,0,1] a bod D’ soufadnice
[0,1,1]. Pro vySetfované vektory tedy mtizeme psat AB’ = B’ — A = [1,0,1] —
[0,0,0] = (1,0,1), AD' = D" — A =10,1,1] — [0,0,0] = (0,1,1). Podle definice
odchylky ¢ téchto vektoru je pak

) i (Oa 1, 1) 1

(1,0
© -

cos(p) = 1 =
YT oLy 2

tedy ¢ = 60°.



2.66

114 4. ANALYTICKA GEOMETRIE

4.10. Afinni zobrazeni. Zobrazeni f : A — B mezi afinnimi prostory nazyvime
afinni zobrazent, jestlize existuje linedni zobrazeni ¢ : Z(A) — Z(B) takové, ze pro
v8echny A € A, v € Z(A) plati

f(A+v) = f(A) + ¢(v).
Zobrazeni f a ¢ jsou jednoznac¢né zadana touto vlastnostni a libovolné zvolenymi

obrazy (dim.A + 1) bodt v obecné poloze.
Pro libovolnou afinni kombinaci bodt tgAg + - - - + tsAs € A pak dostaneme

FtoAg + -+ +1t:A5) = f(Ag) +t1p(A1 — Ag) + -+ + tsp(As — Ap)
= tof(Ao) + t1f(A1) + -+t f(As).

Naopak, pokud pro néjaké zobrazeni plati, ze zachovava afinni kombinace, mu-
zeme Cist predchozi vypocet v opacném poradi a zjistime, se jedna o afinni zobrazeni.
Ekvivalentné lze tedy definovat afinni zobrazeni jako ta, kterd zachovavaji afinni
kombinace bodi.

Volbou afinnich soufadnic (Ag,u) na A a (Bp,v) na B dostdvame soufadné
vyjadfeni afinniho zobrazeni f : A — B. P¥imo z definice je zfejmé, Ze staci vyjadiit
obraz poc¢atku soutfadnic v A v soufadnicich na B, tj. vyjadiit vektor f(Ap) — Bo
v bazi v a vSe ostatni je pak urceno nasobenim matici zobrazeni ¢ ve zvolenych
bazich a pri¢tenim vysledku.

4.11. Priklad. Napiste matici B afinniho zobrazeni f daného ve standardni bazi

v R? jako
o= (3 ) (2)+ ()

soufadné soustavé dané bazi u = {(1,1), (—1,1)} a pocdtkem [2,0].

Reseni. Matice prechodu od dané béze u ke standardni bazi k je

L)

Matici zobrazeni v bézi ([2,0],u) ziskdme tak, Ze nejprve transformujeme sou-
fadnice priklané v bazi ([2,0],u) na soufadnice ve standardni bazi, tedy v bazi
([0,0],(1,0),(0,1)), poté aplikujeme matici zobrazeni f ve standardni bézi a na
zévér vysledek transformujeme zpét do soufadnic v bazi (]2, 0], w). Transformacni
rovnice prechodu od suoufadnic yi, yo v bazi ([2,0],u) k soufadnicim xy, x5 v

standardni bazi jsou
T\ _ 1 -1 Y1 2
() -G )G+ 6)
Odtud mame, ze

() =G ) (C)-6))- (4 D))

Pro matici zobrazeni pak dostavame

3 % 2 1 L=0y 2V ()] e (2
-3 35/ [\0 1 11 0 1 1
- 2 0 + 2

- -1 1 -1

B
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4.12. Priklad.

4.12.1. Mejme danu standardni souradnou soustavu v trojrozmeérnem Fukleidov-
ském prostoru. Agent K sidli v bodé S o souradnicich [0,1,2] a ustiedi mu pridélilo
pro pouZivdni soufadnou soustavu s poc¢atkem S a bdzi {(1,1,0),(—1,0,1),(0,1,2)}.
Agent Sokol bydli domé D na kdté [1,1,1] a pouZivd soutadnou soustavu s bdzi
{(0,0,1),(—-1,1,2),(1,0,1)}. Agent K Zadd Sokola o schuzku v cihelné, kterd lezi
podle jeho soutadné soustavy v bodé [1,1,0]. Kam md prijit Sokol (podle jeho sou-
fadnic)?

Reseni. Matice pfechodu od baze agenta K k Sokolové béazi (pii stejnjch pocatcich)

je
—4 2 -1
T = 1 0 1
2 -1 1
Vektor (0,1,2) mé tedy soufadnice 7" - (0,1,2)T = (0,2,1)7, posunutim pocatku
(pFicteme vektor (—1,0,1)) dostavame vysledek (—1,2,2). O

2. Euklidovska geometrie

Na minulé kapitole jsme vytvorili vychodisko pro elementarni geometrii a nepo-
tfebovali jsme k tomu pojem vzdélenosti nebo velikosti. Ve skute¢nosti jsme pojem
velikosti vektoru a odchylku vektort zavedli na konci tfeti kapitoly této casti. Né-
kolikrat jsme také nejen v geometrii roviny se vzdalenostmi pracovali, viz tifeba
optimaliza¢ni vysledek o nefesitelnych systémech linedrnich rovnic a pseudoinverz-
nich maticich ve Vété Asi proto dobfe tusime, jak se s problémem vypotradat:

4.13. Definice. Standardni bodovy euklidovsky prostor &, je afinni prostor A,

jehoz zaméfenim je standardni euklidovsky prostor R™ se skalarnim soucinem
(x,2) =27 -y.

Kartézska soutadnd soustava je afinni soufadnd soustava (Ag;u) s ortonormélni

bazi w. Vzddlenost bodi A,B € &, definujeme jako velikost vektoru ||B — A,

budeme ji znacit p(A, B). Euklidovské podprostory v &, jsou afinni podprostory

jejichz zaméreni uvazujeme spolu se zizenymi skaldrnimi souciny.

Bodovym euklidovskym prostorem £ pak obecné rozumime afinni prostor, jehoz
zaméreni je euklidovsky vektorovy prostor. Pojem kartézské souradné soustavy ma
opét jasny smysl. Kazda volba takové souradné soustavy ovsem zadava ztotoznéni
& se standardnim prostorem &,,. Proto se budeme v dalsim, bez jmy na obecnosti,
zabyvat hlavné standardnimi euklidovskymi prostory a jejich podprostory.

Opét si napred uvedeme nékolik jednoduchych tvrzeni o euklidovskych prosto-
rech. K jejich formulaci i dikaztm se ale musime zamyslet nad standardnimi vztahy
mezi velikostmi vektorti, které podobné jako v rovinné geometrii plati obecné:

4.14. Véta. Pro kazdé vektory v a v, které€ leZi v redlném vektorovém prostoru V.
se skalarnim soucinem, plati

(1) luto| < |lul|+||v]l (trojihelnikovd nerovnost). Pritom rovnost nastane prdvé,
kdyz jsou u a v linedrné zdvislé.
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(2) |u-v| < ||lu|l||lv|l (Cauchyova nerovnost). Pritom rovnost nastane pravé, kdyz
jsou u a v linedrné zdvisle.

(3) pro kazdy ortonormdini systém vektori (eq, ..., ex) plati
lull> > Ju-e1)> + -+ |u-ex|? (Besselova nerovnost).

(4) Pro ortonormdlni systém vektord (eq, ..., ex) je u € {e1,...,ex) pravé kdyz
lul> = |u-e1)> + -+ |u-ex]? (Parsevalova rovnost).

(5) Pro ortonormdlni systém vektori (ey,...,er) au €V je vektor

w=(u-ey)er+ -+ (u-ep)ek
jedingm vektorem, ktery minimalizuje velikost |u—v|| pro vsechny v € (e1, ..., ex).

DUKAZ. Vsechny dikazy spocivaji v podstaté v piimych vypoctech:
(2): Definujme vektor w :=u — *v, tzn. w L v a pocitejme

0 < Jlwll? = fluf]® — (ﬁ”)w -+ Ww

0 < [lwl[lvl® = ful®llv]* = 2(u - v)(u-v) + (w-v)(u-v)
Odtud jiz p¥imo plyne, ze ||ul|?|[v||> > |u - v|* a rovnost nastane pravé tehdy,
kdyz w = 0, tj. kdyz jsou u a v linedrné zavislé.
(1): Opét staci pocitat
2 _ 012 2 — 12 2
Ju+of" = flull” + [[o|* +u-v+v-u= |+ [Jvf|* + 2u-v
< lull® + floll* + 2fw - ol < Jlull® + [[v]]* + 2[|u][lv]
= ([lull + Ilvl)?
ProtoZe se pfitom jedna o kladna redlnd ¢isla, je opravdu ||u—+v|| < |lul/+]|v]. Navic,

pfi rovnosti musi nastat rovnost ve vSech predchozich nerovnostech, to vsSak je
ekvivalentni podmince, Ze u a v jsou linearné zavislé (podle piedchozi ¢asti ditkazu).

(3), (4): Necht (eq,...,ex) je ortonormélni systém vektorti. Doplnime jej do orto-
normdlni baze (eq,...,e,). Pak je pro kazdy vektor u € V
n n k
lll® = (u-e)(u-ei) = Ju-eil =) Ju-ef.
i=1 i=1 i=1

To je ale pravé dokazovana Besselova nerovnost. Pfitom rovnost mize nastat pravé
tehdy, kdyz u - e; = 0 pro vSechny i > k, a to dokazuje Parsevalovu rovnost.

(5): Zvolme libovolny v € (eq,...,e;) a dopliime dany ortonormaélni systém na
ortonormélni béazi (ey,...,e,). Necht (uy,...,u,) a (21,...,24,0,...,0) jsou po
fadé soutadnice v a v v této bazi. Pak

u—vl? = |ur — @12+ -+ Jug — 2] ® + |uggr [P+ un |

a tento vyraz je zjevné minimalizovan pti volbé x1 = uy,...,Tr = Ug. ([
Nyni jiz dostavame jednoduché disledky pro euklidovskou geometrii:

4.15. Véta. Pro body A, B,C € &, plati
(1) p(A, B) = p(B, A)

(2) p(A,B) =0 pravé, kdyz A=B

(3) p(A, B) + p(B,C) = p(4,C)
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(4) V kazdé kartézké soutadné soustave (Ag;e) maji body
A=Ap+aie1+---+ane,, B=Ag+bies+---+bpe,

vzddlenost \/Y i (a; — b;)2.

(5) Je-li ddn bod A a podprostor Q v &,, pak existuje bod P € Q minimalizujici
vzdalenosti bodi Q od A. Vzddlenost bodu A a P je rovna velikosti kolmého
primétu vektoru A — B do Z(Q)* pro libovolny B € Q.

(6) Obecnéji, pro podprostory R a Q v &, existuji bod P € Q a Q) € R minimalizu-
jici vzddlenosti bodu B € Q a A € R. Vzddlenost bodii Q a P je rovna velikosti
kolmého primeétu vektoru A— B do Z(Q)* pro libovolné body B € Q a A € R.

DUKAz. Prvni tfi vlastnosti vyplyvaji pfimo z vlastnosti velikosti vektora v
prostorech se skalarnim sou¢inem, ¢tvrta plyne pfimo z vyjadfeni skalarniho sou¢inu
v libovolné ortonorméalni bazi.

Podivejme se na vztah pro minimalizaci vzdlenosti p(A, B) pro B € Q. Vektor
A — B se jednoznac¢né rozkldda na A — B = uy + ug, u; € Z(Q), us € Z(Q)*.
Pfitom wug nezévisi na volbé B € Q, P = A+ (—u3) = B+u; € Qa |A- B|* =

lurl|? + |Juz|* > |ju2*> = [|[A — P|. Odtud jiz vyplyva, Ze infima je skutec¢né
dosazeno, a to pro bod P. Vypoc¢tena vzdalenost je skuteéné |luz]|.
Obecny vysledek se dokaze zcela obdobné. ([

4.16. Vzdalenost piimek. Uréete vzdalenost piimek v R3.

p:[1,-1,0] +¢(~1,2,3), a q:[2,5,—1]+t(—1,-2,1).

Reseni. Vzdélenost je dana jako velikost kolmého priimétu libovolné piicky (spoj-
nice) danych piimek do ortogonalniho doplitku vektorového podprostoru genero-
vaného jejich zamérenimi. Tento ortogondlni doplnek zjistime napiiklad pomoci
vektorového soucinu:

<(_15253)7 (—1,-2, 1)>l = <(_1’273) x (-1,-2,1)) = <(87 _254)> = ((4, _172)>'

Spojnici danych pifmek je naptiklad tsecka [1,—1,0][2,5, —1], promitneme tedy
vektor [1,—1,0] — [2,5,—1] = (=1, =6, 1). Pro vzdalenost piimek pak dostavame:
“1,-6,1) - (4,-1,2 4
p(p,q) = K ) A__2
1(4,-1,2)|| V21

O

Stejné jako vzdalenost, i fada dalsich geometrickych pojmu jako odchylky, ori-

entace, objem apod. je v bodovych prostorech &, zavadéna prostiednictvim vhod-

nych pojmu ve vektorovych euklidovskych prostorech. Proto se nyni budeme chvili

vénovat opét redlnym unitarnim prostorim. Zacneme s diskusi velikosti thla. Z
v

Cauchyovy nerovnosti plyne 0 < m < 1, ma tedy smysl nasledujici definice.

4.17. Definice. Odchylka o(u,v) vektori u,v € V v redlném vektorovém prostoru
se skalarnim soucinem je déna vztahem
u-v

= ——00, 0< < 2.
COS@(U’ ’U) ||U/||||U||’ — QO(’LL, ’U) > 4T
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Jak jsme vidéli, v roviné R? pro (obvyklou) odchylku vektorti na jednotkové
kruznici v = (1,0), v = (cosp,siny) skuteéné plati cosp = Tl - Protoze od-
chylka je nezavisla na velikostech vektord, plati stejny vztah i pro vektory u =
(21,0), v = (acosp,asinp). Protoze vhodnou rotaci dosdhneme toho, ze jeden z
dvojice vektorti m4 tvar (x1,0), plati nds vztah zcela obecné v roving. Ve viceroz-
mérnych prostorech je odchylka dvou vektort vidy méfena v roviné, kterou tyto
vektory generuji (nebo je nula), jisté tedy nas definiéni vztah odpovida zvyklostem
ve vSech dimenzich.

V libovolném realném vektorovém prostoru se skaldrnim souc¢inem piimo z de-
finic plyne

lu = l* = [lull + [0]* = 2(u - v) = [[ull® + [ol* = 2]jull|v]| cos ¢ (u, v).

To je tzv. kosinovd véta.

Déle plati pro kazdou ortonormalni bazi e a u € V vztah ||ul|? = >, Ju - ;%
tj.

1= Z(cos o(u,e;))?,
i

coz je obvyklé tvrzeni o smérovych kosinech ¢(u,e;) vektoru u.

Z definice odchylek vektort nyni mizeme dovodit rozumné definice pro obecné
podprostory v kazdém euklidovském vektorovém prostoru.

4.18. Definice. Necht U, Us jsou podprostory v euklidovském prostoru V. Od-
chylka podprostori, Uy, Uy je redlné ¢islo a = (U, Us) € [0, 5] spliwjici:
(1) Je-li dimU; = dimUs = 1, Uy = (u), Uz = (v), pak

|w.v]

cosa = .

[[ullflv]]

(2) Jsou-li dimenze Uy, Uy kladné a Uy NU,; = {0}, pak je odchylka minimem vSech
odchylek jednorozmeérnych podprostoru

a = min{p((u), (v));0 # u € Up,0 # v € Us}.

Ukazeme v zapéti, ze takové minimum skutecné vzdy existuje.
(3) Je-li Uy C U nebo Uy C Uy (zejména je-li jeden z nich nulovy), je o = 0.
(4) Je-li Uy NU; # {0} a Uy # Uy NUsy # Us, pak

o = (p(Ul N (U1 N UQ)L, U2 N (Ul N UQ)L).

Odchylka podprostori Q1, Q2 v bodovém euklidovském prostoru &, se definuje
jako odchylka jejich zaméteni Z(Q1), Z(Q2).

Vsimnéme si, ze odchylka je vzdy dobfe definovana, zejména v poslednim pii-

padé je
(UL N (U NU)H) N (U N (UL NUR)T) = {0}

mizeme tedy opravdu odchylku uréit podle bodu (2). VSimnéme si také, ze v pii-
padé Uy NUy = {0}, jsou Uy a Uy kolmé podle nasich diivéjsich definic pravé, kdyz
jejich odchylka je w/2. Pokud vSak maji netrividlni prinik, nemohou byt kolmé v
driveéjsim smyslu.

Ke korektosti definice zbyva ukéazat, ze ve skutecnosti vzdy existuji vektory
u € Uy, v € Usy, pro které nabyva vyraz pro odchylku pozadovaného minima.
Nejdiive specidlni pripad:
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4.19. Lemma. Necht v je vektor v euklidovském prostoru V a U C V libovolny
podprostor. Oznacme vy € U, vy € UL (jednoznacéné urcené) komponenty vektoru
v, tj. v = vy + vy. Pak pro odchylku ¢ podprostoru generovaného v od U plati

cos p((v),U) = cos p((v), (v1)) = |||7;1”

DUKAZ. Pro vSechny u € U plati

o] _ fu- (o1t o)l _ Ju-n

Fallol = Tulllol Tl
lellloall _ loall _ Jlol® _ Jos -
Flllol = el = Tollleall ~ Tolloall

Odtud plyne

cos p((v), (u)) < cos p((v), (v1)) = |”UU1H||

s

a protoze funkce cos je na intervalu [0, 5] klesajici, je tvrzeni dokazané. 0

4.20. Vypocet odchylek. UvaZzujme dva podprostory Ui, Uz v euklidovském prostoru V,

Ui NUz = {0} a zvolme pevné ortonormalni baze e, a ¢’ tak, aby U1 = (e1,...,ex), Uz =
(el,...,e1). Necht ¢ je kolmy priimét na Us, jeho z(Zeni na U; budeme opét znadit ¢ : Uy —
Us. Zobrazeni 1) : Uz — Uy necht vznikne podobné z kolmého primétu na U;. Tato zobrazeni
maji v bazich (e1,...,ex) a (el,...,e) matice
/ / ! !
e1 ey ... ep-€] el-er ... e-e1
A= : : , B=
/ / / /
€1 € € - € €1 - €k € €k

Zejména plati B = AT. SloZené zobrazeni 1) o ¢ : Uy — U; mé tedy symetrickou matici
AT A. Vidéli jsme, ze kazdé takové zobrazeni ma pouze nezaporna realna vlastni &isla a e
ma ve vhodné ortonormalni bazi diagondlni matici s témito vlastnimi Cisly na diagonale, viz
5. 21H3. 27|

Nyni mliZzeme odvodit obecny postup pro vypoéet odchylky oo = (U, Us).

Véta. V predchozim oznacdeni necht \ je nejvétsi vlastni hodnota matice ATA. Pak
2
cos”a = A

DUKAZ. Necht u € U; je vlastni vektor zobrazeni 1) o ¢ prislusny nejvétsi vlastni
hodnoté A, A1,...,A\x nechf jsou vSechna vlastni ¢isla (véetné nésobnosti) a necht u =
(u1,...,un) je piislusnd ortonormdlni baze Ui z vlastnich vektorti. Muzeme piimo pred-
pokladat, ze A = A1, u = ui. Potfebujeme ukazat, ze odchylka libovolného v € U; od Us
je nejméné tak velkd jako odchylka u od Us. Tzn. ze kosinus prislusného thlu nesmi byt
vétsi. Podle predchoziho lemmatu staéi diskutovat odchylku u a ¢(u) € Us a pfitom vime,
ze ||u| = 1. Zvolme tedy v € U1, v = ajus + - - - + arug, Sor_, a? = |[v]|* = 1. Pak

eI = ¢(©) - p(v) = Y o p(v) - v < [ o) l[lo]] = [|¢ 0 p(v)]l.
Predchozi lemma navic déva i vzorec pro odchylku o vektoru v od Uz

@)l _
ol

Cos =

lle()]l-



120 4. ANALYTICKA GEOMETRIE

Protoze jsme zvolili za A1 nejvétsi z vlastnich hodnot, dostavame

k

(cosa)? = [lp(@)[I* < [[Y o ()| = 4| D (Niai)? =

i=1

k
= JA% +D_a(AF =) < /AL
=1

Pii v = u dostavame oviem piesné ||o(v)|> = Af||v||* = A? a tedy odchylka dosahuje pro
tento vektor miniméalni mozné hodnoty. Tim je véta dokazéana. O

4.21. Piiklady standardnich tloh. 1. Najdéte vzddlenost bodu A € &, od pod-
prostoru Q C E,:

Viz. véta L1

2. V &5 vedte bodem A primku q svirajici s danou pFimkou p daniyj thel:

Najdeme vektor u € R? lezici v zaméFeni piimky ¢ a zvolime vektor v majici
od u zadanou odchylku. Hledan4 pfimka je ddna bodem A a zaméfenim (v). Uloha
ma dvé nebo jedno feSeni.

8. Spoctéte patu kolmice vedené bodem na danou primku:

Viz. ditkaz predposledniho bodu véty

4. V &3 urcete vzddlenost dvou primek p, q: Zvolime libovolné jeden bod z
kazdé primky, A € p, B € q. Komponenta vektoru A — B v ortogonalnim doplnku
(Z(p) + Z(q))* ma velikost rovnu vzdalenosti p a g.

5. V & najdéte osu dvou mimobéZek p a q:

Necht 7 je rovina generovand jednim bodem A € p a souctem Z(p) + (Z(p) +
Z(q))*. Pak prinik 1 N ¢ spolu se zaméfenim (Z(p) + Z(q))* davaji parametricky
popis hledané osy. (Provéfte, kolik m4a tloha obecné Feseni!)

4.22. Piiklad. Najdéte priinik kolmé roviny spusténé z bodu A = [1,2,3,4] € R*
na rovinu
0:[1,0,1,0] 4 (1,2, —1,-2)s + (1,0,0,1)t, s,t € R.

Reseni. Naleznéme nejprve kolmou rovinu k o. Jeji zaméfeni bude kolmé na zamé-
feni o, pro vektory (a,b,c,d) patiici do jejiho zaméfeni dostavame tedy soustavu
rovnic
(a,b,¢,d)-(1,2,-1,-2) =0 = a+2b—c—2d=0
(a,b,c,d)-(1,0,0,1)=0 = a+d=0.
Jejim FeSenim je dvojdimenzionélni vektorovy prostor ((0,1,2,0),(—1,0,—3,1)).
Rovina 7 kolmé k roviné p prochazejici bodem A ma tedy parametrické vyjadieni
7:[1,2,3,4] +(0,1,2,0)u + (=1,0,—-3,1)v, u,v € R.

Prinik rovin potom muzeme ziskat pomoci obou parametrickych vyjadieni. Pro
parametry popisujici prunik tedy dostavame soustavu rovnic:

1+s+t = 1—w
2s = 2+4wu
1—-s = 34+2u—3v

—2s+t = 4+,
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kterd mé jediné feseni (musi tomu tak byt, protoZe sloupce matice soustavy jsou
dény linedrné nezavislymi vektory zaméfeni obou rovin) s = —8/19, t = 34/19,
u = —54/19, v = —26/19. Dosazenim hodnot parametrti s a ¢t do parametrického
vyjadieni roviny o pak dostaneme soufadnice priniku [45/19, —16/19,11/19,18/19]
(stejny vysledek pochopitelné obdrzime, dosadime-li hodnoty parametrtt v a v do
parametrického vyjadieni roviny 7). O

4.23. P¥iklad. Bodem [1,2] € R? vedte piimku, kterd ma odchylku 30° od piimky
p: [0,1] +¢(1,1).

Reseni. Odchylka dvou pfimek je dana tihlem, ktery sviraji jejich smérové vektory.
Staci tedy najit smérovy vektor v hledané primky. Ten ziskdme naptiklad rotaci
smérového vektoru primky p o 30°. Matice rotace o 30° je

cos30° —sin30°) § f%
sin30°  cos30° ) ? '

Hledany vektor v je tedy

N[

Rotovat jsme mohli i v opa¢ném smyslu. Hledand piimka (jedna ze dvou moznych)
ma tedy parametrické vyjadieni

4.24. Priklad.

4.24.1. Urcete cos a, kde a je odchylka dvou sousednich stén pravidelného osmis-
ténu (téleso, jehoZ stény tvori osm rovnostranngch trojihelniki).

Reseni. Odchylky libovolngch dvou sousednich stén jsou ze symetrie osmisténu
shodné. Rovnéz tak nezalezi na jeho velikosti. Uvazujme osmistén s délkou hrany 1,
je v bodé [0,0,0]. Jeho vrcholy jsou pak v bodech A = [g,0,0], B = [0, g, I,
C=[-¥2,0,0, D=1[0,-¥2,0], E=[0,0,—¥2] a F = [0,0, £2].

Urceme odchylku stén CDF a BCF'. Ta je dana odchylkou vektord kolmych
na jejich prunik a lezicich v danych sténach, tedy vekort kolmych na C'F. Témi
jsou vektory dané vyskami z bodu D, resp. F' na stranu C'F’ v trojihelnicich CDF,
resp. BC'F. Vysky v rovostranném trojihelniku splyvaji s téznicemi, jedna se tedy
o usecky SD a SB, kde S je stfed strany C'F. Protoze zname souradnice bodu C a
F, mé bod S soutradnice [—%,0, g] a pro vektory mame SD = (‘/5 —g, —g)

4
aSB = (%, §7—§). Celkem

Je tedy a = 132°. O
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4.25. Poéitani objemu. Orientovany (bodovy) euklidovsky prostor je euklidov-
sky bodovy prostor, jehoz zaméfeni je orientované. V dalsim budeme uvazovat
standardni &,, spolu s orientaci zadanou standardni bazi R".

Necht ug,...,ux, jsou libovolné vektory v zaméieni R™, A € &, je libovolny
bod. RovnobéZnostén Py (A;uq,...,ux) C &, jsme definovali jako mnozinu

Pr(Asuy, ... up) ={A+cur+- -+ cur;0<¢; <1,i=1,...,k}.

Jsou-li vektory ui, ..., ux nezavislé, hovofili jsme o k-rozmérném rovnobéznosténu
Pr(A;uy...,ug) C E,. Pro dané vektory uy,...,ur mame k dispozici také rovno-
béznostény mensich dimenzi

Pi(A;ur), ..., Pe(Asug, ... ug)
v euklidovskych podprostorech A + (u1),..., A+ (uy, ..., ug).

Jsou-li uq,...,u linedrné zavislé definujeme objem Vol Py = 0. Pro nezavislé
vektory pak plati (uq,...,ur) = (ug, ..., up—1) ® ((ur,...,up_1)" N {ug, ..., ug)).
Navic v tomto rozkladu se uj jednoznacné vyjadii jako

up = uj, + ek, kde e, L (uy, ..., up_1).
Absolutni hodnotu objemu definujeme induktivné:
| Vol [Py(A;u1) = [|ua]
| Vol |Py(A;ut, ..., uk) = |lex||| VOL|P(A;u1, . .., uk—1).
Je-li uq,...,u, bize kompatibilni s orientaci V', definujeme (orientovany) objem

rovnobéznosténu Vol Py (A;uq, ..., uy) = | Vol |Px(A;uy,. .., u,), v opacném pii-
padé klademe Vol Py (A;uq, ..., up) = —| Vol |Pr(Asu1, ..., uy).

Véta. Necht Q C &, je euklidovsky podprostor a necht (ey, ..., ex) je jeho ortonor-
malni baze. Pak pro libovolné vektory uy, ... ,u € Z(Q) a A € Q plati

Uy - €1 e U * €1
(1) Vol Pr(Ajuq, ..., up) = det :
Uy - € ... Uk - €L
Uy - Uy . Up - U

(2) (VolPr(A;uq,...,ug))? = det

Uy - ug ... Uk - U
DUKAZ. Matice
Ul - €1 e Uk - €1
A = . .
Uy - ek e Uk * €k
ma ve sloupcich soufadnice vektort us, ..., ux ve zvolené ortonormalni bazi. Plati
Ul - Ul N Uk - U1

[A]* = |A||A] = |AT]|A] = |AT A| = det
Uy - Uk . Uk - Uk

Pfimo z definice je neorientovany objem roven soulinu ||vil|||vz||...||vk|, kde vi = w1,
Vo = Uo + a%m, LU = Uk + a]fvl + -+ aﬁ,lvk_l je vysledek Grammova-Schmidtova
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ortogonalizaéniho procesu. Je tedy

V1 V1 e Vg - V1
(Vol Pr(A;us,. .., uk))2 = det
V1 * Vi N Vg - Vg
V1 - V1 0 cee 0
= det :
0 0 e VE * Uk

Ozna¢me B matici jejiz sloupce jsou soufadnice vektorli vy, ..., v, v bazi e. Protoze vy, ..., vk
vznikly z wui,...,ur jako obrazy v linearni transformaci s horni trojihelnikovou matici C' s

jedni¢kami na diagondle, je B = CA a |B| = |C||A| = |A|. Pak ovéem |A|*> = |BJ?* =
|A[|A], proto Vol Pr(A;ui,...,ur) = £|A|. Pfitom pokud jsou vektory ui,...,us; zavislé
vyjde objem nulovy, pokud jsou nezavislé, pak znaménko determinantu je kladné pravé kdyz

je baze wuq, ..., u;r kompatibilni s orientaci danou bazi e. O
Determinant
U - Uy N Uk - U
det
Uy U ... U - Uk
se nazyva Grammuv determinant k—tice vektord wuy,...,ux. V geometrické formu-

laci dostavame jako velice dizity dtsledek nasledujici tvrzeni:

4.26. Dusledek. Pro kazdé linedrni zobrazeni ¢ : V. — V euklidovského vekto-
rového prostoru V je det ¢ roven (orientovanému) objemu obrazu rovnobéZnosténu
urceného vektory ortonormdlni bdze. Obecnéji, obraz rovnobéznosténu P urceného
libovolngmi dim V' vektory md objem roven det p—ndsobku pivodniho objemu.

4.27. Priklad. Jsou dédny vektory u = (u1,uq,us) a v = (v1,v2,v3). Dopliite je
tretim jednotkovym vektorem tak, aby rovnobéznostén dany témito tiemi vektory
meél co nejvétsi objem.

Reseni. Ozna¢me hledany jednotkovy vektor jako t = (t1,t,t3). Podle Tvrzeni ??
je objem rovnobéznosténu P3(0; u, v,t) ddn jako abolutni hodnota determinantu

ur vt t1 ta 13
ug Vo to| = |ur uz us|=t-(uxv)<|[t||luxuvl]=|uxov|]
us vz ts V1 V2 U3

Pouzité znaménko nerovnosti vyplyva z Cauchyovy nerovnosti, pfi¢emz vime, ze
rovnost nastéava pravé pro t = c(u X v), ¢ € R. Velikost objemu hledaného rovno-
béznosténu tedy miuze byt maximalne rovna velikosti obsahu rovnobéznika daného
vektory w, v (tj. velikosti vektoru (u X v)). Rovnost nastane pravé kdyz
po g XY
U X v

1w > )]
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4.28. Vnéjsi a vektorovy souéin vektoru. Pfedchozi tivahy tizce souvisi s tzv.
vnéjsSim tensorovym soucinem vektort. Nepijdeme do této technicky ponékud ne-
prehledné oblasti, ale zminime alesponpiipad vnéjsiho souc¢inu n = dim V' vektori
ULy enny Uy €V
Necht (u1j,. .., un;) jsou souradnd vyjadieni vektort u; v néjaké pevné zvolené
ortonormalni bazi V' a M necht je matice s prvky (u;;). Pak determinant | M| nezé-
visi na volbé baze a jeho hodnotu nazyvame vnéjsim soucinem vektori uy, ..., u,
a znacime [uq, ..., uy]. Viz
Ptimo z definice nyni vyplyvaji uzitecné vlastnosti vnéjsiho soucinu
(1) Zobrazeni (uy,...,u,) +— [u1,...,u,] je antisymetrické n-linedrni zobrazeni.
Tzn., ze je linearni ve vSech argumentech a vymeéna dvou argumentt se vzdy
projevi zménou znaménka vysledku.

(2) Vné&jsi soucin je nulovy prave, kdyz jsou vektory uy, ..., u, linedrné zavislé
(3) Vektory uy,...,u, tvoii kladnou bézi pravé, kdyz je jejich vnéjsi soucin kladny.

V Rgs patrné jiz zname dalsi vyznamnou operaci, tzv. vektorovy soucin, ktery
dvojici vektort pfifazuje vektor tfeti. Uvazme obecny euklidovsky vektorovy pro-

stor V dimenze n > 2 a vektory uy,...,u,—1 € V. Vektor v € V nazveme vektorovy
soucin vektorl uq, ..., u,_1, jestlize pro kazdy vektor w € V plati
(v,w) = [ugy ...y Up—1,w].

Znac¢ime v = uy X ... Up_1-
V ortonormélnich soufadnicich, kde v = (y1,...,yn)", w = (21,...,2,)7 a
u; = (U1, ... un;)?, predchozi vztah znamena

Uiy .- Ui(n—-1) 21
Y1T1+ - F YnTp = : :
Unl -+ Upn-1) Tn

Odtud vyplyva, ze vektor v je timto vztahem zadan jednoznac¢né a jeho souradnice
spocteme formalnim rozvojem tohoto determinantu podle posledniho sloupce.

Véta. Pro vektorovy soucin v = uy X ... X U,_1 plati

(1) v e (up,. ., up_1)t

(2) v je nenulovy vektor prave, kdyZ jsou vektory uy, ..., u,—1 linedrné nezavislé

(3) welikost ||v|| vektorového soucinu je rovna absolutni hodnoté objemu rovnobéz-
niku P(0; w1, ..., Up_1)

(4) (ug,...,up_1,v) je kladnd bdze orientovaného euklidovského prostoru V

DUKAZ. Prvni tvrzeni plyne pfimo z defini¢niho vztahu pro v, protoze dosa-
zenim libovolného vektoru u; za w mame nalevo skaldrni soucin v - u; a napravo
determinant s dvéma shodnymi sloupci.

Hodnost matice s n — 1 sloupci u; je ddna maximalni velikosti nenulového
minoru. Minory, které zadavaji souradnice vektorového soucinu jsou stupné n — 1
a tim je dokdzéano tvrzeni (2).

Jsou-li vektory wuy, ..., u,_1 zévislé, pak platii (3). Necht jsou tedy nezéavislé, v
je jejich vektorovy souéin a zvolme libovolnou ortonormélni bézi (eq, ..., e,—1) pro-
storu (uy,...,u,—1). Z jiz dokdzaného vyplyva, ze existuje néjaky nasobek (1/a)v,
0 # a € R, takovy, ze (e, . .., ek, (1/a)v) je ortonormélni baze celého V. Souradnice
nasich vektord v této bazi jsou

uj = (uljv"'au(n_l)j,O)T, v = (0,...,O,a)T.
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Proto je vnéjsi soudin [uq, ..., u,_1,v] roven (viz. definice vektorového soucinu)
Uil ce ul(n—l) 0
—| E - — o2
[Ug,... Up_1,v] = = (v,v) = a*.

Un—1)1 -+ Un-1)(n-1) 0

Rozvojem determinantu podle posledniho sloupce zaroven obdrzime
o =aVolP(0;uq, ... i 1)

Odtud uz vyplyvaji obé zbyla tvrzeni véty. O

4.29. Kvadratické formy. Zavérem zminime jesté par poznamek o objektech v
&, zadanych kvadratickymi rovnicemi, hovofime o kvadrikdch. Zvolme v &, pevné
kartézskou soufadnou soustavu (tj. bod a ortonormalni bézi zaméteni) a uvazme
obecnou kvadratickou rovnici pro soutadnice (x1,...,x,) bodu A € &,

n n
E Qi T + E 20,1“’51' +a= 0, Qi = Qg
i,7=1 i=1

Mizeme ji zapsat jako f(u) + g(u) + a = 0 pro kvadratickou formu f (tj. zzeni
symetrické bilinearni formy F na dvojice stejnych argumentit), linedrni formu g a
skalar ¢ € R a predpokldddme Ze hodnost f je nenulové (jinak by se jednalo o
linedrni rovnici popisujici euklidovsky podprostor).

Zacnéme s kvadratickou ¢asti, tj. bilinedrni symetrickou formou f : R® x R" —
R. Stejné dobie muzeme premyslet o obecné symetrické bilinearni formé na libovol-
ném vektorovém prostoru. Pro libovolnou bazi na tomto vektorovém prostoru bude
hodnota f(x) na vektoru x = z1e; + -+ + x, ¢, ddna vztahem

f(fE) = F(.’E,(E) = inij(eivej) = mT A
1,7

kde A = (a;;) je symetricka matice s prvky a;; = F'(e;, e;). Takovymto zobrazenim
f tikdme kvadratické formy a vyse uvedena formula pro hodnotu formy s pouzitim
zvolenych soufadnic se nazyva analyticky tvar formy. Jestlize zménime bazi e; na
jinou bézi e, ..., el , dostaneme pro stejny vektor jiné souradnice x = S -2’ a tedy

fx)=(S-2")T-A-(S-2')= ()T - (ST-A-8)-2.

Predpokladejme opét, Ze je na nasem vektorovém prostoru zadan skaldrni soucin.
Predchozi vypocet pak muzeme shrnout slovy, Zze matice bilinearni formy F a tedy
i kvadratické formy f se transformuje pfi zméné souradnic zptusobem, ktery pro or-
togonalni zmény soutfadnic splyvé s transformaci matic zobrazeni (skute¢né, pak je
S—1 = 8T). Tento vysledek miizeme intepretovat také jako nasledujici pozorovani:

Tvrzeni. NechtV je redlny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem. Pak vztah
o= F, Fu,u) = (p(u),u)

zadavd bijekci mezi symetrickymi linedrnimi zobrazenimi a kvadratickymi formami

na V.
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4.30. Euklidovska klasifikace kvadrik. Z posledni véty vyplyva okamzity da-
sledek, ze pro kazdou kvadratickou formu f existuje ortonormalni baze zaméfeni,
ve které ma f diagonalni matici (a diagonalni hodnoty jsou jednoznaéné uréeny az
na poradi). Pfedpokladejme tedy p¥imo rovnici ve tvaru

Z)\zl'? +szzz +b=0.
1=1 1=1

V dalsim kroku pro soufadnice x; s \; # 0 provedeme doplnéni do ¢tverci, které
,pohlti* kvadraty i linedrni ¢leny tychz nezndmych (tzv. Lagrangetv algoritmus,
viz poznadmka nize) Tak ndm zistanou nejvyse ty nezndmé, pro které byl jejich
koeficient u kvadratu nulovy, a ziskdme tvar

Z/\i(xi _pi)2+ Z b]'l‘j +c=0.
i=1 J splitujici A; = 0

Pokud nam opravdu ztistaly néjaké linearni ¢leny, mizeme zvolit novou bazi zamé-
feni tak, aby odpovidajici linearni forma byla prvkem dualni baze a novou volbou
pocatku v &, pak dosdhneme vysledného tvaru

k
Z NiyZ + bygs1 +c =0,

i=1

kde k je hodnost kvadratické formy f, linedrni ¢len se mize (ale nemusi) objevit
jen pokud je hodnost f mensi nez n, ¢ € R muze byt nenulové pouze kdyz je b = 0.

.....

netrividlni dimenze. Pivodni rovnice ma tvar
2 2 _
a112° + agey” + 2a12vy + arx + asy +a = 0.

Volbou vhodné baze zaméfeni a néaslednym doplnénim ¢tverctt dosdhneme tvaru
(opét pouzivame stejného znaceni x,y pro nové souradnice):

a1z + azy® + a1r +ay +a=0

kde a; muze byt nenulové pouze v piipadé, ze a;; je nulové. Poslednim krokem
obecného postupu, tj. v dimenzi n = 2 jen pripadnou volbou posunuti, dosdhneme
pravé jedné z rovnic:

0=2a%/a® +y?/b? + 1 prazdna mnozina
0=2a%/a®+y?/b> -1 elipsa
0=2a%/a® —y?/b> -1 hyperbola

0=22/a® — 2py parabola

0=2a2/a® + y?/b? bod
0=2%/a®—y?/b? 2 riznobézné primky
0=2x%—a? 2 rovnobézné primky
0=2a2 2 splyvajici prfimky

0=22+ad? prazdna mnozina
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4.32. Afinni pohled. V ptedchozich dvou odstavcich jsme hledali podstatné vlast-
nosti a standardizované analytické popisy objektt zadavanych v euklidovskych pro-
storech kvadratickymi rovnicemi. Hledali jsme pfitom co nejjednodussi rovnice v
mezich danych volnosti vybéru kartézskych souradnic. Geometricka formulace na-
seho vysledku pak muze byt takova, ze pro dva rizné objekty — kvadriky, zadané
v obecné ruznych kartézskych soutadnicich, existuje euklidovskd transformace na
&, (tj. afinni bijektivni zobrazeni zachovéavajici velikosti) tehdy a jen tehdy, pokud
vyse uvedeny algoritmus vede na stejny analyticky tvar, az na poradi souradnic.

Pochopitelné se muzeme ptat, do jaké miry umime podobnou véc v afinnich
prostorech, tj. s volnosti vybéru jakékoliv afinni souradné soustavy. Napf. v roviné
to bude znamenat, ze neumime rozlisit kruznici od elipsy, samoziejmé bychom ale
meéli odlisit hyperbolu a vSechny ostatni typy kuzelosecek. Hlavné ale splynou mezi
sebou vsechny hyperboly atd.

Ukéazeme si hlavni rozdil postupu na kvadratickych forméch a k zélezitosti se
pak jesté vratime nize.

Uvazme néjakou kvadratickou formu f na vektorovém prostoru V a jeji ana-
Iytické vyjadieni f(u) = 27 Az vzhledem ke zvolené bazi na V. Pro vektor u =
r1u1 + - - - + xpu, pak také zapisujeme formu f ve tvaru

f(z1,n) = Zaijxixja
]

V predchozich odstavcich jsme jiz s vyuzitim skaldrniho soucinu ukazali, ze pro
vhodnou bézi bude matice A diagonalni, tj. Ze pro ptislusnou symetrickou formu
F bude platit F'(u;, u;) = 0 pii i # j. Kazdou takovou bazi nazyvame poldrni bdze
kvadratické formy f. Samoziejmeé si pro takovy tcel mtizeme vzdy skalarni soucin
vybrat. Dokézeme si ale toto tvrzeni znovu bez vyuziti skalarnich soucint tak, ze
ziskdme daleko jednodussi algoritmus na to, jak takovou polarni bazi najit mezi
vSéemi bazemi. Tim se zaroven dovime podstatné informace o afinnich vlastnos-
tech kvadratickych forem. Nasledujici véta byva v literature uvadéna pod nazvem
Lagrangeuv algoritmus.

Véta. Necht V je redlny vektorovy prostor dimenze n, f : V — R kvadratickd
forma. Pak na V existuje poldrni baze pro f.

DUkaAz. (1) Necht A je matice f v béziu = (uq,...,u,) naV a predpokladejme
a1 # 0. Pak mtizeme psat

2 2
flze, .. xn) = a2y + 20122122 + - - - + agexs + . ..
= ajj (a11w1 + arpws + - - - + a1,2,)? + Eleny neobsahujici

Provedeme tedy transformaci soufadnic (tj. zménu béze) tak, aby v novych sourad-
nicich bylo

! ! /
T = a1121 + 1222 + -+ A1p Ty, Ty = To,..., T, = Tp.
To odpovida nové bézi (spoctéte si jako cviceni prislusnou matici pfechodul!)
-1 _ -1 _ -1
U1 = Qqq U1, V2 = U2 — Q11 A12UL, -+ ., Up = Up — 771 A1pUT

a tak jak 1ze ocekavat, v nové bazi bude prislusna symetricka bilinerani forma splio-
vat g(v1,v;) = 0 pro vSechny ¢ > 0 (piepoctéte!). Ma tedy f v novych soufadnicich
analyticky tvar al_llx’lz + h, kde h je kvadratickd forma nezavisla na proménné x;.
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Z technickych duvodi byva lepsi zvolit v nové bazi v; = up, opét dostaneme
vyraz [ = f1 + h, kde f; zavisi pouze na z/, zatimco v h se x| nevyskytuje. Pfitom
pak g(vi,v1) = aq1.

(2) Predpokladejme, Ze po provedeni kroku (1) dostaneme pro h matici (fadu
o jednicku mensiho) s koeficientem u 42 riiznym od nuly. Pak miiZeme zopakovat
presné stejny postup a ziskame vyjadieni f = f; + fo + h, kde v h vystupuji pouze
proménné s indexem vétsim nez dvé. Tak muzeme postupovat tak dlouho, az bud
provedeme n— 1 krokti a ziskdme diagonalni tvar, nebo v feknéme i-tém kroku bude
prvek a;; dosud ziskané matice nulovy.

(3) Nastane-li posledni moznost, ale pfitom existuje jiny prvek a;; #0s j > 1,
pak staci prehodit i-ty prvek baze s j-tym a pokracovat podle predeslého postupu.

(4) Predpokladejme, zZe jsme narazili na situaci aj; = 0 pro vSechny j > i.
Pokud pritom neexistuje ani zadny jiny prvek ajr # 0s j > 4, k > i, pak jsme jiz
aplné hotovi nebot jsme jiz dosahli diagonalni matici. Pfedpokladejme, Ze aji # 0.
Pouzijeme pak transformaci v; = w; + u, ostatni vektory béze ponechdme (t;j.
x), = x —xj, ostatni zlstavaji). Pak h(vj,v;) = h(uj, uj)+h(ug, ug) +2h(ug, uj) =
2a;; # 0 a mizeme pokracovat podle postupu v (1). O

4.33. Priklad. Necht f: R?® — R, f(x1, 72, 23) = 323 + 23129 + 23 + 42923 + 622
Jeji matice je

Podle bodu (1) algoritmu provedeme tupravy

1 2
f(z1, 29, 23) = §(3x1 + x2)2 + gac% + 4xox3 + 6:c§

1, 3
gi‘h"‘i(

2
392 + 2y3)?

1 2
= gzl +§Z2

a vidime, 7Ze forma méa hodnost 2 a matice prechodu do prislusné polarni baze w se
ziskd posbiranim provedenych transformaci:

2 2
23 =Y3 =13, 22 = Y2 +2y3 = -w2+ 2x3, 21 = y1 = 3w1 + T2

3 3
Pokud by ale napi. f(x1,22,23) = 2x123 + 23, tj. matice je
0 0 1
A=(0 1 0],
100

pak hned v prvnim kroku muzeme prehodit proménné: y; = x2, y2 = x1, Y3 = 3.
Aplikace kroku (1) je pak trividlni (nejsou tu zadné spole¢né ¢leny), pro dalsi krok
ale nastane situace z bodu (4). Zavedeme tedy transformaci z; = y1, 22 = ya,
z3 = ys — y2. Pak

1 1
fzy, o, 23) = 22 + 220(23 + 22) = 22 + 5(222 + 23)% — 523%

Matici prechodu do prislusné polarni baze opét dostaneme posbiranim jednotlivych
transformaci (tj. vyndsobenim jednotlivych dil¢ich matic pFechodu).
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4.34. Afinni klasifikace kvadratickych forem. Po vypoctu polarni baze Lagran-
geovym algoritmem muzeme jesté vylepsit bazové vektory pomoci nasobeni skala-
rem tak, aby v pfislusném analytickém vyjadieni na$i formy vystupovaly v roli
koeficientt u kvadrata jednotlivych soufadnic pouze skalary 1, —1 a 0. Nasledujici
véta o setrvacnosti Fika navic, ze pocet jednicek a minus jednicek nezavisi na nasich
volbach v pribéhu algoritmu. Tyto pocty nyzyvame signaturou kvadratické formy.
Opét tedy dostavame uplny popis kvadratickjch forem ve smyslu, ze dvé takové
formy jsou prevoditelnd jedna na druhou pomoci afinni transformace tehdy a jen
tehdy, kdyZ maji stejnou signaturu.

Véta. Pro kazdou nenulovou kvadratickou formu hodnosti r na redlném vektoro-
vém prostoru V existuje celé ¢islo 0 < p < r a r nezdvislych linedrnich forem
D1, .-, pr € V™ takovych, Ze

F@) = (p1(w)? + -+ (p(w)? = (ppr1(u)? = - = (0 (u))*.
Jinak Teceno, existuje poldrni bdze, ve které ma f analyticke vyjadrent
flxr, ... z) :SU%Jr”'eriffo_l — a2,

Pocet p kladnych diagondlnich koeficienti v matici dané kvadratické formy nezdvisi
na volbé poldrni baze.

Dvé symetrické matice A, B dimenze n jsou maticemi téze kvadraticke formy
v ruznych bazich prdavée, kdyz maji stejnou hodnost a kdyzZ matice prislusnych forem
v poldrni bdzi maji stejny pocet kladnijch koeficienti.

DUKAZ. Lagrangeovym algoritmem obdrzime f(z1,...,7,) = A22 + - +
A2, N\ # 0, v jisté bazi na V. Predpokladejme navic, ze pravé prvnich p koefi-
cientdt \; je kladnych. Pak transformace y1 = vVAiz1,...,y, = \/Ea:p, Yp+1 =
VA1 Tl - Yr = V=N Tr, Yrg1 = Trgd,- - -, Yn = Tp jiz vede na pozadovany
tvar. Formy ; pak jsou pravé formy z dudlni baze ve V* k ziskané polarni bazi.
Musime ale jesté ukézat, Ze p nezavisi na nasem postupu. Pfepokladejme, Ze se ndm
podarilo najit vyjadfeni téze formy f v polarnich bazich u, v, tj.

f(yh»yn):y%‘f'—i-yg—ngrl__yz
a ozna¢me podprostor generovany prvnimi p vektory prvé baze P = (uq, ... ,up>, a

obdobné @ = (vg41,...,vn). Pak pro kazdy v € P je f(u) > 0 zatimco pro v € Q
je f(v) < 0. Nutné tedy plati PNQ = {0} a proto dim P+ dim @ < n. Odtud plyne
p+ (n—q) <n, tj. p < g. Opaénou volbou podprostorii viak ziskdme i ¢ < p.

Je tedy p nezavislé na volbé polarni baze. Pak ovsem pro dvé matice se stejnou
hodnosti a stejnym poctem kladnych koeficienttt v diagonalnim tvaru pfislusné
kvadratické formy ziskame stejny analyticky tvar. ([l

Pri diskusi symetrickych zobrazeni jsme hovofili o definitnich a semidefitnich
zobrazenich. Tataz diskuse ma jasny smysl i pro symetrické bilinearni formy a kva-
dratické formy. Kvadratickou formu f forma na redlném vektorovém prostoru V
nazyvame
(1) positivné definitni, je-li f(u) > 0 pro vSechny u # 0
(2) positivné semidefinitni, je-li f(u) > 0 pro vSechny u € V
(3) negativné definitni, je-li f(u) < 0 pro vSechny u # 0
(4) negativné semidefinitni, je-li f(u) < 0 pro vSechny u € V
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(5) indefinitni, je-li f(u) >0 a f(v) < 0 pro vhodné u,v € V.

Stejné nazvy pouzivame i pro symetrické redlné matice, jsou-li maticemi patfic-
nych kvadratickych forem. Signaturou symetrické matice pak rozumime signaturu
piislusné kvadratické formy.

3. Projektivni geometrie

V mnoha elementarnich textech o analytické geometrii autofi kon¢i afinnimi
a euklidovskymi objekty popsanymi vyse. Na mnoho praktickych tloh euklidovska
nebo afinni geometrie staci, na jiné bohuzel ale nikoliv.

Tak tfeba pfi zpracovavani obrazu z kamery nejsou zachovavany uhly a rovno-
bézné ptimky se mohou (ale nemusi) protinat. Dal§im dobrym divodem pro hledani
girsitho rdmce geometrickych tloh a tvah je pozadovana robustnost a jednoduchost
numerickych operaci. Daleko jednodussi jsou totiz operace provadéné prostym na-
sobenim matic a velice tézko se totiz od sebe odlisuji malinké thly od nulovych,
proto je lepsi mit nastroje, které takové odliSeni nevyzaduji.

Zakladni ideou projektivni geometrie je rozsifeni afinnich prostord o body v
nekonecénu zptisobem, ktery bude dobie umoznovat manipulace s linedrnimi objekty
typu bodfi, pfimek, rovin, projekci, apod.

4.35. Projektivni rozsifeni afinni roviny. Zacneme tim nejjednodussim za-
jimavym pfipadem, geometrii v roviné. Jestlize si body roviny A predstavime
jako rovinu z = 1 v R3, pak kazdy bod P nasi afinni roviny piedstavuje vektor
u = (z,y,1) € R® a tim i jednorozmérny podprostor (u) C R3. Naopak, skoro
kazdy podprostor v R? protind nasi rovinu v pravé jednom bodé P a jednotlivé
vektory takového podprostoru jsou dany soufadnicemi (z,y, z) jednoznacné, az na
spoleény skalarni nasobek. Zadny primik s nasi rovinou nebudou mit pouze pod-
prostory s body o soufadnicich (z,y,0).

Projektivni rovina Py je mnozina vSech jednorozmérnych podprostori v R3.
Homogenni soutadnice bodu P = (z : y : z) v projektivni roviné jsou trojice
realnych ¢isel urcené az na spolecny skalarni nasobek a alespon jedno z nich musi byt
nenulové. Pfimka v projektivni roviné je definovana jako mnozina jednorozmérnych
podprostort (tj. bodii v Ps)

Piiklad. V afinnim prostoru R? uvazujme dvé piimky L; : y —z—1 = 0 a
Ly:y—z+1=0.

Jestlize budeme body piimek L; a Ly chépat jako konecné body v projektivnim
prostoru Pa, budou zjevné jejich homogenni soufadnice (z : y : z) spliiovat rovnice

Liyty—2—2=0, Ly:y—ax+z2z=0.

Podivejme se, jak budou rovnice téchto pfimek vypadat v souradnicich v afinni ro-
viné, ktera bude dana jako y = 1. Za tim tcelem staci dosadit y = 1 do predchozich
rovnic:

Li:1l—-2—-2=0, Ly:1—x2+2=0

Nyni jsou ,nekonecné“ body nasi ptvodni afinni roviny dany vztahem z = 0 a
vidime, Ze nase piimky L} a L} se protinaji v bodé (1, 1,0). To odpovida geometrické
predstavé, ze rovnob&zné ptimky L;, Lo v afinni roviné se protinaji v nekone¢nu (a
to v bodé (1:1:0)).
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4.36. Projektivni prostory a transformace. Postup z roviny se pfirozenym
zpusobem zobecniuje na kazdou koneénou dimenzi. Volbou libovolné afinni nadro-
viny A, ve vektorovém prostoru R"*! ktera neprochazi poc¢atkem, miizeme zto-
toznit body P € A, s jednorozmérnymi podprostory, které tyto generuji. Zbylé
jednorozmérné podprostory vyplni rovinu rovnobéznou s A, a fikdme jim ,neko-
neéné body“ v projektivnim rozsifeni P,, afinni roviny A,,. Zjevné je vzdy mnozina
nekonec¢nych bodu v P, projektivnim prostorem dimenze o jednicku niz$im. Abs-
traktnéji hovorime o projektivizaci vektorového prostoru: pro libovolny vektorovy
prostor V dimenze n + 1 definujeme

P(V)={P CV; P je jednorozmérny vektorovy podprostor}.

Volbou libovolné baze u ve V dostdvame tzv. homogenni soutadnice na P(V) tak, ze
pro P € P(V) pouzijeme jeho libovolny nenulovy vektor u € V a soufadnice tohoto
vektoru v bazi u. Afinni pifimka mé tedy ve svém projektivnim rozsifeni pouze
jediny bod (oba konce se ,potkaji“ v nekoneénu a projektivni pfimka vypada jako
kruZnice), projektivni rovina mé projektivni pfimku nekoneénych bodu atd.

Pfi zvolenych homogennich soufadnicich je mozné jednu z jejich hodnot zafixo-
vat na jednicku (tj. vylou¢ime vSechny body projektivniho prostoru s touto soufad-
nici nulovou) a ziskdme tak vloZeni n—rozmérného afinniho prostoru A,, C P(V). To
je presné konstrukce, kterou jsme pouzili v opacném sméru v prikladu projektivni
roviny.

Kazdé prosté linearni zobrazeni 7 : V7 — V5 mezi vektorovymi prostory samo-
ziejmé zobrazuje jednorozmérné podprostory na jednorozmeérné podprostory. Tim
vznikd zobrazeni na projektivizacich T : P(V;) — P(V2). Takovym zobrazenim fi-
kame projektivni zobrazeni. Jinak feceno, projektivni zobrazeni je takové zobrazeni
mezi projektivnimi prostory, Ze v kazdé soustavé homogennich soufadnic na defini¢-
nim oboru i obrazu je toto zobrazeni zadano nasobenim vhodnou matici. Obecnéji,
pokud nase pomocné linearni zobrazeni neni prosté, definuje projektivni zobrazeni
pouze mimo svoje jadro, tj. na bodech, jejichz homogenni souradnice se nezobrazuji
na nulu.

4.37. Perspektivni projekce. Velmi dobie jsou vyhody projektivni geometrie
vidét na perspektivni projekci R?* — R2. Bod (X, Y, Z) ,redlného svéta® se promita
na bod (z,y) na priamétné takto:

X Y
m*—fiv y*—f§~

To je nejen nelinedrni formule, ale navic pfi Z malém bude velice problematicka
presnost vypoctu.

Pii rozsifeni této transformace na zobrazeni P3 — Po dostavame zobrazeni
X:Y:Z: W)= (x:y:2)=(—fX:—fY :Z), tj. popsané prostou linedrni
formuli

P —fooo);
yl=(0o —-f 0o P
z 0 0 10 v

Tento jednoduchy vyraz zadava perspektivni projekei pro vSechny konecné body
v R3 C P3, které dosazujeme jako vyrazy s W = 1. Navic jsme odstranili problémy
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s body, jejichz obraz lezi v nekonecnu. Skutecné, je-li Z-ova soufadnice skutec-
ného bodu scény blizka nule, bude hodnota treti homogenni soufadnice obrazu mit
soutadnici blizkou nule, tj. bude predstavovat bod blizky nekonec¢nu.

4.38. Afinni a projektivni transformace. Invertibilni projektivni zobrazeni
projektivniho prostoru P, na sebe odpovidaji v homogennich soufadnicich inver-
tibilnim maticim dimenze n + 1. Dvé takové matice zadavaji stejnou projektivni
transformaci prave, kdyz se lisi o konstantni nasobek.

Jestlize si zvolime prvni soufadnici jako tu, jejiz nulovost urcuje nekonecné
body, budou transformace, které zachovavaji koneéné body, dany maticemi, jejichz
prvni faddek musi byt az na prvni ¢len nulovy. Jestlize budeme chtit pfejit do afinnich
soufadnic konecnych bodt, tj. zafixujeme si hodnotu prvni soufadnice na jednicku,
musi byt prvni prvek na prvnim fadku byt také rovny jedné. Matice projektivnich
transformaci zachovavajicich kone¢né body tedy maji tvar:

1 0 0

b1 an A1n

bn anp1 - Qpn
kde b = (by,...,b,)T € R" a A = (a;;) je invertibilni matice dimenze n. Plisobeni
takové matice na vektoru (1,z1,...,2,) je pravé obecnd afinni transformace.

vvvvvv

objektech studovanych v afinni geometrii nejlépe prostfednictvim projektivnich roz-
Sifeni. Jestlize popiSeme kvadriku v afinnich soufadnicich pomoci obecné kvadra-
tické rovnice, viz vySe, jejim prepsanim v homogennich soufadnicich dostaneme
vzdy vyluéné homogenni vyraz, jehoz vSechny ¢leny jsou druhého radu. Duvod je
ten, ze pouze takové homogenni vyrazy budou mit pro homogenni souradnice smysl
nezdvisle na zvoleném konstantnim nésobku soufadnic (zg,x1,...,2,). Hleddme
tedy takovy, jehoz ztzenim na afinni souradnice, tj. dosazenim xy = 1, ziskdme pu-
vodni vyraz. To je ale mimoradné jednoduché, prosté dopiSeme dostatek zy ke vsem
vyraziim — zadny ke kvadratickym ¢lentim, jedno k lineArnim a 2 ke konstantnimu
¢lenu.

Ziskame tak dobie definovanou kvadratickou formu na nasem pomocném vek-
torovém prostoru R™*!, ale jsme uz viéi libovolné volbé béze klasifikovali. Zkuste si
samostatné prevést tuto klasifikaci do projektivni i afinni podoby. (Hezké a naroéné
cviceni na zavér semestru!)

4.40. Piiklad. Naleznéte polarni bazi kvadratické formy f : R® — R, kterd je ve
standardni bazi dana predpisem

J(xy, w2, 23) = 2109 + 2123
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Reseni. Aplikaci uvedeného Lagrangeova algoritmu dostavame:

f(@1,22,23) = 23122 + 2273
provedeme substituci podle bodu (4) algoritmu y2 = x2 — 1, y1 = 1,Yy3 = T3

= 2z1(z1 + o) + (21 + y2)as = 223 + 221y0 + 2123 + Yoz =

1 1 1 1
= 5(2% +y2+ 5w3)° — b — —aF + yows =

2 2 8
substituce y1 = 2x1 + y2 + %.’I}3
1 1 1 1 1 1 3
= YL~ ¥~ gT v = Syl — 2(5ye — 5s)” + gk =
substituce y3 = %yg — %I3
1 3
= §y% — 2y§ + gxg

V soutadnicich y;, y3, v3 ma tedy dand kvadraticka forma diagondlni tvar, to zna-
mena ze baze prislusna témto souradnicim je polarni bazi dané kvadratické formy.
Pokud ji mame vyjadiit musime ziskat matici pfechodu od této polarni baze ke
standardni bazi. Z definice matice prechodu jsou pak jeji sloupce bazovymi vektory
polarni bazi. Matici pfechodu ziskdme tak, ze bud vyjadiime staré proménné (xq,
X9, x3) pomoci novych proménnych (y1, ys, x3), nebo ekvivalentné vyjadiime nové
proménné pomoci starych (coz jde jednoduseji), pak ale musime spocitat inverzni
matici.

Mame y; = 2x1 + y2 + %Ig = 21 + (92 — 1) + %x3 ays = %yg — %1'3 =
—%xl + %1‘3 - %1'3. Matice prechodu od standardni baze ke zvolené polarni je tedy
1

2 1 =

_ 101 1
T'=\-3 2 —2

0 1

Pro inverzni matici pak mame

r 2 _1

St 22

" \ls 3 2

0 0 1

Jedna z polarnich bazi dané kvadratické formy je tedy naptiklad baze
{(1/351/3a0)7(_2/374/3a0>7(_1/271/2?1)} U
4.41. Priklad. Urcete typ kuZelosecky dané rovnici:

330? —3r1x9 + 220 — 1 =0.

Reseni. Pomoci algoritmu tpravy na ¢tverec postupné dostavame:

1 3 3
3x§—3x1x2—|—x2—1 = §(3x1—§x2)2—1x§+x2—1:
1, 43 1, 1
— —_ — == — 7_1:
s 3gre )+ 3
1, 4, 2

Podle uvedeného seznamu kuzelosecek se tedy jedna o hyperbolu. (I






KAPITOLA 5

Ziizeni ZOO

jaké funkce potrebujeme pro nase modely?
- porddny zvérinec. ..

1. Interpolace polynomy

Touto kapitolou zapo¢neme budovani nastroji umoznujicich modelovani zavis-
losti, které nejsou ani linearni ani diskrétni. S takovou potfebou se napf. setkame,
kdykoliv popisujeme systém vyvijejici se v Case a to ne jen v nékolika vybranych
okamzicich ale ,souvisle“, tj. pro vSechny mozné okamziky. Nékdy je to pfimo zamér
¢i potieba (tfeba ve fyzikalnich procesech), jindy je to vhodné pFibliZeni diskrétniho
modelu (tfeba u ekonomickych nebo populaénich modeld).

V predchozich kapitolach jsme pracovali ¢asto s posloupnostmi hodnot realnych
nebo komplexnich ¢isel, tj. se skalarnimi funkcemi N — K nebo Z — K, kde K
byl zvoleny okruh skalart, pripadné N — V', kde V je vektorovy prostor nad K.
Pfipomenime si diskusi z odstavce[L.3] kde jsme pfemysleli nad zptsoby, jak pracovat
se skaldrnimi funkcemi. Na této diskusi se viibec nic neméni a radi bychom (pro
zaCatek) uméli pracovat s funkcemi R — R (redlné funkce redlné proménné) nebo
R — C (komplexni funkce rediné proménné), piipadné funkcemi Q — Q (funkce
jedné raciondlni proménné s raciondlnimi hodnotami) apod. Vétsinou ptijdou nase
zavéry snadno rozsitit na ptripad s vektorovymi hodnotami nad stejnymi skalary, ve
vykladu se ale zpravidla omezime jen na pfipad redlnych ¢isel, pfipadné komplexnich
Cisel.

Cim vétsi t¥idu funkci pfipustime, tim obtiznéjsi bude vybudovat néstroje pro
nasi praci. Kdyz ale bude riuznych typta funkci malo, nebudeme patrné umét budovat
dostatek modelt pro realné situace. Cilem nasich prvnich dvou kapitol matematické
analyzy bude proto explicitné zavést nékolik typu elementarnich funkci, implicitné
popsat vice funkci a vybudovat standardni néstroje pro praci s nimi. Souhrnné se
tomu fika diferencidlni a integralni pocet jedné proménné.

5.1. Polynomy. Pfipomenme si vlastnosti skalart. Umime je scitat i nasobit a
tyto operace splnuji fadu vlastnosti, které jsme vyjmenovali uz v odstavcich
a Polynomem nad okruhem skalartit K rozumime zobrazeni f : K — K dané
vyrazem
f(@) = apz™ + an_12" 4+ -+ a1x + ag,

kde a;, t = 0,...,n, jsou pevné zadané skalary, nasobeni je zndzornéno prostym
zietézenim symboli a ,+“ oznacuje s¢itani. Pokud je a, # 0, fikdme, Ze polynom
f je stupné n. Stupén nulového polynomu neni definovan. Skalary a; oznacujeme
jako koeficienty polynomu f. Polynomy stupné nula jsou pravé konstantni nenulova
zobrazeni x — ag. V algebfe jsou castéji polynomy definovany jako formalni vy-
razy f(x), tj. jako posloupnosti koeficientl ag, a1, ... s koneéné mnoha nenulovymi

135
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prvky. Nasledujici jednoduché lemma ukazuje, ze v analyze budou oba pristupy
ekvivalentni. Je snadné ovérit, ze polynomy nad okruhem skalart tvoii opét okruh,
kde nasobeni a sc¢itani je ddno operacemi v ptvodnim okruhu K pomoci hodnot
polynomu. Pfipomerite si pfi této prilezitosti vlastnosti skalart a ovérte!

Nad kazdym polem skalarii (viz axiom ,P*“ v odstavcich a funguje
déleni polynomu se zbytkem, tj. pro polynomy f stupné n a g stupné m, existuji
jednoznacné urcené polynomy g a r takové, ze stupen r je mensi nez m nebo jer = 0
a f =q-g+r. Je-li pro néjaky prvek b € K hodnota f(b) = 0, pak to znamend, ze v
podilu f(x) = ¢(x)(x—0b)+r musi byt r = 0. Jinak by totiZ nebylo mozné dosdhnout
f(b) = q(b)-0+r, kde stupeti r je nulovy. Rikdme, Ze b je koven polynomu f. Stupeti
q je pak pravé n — 1. Pokud mé ¢ opét kofen, mizeme pokracovat a po nejvyse n
krocich dojdeme ke konstatnimu polynomu. Dokazali jsme tedy, ze kazdy nenulovy
polynom nad polem K mé nejvyse tolik kofend, kolik je jeho stupen. Odtud jiz
snadno dovodime i nasledujici pozorovani:

Lemma. Je-li K pole s nekonecné mnoha proky, pak dva polynomy f a g jsou si
rovny jako zobrazent, pravé kdyz maji shodné koeficienty.

DUKAzZ. Predpoklddejme f = g, tj. f — g = 0 jako zobrazeni. Polynom (f —
g)(x) tedy mé nekoneéné mnoho kofentl, coZ je mozné pouze tehdy, je-li nulovym
polynomem. O

Uvédomme si, ze u konecnych poli samoziejmé takové tvrzeni neplati. Uvazte
napi. polynom z2 + = nad Z,.

5.2. Interpolaéni polynom. Casta prakticka tloha vyzaduje stanoveni poéita-
telné formule pro funkci, pro kterou méame zadéany hodnoty v pfedem danych danych
bodech zy, ..., z,. Pokud by slo o nulové hodnoty, umime pifimo zadat polynom

flx)=(x—zp)(x —x1)...(x — ),

ktery bude mit nulové hodnoty pravé v téchto bodech a nikde jinde. To ale neni
jedind odpovéd, protoze pozadovanou vlastnost mé i nulovy polynom. Ten je pfi-
tom jediny s touto vlastnosti ve vektorovém prostoru polynomu stupné nejvyse n.
Obdobné to dopadne i v obecném piipadé:

Véta. Necht K je nekonecéné pole skaldri, pak pro kaZdnou mnoZinu po dvou riiz-
nych bodi xq,...,x, € K a predepsanych hodnot yq,...,y, € K existuje prdave
jeden polynom f stupné nejvgse n (pripadné nulovy polynom), pro ktery plati

fl) =y, i=0,...,n.
DUKAzZ. Ozna¢me si prozatim neznamé koeficienty polynomu f stupné n
f=apz" +---+a1z+ ap.

Dosazenim pozadovanych hodnot dostaneme systém n + 1 rovnic pro stejny pocet
neznamych koeficienti a;

ag + xoar + -+ + (x0)"an = Yo

ap +xpay + -+ (xn)nan = Yn-
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Jak je dobfe znamo z linearni algebry, tento systém linearnich rovnic mé prave
jedno FeSeni pokud je determinant jeho matice invertibilni skalar, tj. pokud je ne-
nulovy (viz a[2.22). Musime tedy vySet¥it tzv. Vandermondiv determinant

1 =z (3;‘0)2 (370)"
V(zo,..., on) = det L ox (21)® ... (21)

Tento determinant umime nad libovolnym nekoneénym polem skalart snadno spo-
Cist:
Lemma. Pro vsechny hodnoty xy,...,z, € K plati
n
V(zo,...,xn) = H (x; — xg).
i>k=0

DUKAz. Vztah dokdZeme indukei pies pocet bodi x;. Evidentné je spravny pro
n =1 (a pro n = 0 je tloha nezajimava). Pfedpokladejme, Ze vysledek je spravny
pron — 1, tj.

n—1
Vizoy.. . Tpo1) = H (z; — xp).
i>k=0
Nyni povazujme hodnoty xg, ..., Z,_1 za pevné a hodnotu x,, ponechme jako volnou

proménnou. Rozvojem determinantu podle posledniho fadku (viz 2.19) obdrzime
hledany determinant jako polynom

(51) V(l‘o, B mn) = (an)n‘/(l'()7 . 7xn71) — ((En)n_l -

Toto je polynom stupné n, protoze vime, ze jeho koeficient u (z,,)™ je nenulovy
dle indukéniho predpokladu. Pfritom bude zjevné nulovy pfi dosazeni kterékoliv
hodnoty z,, = x; pro ¢ < n, protoze bude v takovém pripadé obsahovat puvodni
determinant dva stejné fadky. N4s polynom tedy bude délitelny vyrazem

(Tn — 20)(Tn — 1)+ (Tn — Tn—1),

ktery ma sam jiz stupen n. Odtud vyplyva, ze cely Vandermondiv determinant
coby polynom v proménné z, musi byt tomuto vyrazu roven az na konstantni
nasobek, tj.

Vi(zo, ... xn) =c- (xn —x0)(xn —21) - (Tr, — Tp—1).
Porovnanim koeficientd u nejvyssi mocniny v a tomto vyrazu dostavame
c=V(xg,...,Tn_1)
a tim je diikaz lemmatu ukoncen. (I

Ukézali jsme, Ze je determinant nasi soustavy rovnic vzdy roven soucinu rozdilt
defini¢nich bodu. Pro nase po dvou rizné body z; tedy musi byt nenulovy. Odtud
ale vyplyva jednoznac¢né existence feSeni. Protoze polynomy jsou jako zobrazeni
stejné, pravé kdyz maji stejné koeficienty, véta je dokézana. ([

Jednoznac¢né urceny polynom f z predchozi véty nazyvame interpolacni poly-
nom pro hodnoty y; v bodech z;.
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5.3. Poznamky. Uvazujme nyni pro jednoduchost pouze reilné nebo piipadné
racionalni polynomy, tj. polynomidlné zadané funkce R — R nebo Q — Q. Na
prvni pohled se muze zdat, ze polynomy tvoii hezkou velikou t¥idu funkci jedné
proménné, kterou miZzeme pouzit na proloZeni jakékoliv sady predem zadanych
hodnot. Navic se zdaji byt snadno vyjadfitelné, takze by s jejich pomoci mélo byt
dobfe mozné pocitat i hodnoty téchto funkci pro jakoukoliv hodnotu proménné.
Pri pokusu o praktické vyuziti v tomto sméru ovSem narazime hned na nékolik
problémi.

Prvnim z nich je potfeba rychle vyjadfit polynom, kterym zadana data prolo-
zime. Pro feseni vyse diskutovaného systému rovnic totiz budeme obecné potiebo-
vat ¢as timérny tfeti mocniné poc¢tu bodi, coz pii hustéjsich datech je jisté tézko
prijatelné. Podobnym problémem je pomalé vycisleni hodnoty polynomu vysokého
stupné v zadaném bodé. Oboji Ize ¢astecné obejit tak, Ze zvolime vhodné vyjadieni
intepola¢niho polynomu (tj. vybereme lepsi bazi pfislusného vektorového prostoru
véech polynomit stupné nejvyse k, nez je ta nejobvyklejsi 1, x, x2,...,a").

Jednou z moznosti je tzv. Lagrangeiv interpolacni polynom, kterym rychle a
snadno zapiSeme Teseni. Sestrojime si nejprve pomocné polynomy ¢; s vlastnosti

O

Ziejmé musi byt tyto polynomy aZz na konstantu rovny vyrazim (x — xq)...(z —
zi—1)(x —xi41) ... (x — x,) a proto

Hj;éi(x - ;)
Hj;éi(xi — ;)

Hledany Lagrangetv interpola¢ni polynom pak snadno zadame formuli

bi(x) =

f(@) = yolo(x) + y1la(x) + -+ + ynln ().

Toto vyjadieni ma nevyhodu ve velké citlivosti na nepfesnosti vypoctu pfi malych
rozdilech zadanych hodnot x;, protoze se v ni témito rozdily déli. VSimnéme si ale,
ze prima konstrukce Lagrangeova polynomu muze nahradit existencéni ¢ast dikazu
v predchozi Vété (Jednozna¢nost pak je také jednoduchd i bez pfislusné linedrni
algebry: dvé mozna feSeni f a g maji stejné hodnoty v n + 1 ruznych bodech, t;j.
polynom f — ¢ ma n + 1 riznych kofend a stupeil nejvyse n a proto musi byt
nulovym polynomem.)

Jesté horsim problémem je velice $patné stabilita hodnot realnych nebo racio-
nalnich polynomi pfi zvétsujici se hodnoté proménné. Brzy budeme mit nastroje na
presny popis kvalitativniho chovani funkci, nicméné i bez nich je zfejmé, ze podle
znaménka koeficientu u nejvyssi mocniny polynomu se hodnoty velice rychle pfi ros-
toucim x vydaji bud do plus nebo minus nekonec¢na. Ani toto znaménko koeficientu
u nejvyssiho stupné se ale u interpola¢niho polynomu pii malych zménach prokla-
danych hodnot nechova stabilné. Nazorné to vidime na dvou obrazcich, kde je prolo-
Zeno jedenact hodnot funkce sin(x) s riznymi malymi ndhodnymi zménami hodnot.
Zelenou barvou je vynesena aproximovana funkce, kolecka jsou malinko posunuté
hodnoty a Cervené je vynesen jednoznac¢né zadany interpolac¢ni polynom. Zatimco
uvnit¥ intervalu je aproximace vcelku dobréa, stabilita na okrajich je otfesna.
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'
_

Kolem interpola¢nich polynomt existuje bohata teorie. Césteéné se budeme k
nékterym jejich vlastnostem vracet, podrobnéjsi rozbor lze najit napf. v péknych
textech [8].

5.4. Urcovani interpola¢nich polynomu.
5.4.1. Naleznéte polynom P splnujici nasledujici podminky:
P(2)=1,P(3)=0, P(4) = -1, P(5) =6.

Reseni. Resime bud pfimo, t.]j. sestavenim soustavy ¢ty linearnich rovnic o étyfech
neznamych. Piedpokladame polynom ve tvaru asz® + asa? + a1x1 + ag. Vime, Ze
polynom stupné nejvyse tii spliujici podminky v zadani je dan jednoznacné.

ag + 2a1 +4as +8as = 1

ag + 3a1 +9as +27a3 = 0
ap + 4a; + 16as + 64a3 = —1

ap + bai + 25a9 + 125a3 = 6.

Kazda rovnice vznikla z jedné z podminek v zadani.

Druhou mozZnosti je vytvorit hledany polynom pomoci fundamentalnich Lagran-
geovych polynomi:
(x = 3)(x—4)(z—5)

Plz) = L a0z s

+0-(...)+

=) (x —2)(z — 3)(x — 5) +6 (x—2)(x —3)(x —4)
(4-2)(4-3)(4-5) (5-2)(5-3)(5-4)
4 101
= §z3 —122% + =729
Koeficienty tohoto polynomu jsou samoziejmé jedinym FeSenim vysSe sestavené sou-
stavy linearnich rovnic. O

5.4.2. Naleznéte polynom P splnujici ndsledujict podminky:
P(1+4)=1i, P(2)=1, P(3) = —i.
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Reseni. P(z) = (-2 — 3i)2® + (2+ 3i)z — 2 — L4 O
5.5. Derivace polynomu. Zjistili jsme, Ze hodnoty polynomi s rostouci promén-
nou rychle mif{ k nekoneénym hodnotam (viz také obrazky). Proto je ziejmé, Ze
polynomy nemohou nikdy vhodné popisovat jakékoliv periodicky se opakujici déje
(jako jsou napi. hodnoty goniometrickych funkei). Mohlo by se ale zd4t, Ze pod-
statné lepsi vysledky budeme alesponn mezi body z; dosahovat, kdyz si budeme
kromé hodnot funkce hlidat, jak rychle nase funkce v danjch bodech rostou.

Pro tento 0i¢el zavedeme (prozatim spiSe intuitivné) pojem derivace pro poly-
nomy. Mtzeme pfitom pracovat opét s redlnymi, komplexnimi nebo racionalnimi
polynomy. Rychlost rtistu v bodé 2 € R pro redlny polynom f(z) dobfe vyjadiuji
podily

f(z + Az) — f(z)
Ax

a protoze umime spodist (nad libovolnym okruhem)

(5.2)

(. + Ax)* = 2% + kot 1Az 4+ + (?) 2 (Ax)F 4 4 (Ax)E,

dostaneme pro polynom f(z) = a,z™ + - - + ag vySe vedeny podil ve tvaru

fl@+Az)— fx)  na"'Ax+--+ (Ax)* Az
Az = n Az todm Az

=napz" '+ (n— Vay_ 12" 2+ day +Ax(...),

kde vyraz v zavorce je polynomialné zavisly na Az. Evidentné pro hodnoty Ax
velice blizké nule dostaneme hodnotu libovolné blizkou vyrazu

f(x) = nape™ '+ (n— Dap_ 12" 2+ -+ ay,

ktery nazyvame derivace polynomu f podle proménné x. Z definice je jasné, Ze
pravé hodnota f’(x¢) derivace polynomu ndm dava dobré piiblizeni jeho chovani v
okoli bodu xg. Pfesnéji feceno, piimka

y = f'(z0)(x — x0) + f(20)

velice dobfe aproximuje pfimky prochézejici body [z, f(z0)] a [vo+ Az, f(zo+Az)]
pro malé hodnoty Ax. Hovofime o linedrnim pfiblizeni polynomu f jeho tecnou.
Derivace polynomt je linearni zobrazeni, které prifazuje polynomim stupné
nejvyse n polynomy stupné nejvyse n — 1. Iteraci této operace dostavame druhé
derivace f”, tieti derivace f®) a obecné po k-nasobném opakovani polynom f®*)
stupné n — k. Po n 4+ 1 derivacich je vysledkem nulovy polynom. S timto linearnim
zobrazenim jsme se jiz potkali v odstavci [2.45| o nilpotentnich zobrazenich.

5.6. Hermiteuv interpola¢ni problém. UvaZme opét m + 1 po dvou ruaznych
readlnych nebo racionalnich hodnot zg,..., T, tj. 2; # x; pro vSechna ¢ # j.
Predepisme dale hodnoty ygk) aproximované funkce a jejich derivaci pro k& = 0
a k = 1. To znamend, Ze mame predepsany hodnoty a prvni derivace v zadanych
bodech z;. Hledame polynom f, ktery bude nabyvat téchto predepsanych hodnot

a derivaci.
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Zcela analogicky jako u interpolace pouhych hodnot obdrzime pro neznamé
koeficienty polynomu f(z) = a,z™ + ... ag systém rovnic

ap + xoar + -+ + (x0)"an = y(()o)

o + Tma1 + -+ + (Tm)"an = YY)

ay + 2xpag + - +n(wg)" ta, = y(()l)

ay + 2emag + - + ()" ta, = yV.

Opét bychom mohli ovéfit, ze pfi volbé n = 2m+1 bude determinant tohoto systému
rovnic nenulovy a tudiz bude existovat pravé jedno feSeni. Nicméné, stejné jako
pii konstrukci Lagrangeova polynomu lze zkonstruovat takovy polynom f pfimo.
Nazyvame jej Hermiteuv interpolacni polynom.

Hermitetav polynom miizeme urcit podobné pomoci fundamentalnich Hermite-
ovych polynomii:

hl(z) = {1 —~ lll,((;)) (z — T)} (li(x))?

Bi(x) = (¢ —a) @),

kde I(z) = [[;~, (z — z;). Tyto polynomy splituji nésledujici podminky:

i 1 proi=y
N
h"i,('rj) - 61‘ { 0 proi;éj

(hi)' (;

(h3)'(z) = &

Méme-li dén systém podminek f(1) = y1, f/(21) = ¥i,- .. f(2x) = yis /(1) =
Y}, Pak je odpovidajici polynom dan pfedpisem
k
@) =D lyihi (x) + yihi (2).

i=1

Uplné nejjednodussi p¥ipad je zadani hodnoty a derivace v jediném bodé. Tim
uré¢ime beze zbytku polynom stupné 1

f(@) = f(@o) + f'(z0)(z — o)

tj. préavé rovnici pfimky zadané hodnotou a smérnici v bodé xy. Kdyz zaddme
hodnotu a derivaci ve dvou bodech, tj. yo = f(zo), ¥y = f'(z0), 11 = f(x1),
yi = f'(x1) pro dva rizné body z;, dostaneme jesté pofdd snadno pocitatelny

problém. Ukazme si jej v zjednoduSeném provedeni, kdy xo = 0, z; = 1. Pak
matice systému a jeji inverze budou
0 0 01 2 -2 1 1
1111 4 -3 3 -2 -1
A= 001 0" AT = 0 0 1 0
3 210 1 0O 0 O
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Pi{mym vynasobenim A - (yo, y1,vh,y;)? pak vyjde vektor (az,az,ay,ao)? koefici-
entd polynomu f, tj.

fl@) = (2yo — 2y1 + yo + y1)a® + (=3yo + 3y1 — 25 — y1)a® + Yoz + yo.
V pfipadé, ze mame zadany hodnoty a derivace v jinych bodech zy a z1, 1ze vyuzit
tohoto vysledku s pomoci vhodné afinni transformace R — R (pozor ale na vliv
transformace na velikosti derivaci, podrobnéji budeme podobné tkony diskutovat
pozdéji).
5.6.1. Priklad Naleznéte polynom P splnugici ndsledujici podminky:
P(1) = O7P/(1) =1,P(2) = 3,P’(2) =3.

Reseni. Opét ukazeme dvé moznosti feseni. 1.FeSeni. Dané podminky uréuji étyii
linearni rovnice pro koeficienty hledaného polynomu. Budeme-li hledat polynom
tretiho stupné, dostavame tedy piresné tolik rovnic, kolik je neznamych koeficienti
polynomu (necht napt. P(x) = azz® + agx? + a1x + ao):

P(l): (as +as + a1 + ag =0,
Pl(l) = 3as + 2a2 + a1 = 1,
P(2)= 8as+4as+2a; +a9= 3,
P'(2) = 12a3 +4az + a1 = 3.

Vyiesenim tohoto systému obdzime polynom P(z) = —2x3 + 1022 — 13z + 5.
2.7eSeni. Pouzijeme fundamentalni Hermiteovy polynomy:

M) = (1 g D) @ -aP = 2o -2
W) = (5-20)@ 17,
) = (-2
Ri(z) = (z—2)(z—1)2%

Celkem
P(z)=0-hi(x)+3-hi(z)+1-hi(x)+3-h3(x) = —22° 4+ 102% — 13z + 5.

O
Obdobné 1ze predepisovat libovolny koneény pocet derivaci v jednotlivych bo-
dech a vhodnou volbou stupné polynomu obdrzime vzdy jednoznac¢né interpolace.
Nebudeme zde uvadét podrobnosti, viz opét text [§].
Bohuzel, u téchto interpolaci porad zistavaji problémy zminéné uz v ptripadé
jednoduchych interpolaci hodnot — slozitost vypoctt a nestabilita. Pouziti derivaci
vsak podbizi jednoduché vylepseni metodiky:

5.7. Interpolace splajny. E| Jak jsme vidéli na obrazcich demonstrujicich ne-
stabilitu interpolace jednim polynomem dostatecéné vysokého stupné, malé lokalni
zmény hodnot zapfic¢inovaly dramatické celkové zmékjny chovani vysledného po-
lynomu. Nabizi se tedy vyuziti malych polynomialnich kouski, které ale musime
umét rozumné navazovat.

LOgklivé geské slovo »splajn“ vzniklo fonetickym pfepisem anglického ekvivalentu ,spline“,
ktery znamenal tvarné pravitko uzivané inzenyry pro kresleni kiivek.
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Nejjednodussi je propojeni vzdy dvou sousednich bodt linedrnim polynomem.
Tak se nejcastéji zobrazuji data. Z pohledu derivaci to znamend, ze budou na jed-
notlivych tsecich konstantni a pak se skokem zméni. O néco sofistikovanéjsi moz-
nosti je predepsat v kazdém bodé hodnotu a derivaci, tj. pro dva body budeme
mit 4 hodnoty a jednoznacné tim urc¢ime Hermitetv polynom 3. stupné, viz vyse.
Tento polynom pak muzeme pouzit pro vSechny hodnoty nezavislé proménné mezi
krajnimi hodnotami z¢ < x1. Hovofime o intervalu [xg,z1]. Takové polynomialni
priblizeni po kouskach uz bude mit tu vlastnost, Ze derivace na sebe budou nava-
zovat.

V praxi ale neni pouhé navazovani prvni derivace dostatecné a navic pri na-
méfenych datech nemivame hodnoty derivaci k dispozici. Pfimo se proto vnucuje
pokus vyuzivat pouze zadané hodnoty ve dvou sousednich bodech, ale pozadovat
zaroven rovnost prvnich i druhych derivaci u sousednich kouskt polynomii tfetiho
stupne:

Definice. Nechf zp < 1 < --- < 2, jsou realné (nebo racionalni) hodnoty, ve kte-
rych jsou zadany pozadované hodnoty yo, . . ., yn. Kubickym interpolacnim splajnem
pro toto zadéani je funkce S : R — R (nebot S : Q — Q), kterd splituje néasledujici
podminky:

e zuZeni S na interval [x;_1,x;] je polynom S; t¥etiho stupné, i =1,...,n
o Si(xi—1) =yi—1 a S;(x;) = y; pro vechny i = 1,...n,

o Si(x;) = S i(x;) pro vSechny i = 1,...,n — 1,

o S (x;) = Si' i (x;) pro vSechny i = 1,...,n — 1.

Kubicky splajn pro n + 1 bodt sestava z n kubickych polynomd, tj. mame k
dispozici 4n volnych parametrt (prvni definiéni podminka). Dalsi podminky pfitom
zadavaji 2n + (n — 1) + (n — 1) rovnosti, tj. dva parametry zistévaji volné. Pfi
praktickém pouziti se dodavaji predpisy pro derivace v krajnich bodech, tzv. iplny
splajn, nebo jsou tyto zadany jako nula, tzv. prirozeny splajn.

Vypocet celého splajnu uz neni bohuzel tak jednoduchy jako u nezévislych vy-
poc¢tt Hermiteovych polynomt tfetiho stupné, protoze data se prolinaji vzidy mezi
sousednimi intervaly. Pfi vhodném uspotfadani se vSak dosdhne matice systému,
ktera ma nenulové prvky prakticky jen ve tfech diagondlach, a pro takové exis-
tuji vhodné numerické postupy, které umozni splajn pocitat také v case timérném
po¢tu bodi. Podrobnosti vynechdme, 1ze je dohledat napf. v [8]. Pro srovnéani se
podivejme na interpolaci stejnych dat jako v pripadé Lagrangeova polynomu, nyni
pomoci splajnii:
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J X
4\ 2 4 2 4
\ \%

2. Spojité funkce

Vidéli jsme pravé, ze je dulezité mit dostatecné velkou zasobu funkci, se kterymi
bude mozné mozné vyjadiovat vSechny bézné zavislosti, zdroven ale musi byt vybér
sikovné omezen, abychom uméli vybudovat néjaké univerzalni nastroje pro praci s
nimi.

Polynomt je pfitom zjevné prili§ malo, i kdyz jejich Sikovné vyuziti ve splaj-
nech muze ledacos vynahradit. Nejvyraznéjsi vlastnosti polynomt je jejich ,,spojita®
zéavislost hodnot na nezévislé proménné. Intuitivné feceno, kdyz dostatecné malo
zménime z, urcité se ndm moc nezméni ani hodnota f(z). Takové chovani naopak
nemame u po ¢astech konstantnich funkci f : R — R v okoli ,skokd“. Napf. u tzv.
Heavisideovy funkce

0 pro vSechny = < 0
flx)=<1/2 proz=0
1 pro vSechny = > 0

takova ,nespojitost“ nastane pro x = 0.
Zacneme formalizaci takovychto intuitivnich vyrokt. K tomu budeme potiebo-
vat upfesnit vlastnosti nasich skalard a zasvést pojem limity.

5.8. Realna a komplexni é&isla. Prozatim jsme docela dobfe vystacili s alge-
braickymi vlastnostmi realnych cisel, které fikaly, ze R je pole. Uz jsme ale pou-
Zivali 1 relaci usporddani redlnych éisel, kterou znaéime ,<“ (viz odstavec [1.45]).
Pfipomérime si nyni vlastnosti (axiomy) redlnych éisel véetné souvislosti uspota-
dani a ostatnich relaci. Délici ¢ary naznacuji, jak axiomy postupné zarucuji, ze jsou
redlnd ¢isla komutativni grupou vadi s¢itani, ze R\ {0} je komutativni grupa viici
nasobeni, R je pole, mnozina R spolu s operacemi +, - a s relaci usporadani je tzv.
usporddané pole a kone¢né poslednimu axiomu muzeme rozumét tak, ze R je ,do-
state¢né husté“, tj. nechybi nam tam body, jako napf. druhd odmocnina ze dvou v
¢islech racionalnich. Formalné posledni axiom vysvétlime nize.
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(R1) (a+b)+c=a+ (b+c), pro vechny a, b, c € R

(R2) a+b=b+a, pro viechny a, b€ R

(R3) existuje prvek 0 € R takovy, Ze pro vSechny a € R plati a+ 0 =a

(R4) pro vSechny a € R existuje opa¢ny prvek (—a) € R takovy, ze
plati a + (—a) =0

(R5) a-b)-c=a-(b-c), pro véechny a, b, c € R

(R6) a-b=0b-a pro viechny a, b € R

(R7) existuje prvek 1 € R takovy, Ze pro vSechny a € R plati 1-a =a

(R8) pro kazdy a € R, a # 0 existuje inverzni prvek a~! € R takovy,

zeplatia-a 1 =1
(R9) a-(b+c¢)=a-b+a-c, proviechny a, b, c € R
(R10) relace < je uplné usporadéni, tj. reflexivni, antisymetrickd, tran-
zitivni a Uplna relace na R
(R11) pro v8echny a,b, c € R plati, ze z a < b vyplyvéd také a+c < b+¢c
(R12) pro vSechny a,b € R, a > 0, b > 0, plati také a - b > 0
(R13) kazda neprazdnd ohrani¢end mnozina A C R mé supremum.

Pojem suprema mé smysl pro kazdou usporadanou mnozinu. Uvazme podmno-
zinu A C B v usporddané mnoziné B. Horni zdvorou mnoziny A je kazdy prvek
b € B, pro ktery plati, ze b > a pro vSsechny a € A. Obdobné definujeme dolni
zavory mnoziny A jako prvky b € A takové, ze b < a pro vSechny a € A.

Nejmensi horni zévora podmnoziny A, pokud existuje, se nazyva supremum
této podmnoziny a znadéime ji sup A. Pfesnéji:

sup A = b, jestlize z ¢ > a pro vsechny a € A vyplyva také ¢ > b.
Obdobné, nejvétsi dolni zavora se nazyva infimum, piseme inf A, tzn.
inf A = b, jestlize z ¢ < a pro vSechny a € A vyplyva také ¢ < b.

Pro formalni vystavbu dalsi teorie potifebujeme védét, zda ndmi pozadované vlast-
nosti redlnych cisel 1ze realizovat, tj. zda existuje takova mnozina R s operacemi a
relaci usporddani, které (R1)—(R13) spliuji. Skutecné lze realnd ¢isla nejen zkon-
struovat, ale také lze ukazat, ze az na izomorfismus to jde jedinym zptusobem. Pro
nasi potiebu vystac¢ime s intuitivni predstavou realné primky, jednoznac¢nost nebu-
deme diskutovat viibec a existenci jen naznac¢ime v dalsim odstavci.

Pole komplexnich ¢isel spliiuje axiomy (R1)—(R9), neni na nich ale zddnym ro-
zumnym zpusobem definovédno uspofadani, které by naplnilo axiomy (R10)-R(13).
Nicméné s nimi budeme také obcas pracovat a jiz dfive jsme vidéli, ze rozsifeni
skalart na komplexni ¢isla je ¢asto pro vypocty mimotradné uzitecné. Protoze jsou
komplexni ¢isla z = re z + 7im 2z dana jako dvojice realnych cisel, je dobrou pfed-
stavou rovina komplexnich cisel.

Operaci, ktera je u komplexnich ¢isel navic je tzv. konjugace. Je to zrcadleni
podle pfimky realnych cisel, tj. obraceni znaménka u imaginarni slozky. Znacime ji
pruhem nad danym ¢islem, Z = re z — iim 2. ProtozZe je pro z = x + iy

2 E2=(wtiy)(z—iy) =2 +y°,

zadava nam tento vyraz pravé kvadrat vzdéalenosti komplexniho ¢isla od nuly. Od-
mocniné z tohoto realného nezaporného cisla fikame absolutni hodnota komplex-
niho ¢isla z, piSeme

(5:3) 2P =22
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5.8.1. Nacritnéte ndsledugjici podmnoziny v C
(1) {zeCllz=1]=|z+ 1|}

(2) {zeCl1<|z—1| <2}

(3) {z € C| Re(2?) =1}
(4) {z € C| Re(2) < 3}

Reseni.
e imaginarni osa
e mezikruzi okolo ¢
e hyperbola a? — b? = 1.
e vnéjsek jednotkového kruhu se stifedem v 1.

O

5.9. Hromadné body a konvergence. Uvazujme na chvili néjaké pole skalart
K, které spliiuje axiomy (R1)-(R12). Takové ur¢ité existuje, protoze racionalni éisla
Q jsou prikladem. Zkonstruovali jsme je v odstavci [[.47] a ¢tenaf si snadno muize
ovérit platnost vsech pozadovanych axiomi. Pro kazdy prvek a € K definujeme
jeho absolutni hodnotu |a| takto

la] = a jelia>0
] -a je-lia < 0.

Samoziejmé plati pro kazda dvé éisla a, b € K
(5-4) la+b] < |a] + [b].

Této vlastnosti fikdme trojihelnikova nerovnost a spliuje ji také absolutni hodnota
komplexnich ¢isel definovana vyse.

Uvazme nyni libovolnou posloupnost prvki ag,a;,... v nasem uspofadaném
poli K takovou, ze pro libolné pevné zvolené kladné c¢islo € > 0 plati pro vSechny
prvky ax az na kone¢né mnoho vyjimek

la; —aj] <e.

Jinak feceno, pro kazdé pevné e > 0 existuje index N takovy, ze predchazejici
nerovnost plati pro vSechna 7,j > N. Takové posloupnosti prvku se rika Cauchyov-
skd posloupnost. Intuitivné jisté citime, Ze bud jsou v takové posloupnosti vSechny
prvky stejné az na konecné mnoho z nich (pak bude od uréitého indexu N pocinaje
vzdy |a; — a;j| = 0) nebo se takova posloupnost ,hromadi“ k néjaké hodnoté.

Pokud by takovd hodnota a € K existovala, oc¢ekavali bychom od ni patrné
nasledujici vlastnost: pro libovolné pevné zvolené ¢islo € plati pro vSechny i, az na
konecné mnoho vyjimek,

la; —al <e.

Rikdme v takovém piipadé, Ze posloupnost a;, i = 1,2,... konverguje k hodnoté
a e K.

Uvazme nyni jakoukoliv mnozinu A C K a pfedpokladejme, Ze nase posloupnost
je vybrand z prvku A. Pokud konverguje k a € K a navic je nekoneéné mnoho bodu
a; € A ruznych od a, hovofime o hromadném bodu mnoziny A.
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Jestlize néjaka posloupnost a; € K konverguje k a € K, pak pro zvolené € vime,
Ze |a; — a| < € pro vhodné N € N a vSechny ¢ > N. Pak pro i,j > N dostaneme

la; — aj] < |a; —an| + lan — a;| < 2e.

Vidime tedy, ze kazda konvergujici posloupnost je Cauchyovska.

V poli racionélnich ¢isel se miize snadno stat, ze pro takovéto posloupnosti
piislusna hodnota a neexistuje. Napf. ¢islo v/2 mizeme libovolné piesné piiblizit
racionalnimi ¢isly a;, ale samotnd odmocnina raciondlni neni. Usporadana pole
skalaru, ve kterém vsechny Caychyovské posloupnosti konverguji, se nazyvaji uplnd.
Naésledujici tvrzeni ¥iké, ze axiom (R13) takové chovani zarucuje:

Lemma. KazZdd Cauchyovskd posloupnost redlnyjch cisel a; konverguje k realné hod-
noté a € R.

DUkAz. Kazda Cauchyovskd posloupnost je zjevné ohranicend mnozina (dokazte si
podrobné — pro libovolné e ohrani¢ite vSechny ¢éleny az na koneéné mnoho z nich!). Defi-
nujme si mnozinu

B = {x € R, z < a; pro vSechny prvky a;, az na koneéné mnoho z nich}.

Ziejmé ma B horni zdvoru, tudiz podle axiomu (R13) md i supremum. Definujme a =
sup B. Nyni pro né&jaké ¢ > 0 zvolme N takové, aby |a; — aj| < € pro vSechny 7,5 > N.
Zejména pak

aj; >an —¢€, aj < an +¢€
takze any — € patii do B, zatimco any + € uz nikoliv. Souhrnné z toho dostavame, ze
la —an| < €, a proto také

la —a;| < la—an|+ |an —a;| < 2
pro vSechny j > N. To ale znaci pravé, ze a je hromadny bod posloupnosti. O

PFi jedné z moznosti, jak vybudovat redlna Cisla, postupujeme podobné jako pfi zplnovani
prirozenych Cisel na celd (abychom pFidali opaéné hodnoty) a celych na racionélni (abychom
pridali podily nenulovych ¢&isel). Skuteéné, vhodnym formdlnim zpisobem pfiddme viechny
chybéjici hromadné body pro podmnoziny raciondlnich &isel (napf. vhodnym zplsobem zave-
deme ekvivalenci na mnoziné viech Cauchyovskych posloupnosti racionalnich ¢isel). Pak se Ize
jiz snadno presvédcit, ze vSechny pozadované axiomy skutecné dojdou naplnéni.

Dalsi teorické nuance tady neni vhodné rozebirat. Zajemce muze ale nahlédnout napf. do
[4] pro dalsi informace i odkazy.

5.10. Otevrené a uzaviené mnoziny. Uzaviend podmnoZina v R je takové,
ktera obsahuje i vSechny své hromadné body. Typickou uzavienou mnozinou je tzv.
uzavieny interval
[a,b] = {x € R, a <z <b}.

Zde a je realné ¢islo nebo hraniéni hodnota chybi a piSeme a = —oo (minus neko-
necno) a podobné b > a je redlné ¢islo nebo +oco. Uzavienou mnozinu bude tvofit
i posloupnost redlnych ¢isel bez hromadného bodu nebo posloupnost s konecnym
poc¢tem hromadnych bodu spolu s témito body. Zjevné je kone¢né sjednoceni uza-
vienych mnozin opét uzaviena mnozina.

Otevrend mnozina v R je takova mnozina, jejiz doplnék je uzavienou mnozinou.
Typickou otevienou mnozinou je otevieny interval

(a,b) ={z € R, a <z < b},

kde pro hrani¢ni hodnoty mame stejné moznosti jako vyse.
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Okolim bodu a € R nazyvame libovolny otevieny interval O, ktery a obsahuje.
Je-li okoli definované jako interval

Os(a) = (a—0,a+9)

pro kladné ¢islo §, hovorime o §-okoli bodu a.
Vsimnéme si, Ze pro libovolnou mnozinu A je a € R hromadnym bodem A,
pravé kdyz v libovolném okoli a lezi také alespon jeden bod b € A, b # a.

Lemma. MnozZina redlnych cisel A je otevrend, pravé kdyz kazdy jeji bod a € A do
ni patri i s néjakym svym okolim.

DUkAz. Necht je A oteviend a a € A. Kdyby neexistovalo zadné okoli bodu a
uvnitt A, musela by existovat posloupnost a,, ¢ A, |a — a,| < 1/n. Pak je ovSem
a € A hromadnym bodem mnoziny R \ A, coZ neni mozné, protoze doplnék A je
uzavieny.

Naopak predpokladejme, ze kazdé a € A lezi v A i s néjakym svym okolim. To
prirozené zabrariuje, aby néjaky hromadny bod b pro mnozinu R \ A lezel v A. Je
proto R\ A uzaviend a tedy je A oteviena. O

Zjevné je libovolné sjednoceni otevienych mnozin opét otevienou mnozinou a
kazdy konec¢ny prinik otevienych mnozin je opét oteviena mnozina.

Mnozina A realnych Cisel se nazyva ohranicend, jestlize celd lezi v néjakém
konec¢ném intervalu [a, b], a,b € R. V opa¢ném ptipadé je neohranicend. Ohranic¢ena
a uzaviend mnozina se nazyva kompaktni.

5.11. Neékolik topologickych vlastnosti. Pridejme jesté nékolik pojmu, které
nam umozni Géinné vyjadrovani. Vnitrnim bodem mnoziny A redlnych ¢isel na-
zveme takovy bod, ktery do A patii i s néjakym svym okolim. Hranicni bod a € A
je naopak takovy, jehoz kazdé okoli méa neprazdny prinik jak s A tak s doplitkem
R\ A. Otevrené pokryti mnoziny A je takovy systém otevienych intervala U;, i € I,
ze jejich sjednoceni obsahuje celé A. Izolovangm bodem mnoziny A rozumime bod
a € A, ktery mé okoli, jehoz prinik s A je pravé jednobodovd mnozina {a}.

Véta. Pro podmnoZiny A redlnych cisel plati:

(1) A je oteviend, prdvé kdyZ je sjednocenim nejvySe spocetného systému otevie-
nych intervali,

(2) kazdy bod a € A je bud vnitini nebo hranicni,

(3) kazdy hraniéni bod je bud izolovanym nebo hromadngm bodem A,

(4) A je kompaktni, privé kdyz kaZdd v ni obsaZend nekonecnd posloupnost md
podposloupnost konvergujict k bodu v A,

(5) A je kompaktni, pravé kdyz kaZdé jeji oteviené pokryti obsahugje koneéné pokryti.

DUKAZ. (1) Zjevné je kazda oteviend mnozina sjednocenim néjakych okoli svych
bodi, tj. otevienych intervali. Jde tedy pouze o to, jestli ndm jich vzdy staci spocetné
mnoho. Zkusme tedy najit ,,co nejvétsi“ intervaly. Rekneme, ze body a,b € A jsou v re-
laci, jestlize cely otevieny interval (a,b) je v A. To je zjevné relace ekvivalence a jeji tiidy
budou zjevné intervaly, které budou navic po dvou disjunktni. Kazdy z téchto intervala
jisté musi obsahovat néjaké raciondlni ¢islo a tyto musi byt rtizné. VSech racionalnich cisel
je ale spocetné mnoho, proto mame tvrzeni dokazané.

(2) Pfimo z definic vyplyva, Zze bod nemuze byt vnitini a hrani¢ni zaroveri. Necht tedy
a € A neni vnitini. Pak ovSem existuje posloupnost bodt a; ¢ A s hromadnym bodem a.
Zaroven a patii do kazdého svého okoli. Proto je a hranic¢ni.
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(3) Predpokléadejme, ze a € A je hrani¢ni a neni izolovany. Pak stejné jako v posledni
argumentaci existuji body a;, tentokrat uvniti A, jejichz hromadnym bodem je a.

(4) Predpokladejme, ze je A kompaktni, tj. uzaviend a ohranicend, a uvazme néjakou
nekonecnou posloupnost bodi a; € A. Tato podmnozina ma jisté supremum b i infimum a
(nebo muzeme zvolit libovolnou horni a dolni zdvoru mnoziny A). Rozdélme nyni interval
[a, b] piesné na dvé poloviny [a, 3(b — a)] a [5(b— a),b]. V alespoii jedné z nich musi byt
nekonecné mnoho prvki a;. Vyberme takovou polovinu, jeden z prvki v ni obsazenych a
nasledné tento interval opét rozdélme uvazovany interval na poloviny. Znovu vybereme tu
polovinu, kde je nekone¢né mnoho prvka posloupnosti a vybereme si jeden z nich. Timto
zpusobem dostaneme posloupnost, ktera bude Cauchyovska (dokazte si detailné — vyzaduje
si jen pozorné hrani s odhady, podobné jako vyse). O Cauchyovskych posloupnostech
ovSem uz vime, zZe maji vzdy hromadné body nebo jsou konstantni az na kone¢né mnoho
vyjimek. Existuje tedy podposloupnost s nami hledanou limitou. Z uzavienosti A zase
vyplyvé, ze nami nalezeny bod musi opét lezet v A.

Opacné, jestlize kazdd v A obsazend nekonecnd podmnozina ma hromadny bod v
A, znamend to, ze vSechny hromadné body jsou v A a tedy je A uzavieni. Pokud by
nebyla mnozina A zaroven ohranicend, uméli bychom najit posloupnost stale rostouci
nebo klesajici s rozdily dvou po sobé jdoucich ¢isel tfeba alespon 1. Takova posloupnost
bodi z A ale nemuze mit hromadny bod vubec.

(5) Nejprve se vénujme snadnéjsi implikaci, tj. pfedpokladejme, ze z kazdého ote-
vieného pokryti 1ze vybrat konecné. Jisté 1ze A pokryt spocetnym systémem intervala
I, = (n—2,n+2), n € Z, a jakykoliv vybér koneéné mnoha z nich rikd, ze je mnozina A
ohrani¢end. Predpokladejme nyni, ze a € R\ A je hromadnym bodem posloupnosti a; € A
a piedpokladejme rovnou, Ze |a — an| < . Mnoziny

1 1
JW_R\[G’_Eva"' E]

pro vsechny n € N, n > 0, jsou sjednoceni dvou otevienych intervali a jisté také pokryvaji
nasi mnozinu A. ProtoZe je mozné vybrat konecné pokryti A, bod a je uvnitf dopliku
R\ A v¢etné néjakého svého okoli a neni tedy hromadnym bodem. Proto musi byt vSechny
hromadné body A opét v A a tato mnozina je i uzaviena.

Opacény smér je opét zaloZeny na existenci a vlastnostech suprem. Predpokladejme,
ze je A kompaktni a ze je dano néjaké jeji oteviené pokryti C. Z predchoziho je zjevné, ze
v A existuji nejvétsi a nejmensi prvek, které jsou zaroven rovny b = sup A a a = inf A.
Oznacme si ted ,nejzassi mez*, pro kterou jesté ptijde konecné pokryti vybrat:

B = {x € [a,b], a existuje vybér kone¢ného pokryti [a,z] N A z C}.

Evidentné a € B, jde tedy o neprazdnou zhora ohranicenou mnozinu a existuje proto
¢ = sup B. Jde nam o to dokazat, ze ve skutecnosti musi byt ¢ = b. Argumentace je
trochu nepfehledné, dokud si ji nenacrtneme na obrazku, podstata je ale snadna: Vime,
ze a < ¢ < b, pfedpoklddejme tedy chvili, ze ¢ < b. Protoze je R\ A oteviend, pro ¢ ¢ A
existuje okoli bodu ¢ obsazené v [a,b] a ziroven disjunktni s A. To by ale vylucovalo
moznost ¢ = sup B. Zbyva tedy v takovém pripadé ¢ € A a tedy je i néjaké okoli O bodu ¢
v otevieném pokryti C. Zvolme si body p < ¢ < ¢ v O. Opét nyni bude existovat konecné
pokryti pro [a, g] N A. To ale znaéi, ze ¢ > ¢ lezi v B, coz neni mozné. Ptivodni volba ¢ < b
tedy vedla ke sporu, coz dokazuje pozadovanou rovnost b = ¢. Nyni ale s pomoci okoli b,
které patfi do C umime najit koneéné pokryti v C pro celé A. O

5.11.1. Urcete hromadné, izolované, hraniéni a vnitrni body ndsledujicich podmno-
zin v R:

(1) N

(2) Q

(3) {xeR|0<z < 1}.
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Sva tvrzeni zduvodnéte.

Reseni.

(1) 0, N, N, §

(2) R, 0,Q,0

(3) (0,1), 0,0, (0,1)

O

5.12. Limity funkci a posloupnosti. Pro diskusi limit je vhodné rozsifit mno-
zinu realnych cisel R o dvé nekonecné hodnoty +oo. Pro tyto tcely si zavadime i
pravidla pro pocitani s témito formalné pridanymi hodnotami pro libovolna ,ko-
necna“ ¢isla a € R:

a+ 00 =00

a— 00 = —00

a-00 =00, je-lia>0
a-00=—oq, jellia <0

Okolim nekone¢na rozumime interval (a,oc0), resp. (—oo,a) je okoli —oco. Pojem
hromadného bodu mnozin rozsifujeme tak, ze oo je hromadnym bodem mnoziny
A C R jestlize kazdé okoli co s ni ma neprazdny prunik, tj. jestlize je A zprava
neohrani¢end. Obdobné pro —oc.

Protoze je uziteéné od zacatku sledovat i mozné komplexni hodnoty funkci,
rozsifime také pojem okoli do komplexni roviny. Pro kladné realné ¢islo § rozumime
d-okolim komplexniho ¢isla z € C mnoZzinu

Os(z) ={w e C, |w— z| < 6}.

Definice. Necht A C R je libovolnd podmnoZina a f : A — R je redlnéa funkce
(nebo f : A — C je komplexni funkce) definovand na A a necht zq je hromadny
bod mnoziny A. Rikéme, ze f ma v xo limitu a € R (nebo a € C) a piseme

lim f(z) = a,

T—xTo

jestlize pro kazdé okoli bodu O(a) bodu a lze najit okoli O(zg) bodu zg takové, ze
pro viechny x € AN (O(xo) \ {z0}) je f(z) € O(a).

Limita realné funkce se nazyva nevlastni, jestlize je a = +oo, V opacném pfi-
padé se nazava vlastni.

Je dulezité si vS§imnout, Ze hodnota f v bodé xy v definici nevystupuje a f v
tomto hromadném bodé viibec nemusi byt definovana! Také je zfejmé, Zze nevlastni
limity komplexnich funkci nejsou definovany.

5.13. Priklady. (1) Jestlize je A = N, tj. funkce f je definovdna pouze pro pfi-
rozena Cisla, hovofime o limitach posloupnosti realnych nebo komplexnich hodnot.
Jedingm hromadnym bodem A je pak oo a piSeme pro f(n) = a,

lim a, = a.
n—oo

Podle definice to pak znamend, Ze pro kazdé okoli O(a) limitni hodnoty a existuje
index N € N takovy, ze a,, € O(a) pro vSechny n > N. Ve skutecnosti jsme tedy
v tomto specidlnim p¥ipadé pfeformulovali definici konvergence posloupnosti (viz
. Rikéame také, ze posloupnost a,, konverguje k a.
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Pfimo z nasi definice pro komplexni hodnoty je také vidét, ze komplexni po-
sloupnost méa limitu a, pravé kdyz realné ¢asti a; konverguji k re a a zaroven ima-
ginarni ¢asti konverguji k im a.

(2) Jestlize je f definovana na intervalu A = [a,b] a ¢ je vnitfnim bodem inter-
valu, hovorime o limité funkce ve vnitinim bodé jejiho defini¢niho oboru. Podivejme
se, pro¢ je dilezité v definici pozadovat f(z) € O(a) pouze pro body = # z¢ i v
tomto pripadé. Vezméme jako priklad funkci f: R — R

0 jeliz#0
flz) = . f
1 jelixz=0.

Pak zjevné limita v nule je dobfe definovana a lim,_,q = 0, pfestoze f(0) = 1 do
malych okoli limitni hodnoty 0 nepatfi.

(3) Je-li A = [a,b] ohranifeny interval a g = a nebo zy = b, hovofime o
limité v hrani¢nim bodé defini¢niho oboru funkce f. Jestlize je ale bod xg vnitfnim
bodem, mtizeme pro tcely vypoctu limity definiéni obor zzit na [zg, b] nebo [a, zg].
Vyslednym limitam pak fikdme limita zprava, resp. limita zleva pro funkci f v bodé
0. OznacCujeme ji vyrazem lim,_ . f(x), resp. lim,, - f(z). Jako pfiklad ndm
muze slouzit limita zprava a zleva v zo = 0 pro Heavisideovu funkci h z ivodu této
¢asti. Evidentné je

zlgonJr h(z) =1, gjlg}){ h(z) = 0.
Limita lim,_,o f(z) pfitom neexistuje. Je snadné dokdzat, ze limita ve vnitinim
bodu definiéniho oboru libovolné realné funkce f existuje, praveé kdyz existuji limity
zprava i zleva a jsou si rovny.

(4) Limita komplexni funkce f : A — C existuje tehdy a jen tehdy, jestlize
existuji limity jeji redlné a imaginarni casti. V takovém pripadé je pak

lim f(z)= lim (re f(z)) +¢ lim (im f(x)).
T—T0 T—T0 T—T0
(5) Necht f je redlny nebo komplexni polynom. Pak pro kazdy bod z € R je
lim f(z) = f(2o).
r—Xo

Skuteéns, je-li f(x) = a,x™+---+ag, pak rozndsobenim (zo+6)* = zf + k§x§_1 +
.-« + 6% a dosazenim pro k = 0,...,n vidime, Ze volbou dostateéné malého § se
hodnotou libovolné blizko pfiblizime f(z).

(6) Uvazme nyni obzvlast osklivou funkci definovanou na celém R

)1 jelizeQ
J() = {() jestlize = ¢ Q.

Jisté snadno ovéfite, ze tato funkce nemad limitu v zaddném bodé (dokonce ani zleva
nebo zprava).

(7) Ale definice spojitosti je jesté zaludnéjsi, nez jsme vidéli v pfedchozim
piipadé. Definujme nasledujici funkei f : R — R:

flz) = { % jestlize z = £ € Q, p a ¢ nesoudélna

0 jestlizex ¢ Q

Tato funkce je spojita ve vSech iracionalnich bodech a nespojita ve vSech racional-
nich realnych bodech. Dikaz pfenechavame jako cviceni.
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5.14. Véta. Véta o tfech limitach. Bud f, g, h rediné funkce takové, Ze exis-

tuje okoli bodu xy € R, kde plati f(x) < g(x) < h(x). Pak pokud existuji li-

mity lim f(z) = fo a lim h(z) = hy a navic fo = hg, pak také existuje limita
T—xT0 T—xo

lim g(z) = go a plati go = fo = ho.
T—x0

DUKAZ. Z definice limity, pro libovolné £ > 0 existuje okoli U bodu xg, ve
kterém je f(z),h(x) € (go — €, go + €). z podminky f(z) < g(z) < h(z) vyplyva, ze
i9(z) € (90 —e,90 +¢), tedy lim g(z) = go. O

5.15. Véta. Necht A C R je definiéni obor redlngch nebo komplexnich funkci [ a
g, To necht je hromadny bod A a existuji limity

lim f(z)=a€R, lim g(z)=0beR.
T—x

pramee
Potom:

(1) limita a je urcena jednoznacné,

(2) limita souctu f + g existuje a plati

lim (f(z) + g(z)) = a+b,
T—xo
(3) limita soucinu f - g existuje a plati
lim ((z) - g(x) = a-b,

(4) pokud navic b # 0, pak limita podilu f/g existuje a plati

lim M _—
a—wo g(x) b

DUKAz. (1) Pfedpoklddejme, Ze a a a’ jsou dvé hodnoty limity lim,_.,, f(x).
Pokud je a # o/, pak existuji disjunktni okoli O(a) a O(a’). Pro dostateéné mala
okoli xg ale maji hodnoty f leZet v obou naraz, coZ je spor. Proto je a = a'.

(2) Zvolme si n&jaké okoli a + b, tfeba Os(a +b). Pro dostateéné malé okoli xq
a x # xo bude jak f(z), tak g(x) v e—okolich bodf a a b. Proto jejich soucet bude
v 2e—okoli kyzené hodnoty a + b. Tim je dikaz ukoncen.

(3) Obdobné postupujeme u soucinu s O,z (ab). Pro mala okoli zy se ndm hod-
noty f i g trefi do e-okoli hodnot a a b. Proto jejich sou¢in bude v poZadovaném
e2—okoli.

(4) Podobny postup ponechan jako cviéeni. O

Poznamka. Podrobnéjsim sledovanim diikazt jednotlivych bodu véty miZeme jeji
tvrzeni rozsitit i na n€které nekonecné hodnoty limit: V prvém ptipadé je zapotiebi,
aby bud alespoii jedna z limit byla kone¢nd nebo aby ob& mély stejné znaménko.
Pak opét plati ze limita souctu je soucet limit s konvencemi z Pripad ,,00 —o0“
ale neni zahrnut.

V druhém pfipadé mize byt jedna z limit nekonecna a druha nenulova. Pak
opét plati, Ze limita soucinu je souéin limit. Pfipad ,,0 - (00)“ neni ale zahrnut.

V pripadé podilu miize byt a € R a b = +00, kdy vysledek limity bude nula,
nebo a = +00 a b € R, kde vysledek bude +oco podle znamének citatele a jmenova-
tele. Piipad ,,22“ neni zahrnut.

Zduraznéme, ze nase véta jako specialni pfipad pokryva také odpovidajici tvr-
zeni o konvergenci posloupnosti.
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5.15.1. Spocitejte nasledujici limity posloupnosti:
. 2
) Jim st
2
(2) lim LS
; +1
(3) nILH;O 2'IL27-L|—37L+1’
(4) lim Vian’4n
n
(5)

)

lim

)

n—oo
5) lim v4n2 +n — 2n.
n—oo
Reseni.
o 2n?43n41 s 2034
(1) Hm 2555 = m =5 = oo
3 1
o on?43n4l _ s 2oty o
(2) nhf;o 3nZ+tntl nILH;O i+l 3
: n+l 7 tw 1
(8) i, ztsnm = 0wty = % =
~ ¥ s ez V4an2 SAm2 \/4An24+n+ L
(4) Podle véty o tfech limitach: Vn € N : YA < VAR o e
Déle pak
) 4n? . 2n
lim = lim — =2,
n—o00 n n—oo N
2 1
. At tnt g . 2n+1
lim +——— = lim =
n—oo n n— 00 n
Tedy i
. V4An?2+n
lim —— =2
n— o0 n

VAan? , — 2n)(V4n? L+ 2
lim v4n? +n — 2n lim (Vdn® +n n)(Van® +n + 2n)
n—oo n—oo \/4n?2 +n+2n

n
lim — =
n—oo \/An2 + n + 2n

1 1

- ”h_{go \/4ri+n 49 - Z

O

5.16. Spojité funkce. Necht f je redlnd nebo komplexni funkce definované na
intervalu A C R. Rikdme, Ze f je spojitd v bodé o € A, jestlize je

lim f(z) = f(o).

rT—xo
Funkce f je spojita na A, jestlize je spojita ve ve vSech bodech zg € A.

Vsiméme si, ze pro hrani¢ni body intervalu A ¥ika nase definice, Ze f v nich m4

byt spojita zprava, resp. zleva. Jiz jsme také vidéli, ze kazdy polynom je spojitou
funkei na celém R, viz 5).

7 ptedchozi véty okamzité vyplyva vétsina nésledujicich tvrzeni

Véta. Necht [ a g jsou spojité funkce na intervalu A. Pak
(1) soucet f + g je spojitd funkce
(2) soucin f - g je spojitd funkce
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(3) pokud navic g(xg) # 0, pak podil f/g je dobte definovdn v néjakém okoli xg a
je spojity v xg.

(4) pokud spojitd funkce h je definovdna na okoli hodnoty f(xg), pak sloZend funkce
ho f je definovdna na okoli bodu zy a je v xg spojitd.

DUkAzZ. Tvrzeni (1) a (2) jsou ziejmé, doplnit diikaz potfebujeme u tvrzeni
(3). Jestlize je g(xo) # 0, pak také celé e—okoli ¢isla g(x¢) neobsahuje nulu pro
dostatecné malé € > 0. Ze spojitosti g pak vyplyva, Ze na dostateéné malém d—okoli
2o bude g neulové a podil f/g tam bude tedy dobie definovan. Pak bude ovSem i
spojity v xg podle predchozi véty.

(4) Zvolme néjaké okoli O hodnoty h(f(z0)). Ze spojitosti h k nému existuje
okoli @’ bodu f(x¢), které je celé zobrazeno funkci h do O. Do tohoto okoli O’
spojité zobrazeni [ zobrazi dostatecné malé okoli bodu xg. To je ale pravé defini¢éni
vlastnost spojitosti a diikaz je ukoncen. 0

Nyni si veelku snadno mtizeme odvodit zasadni souvislosti spojitych zobrazeni
a topologie redlnych cisel:

5.17. Véta. Nechf f : R — R je spojitd funkce. Pak

(1) wvzor f=Y(U) kazdé oteviené mnoziny je oteviend mnoZina,

(2) wvzor f=H(W) kaZdé uzaviené mnoZiny je uzaviend mnozina,

(3) obraz f(K) kazdé kompaktni mnoziny je kompaktni mnoZina,

(4) na libovolné kompaktni mnoziné K dosahuje spojité zobrazeni mazima a mi-
nima.

DUKAzZ. (1) Uvazme néjaky bod x¢ € f~1(U). N&jaké okoli O hodnoty f (o)
je celé v U, protoze je U oteviend. Pak ovSem existuje okoli O’ bodu xg, které se
celé zobrazi do O, patii tedy do vzoru. Kazdy bod vzoru je tedy vnitini a tim je
dtikaz ukonceny.

(2) Uvazme néjaky hromadny bod xq vzoru f~1(W) a néjakou posloupnost z;,
f(z;) € W, kterd k nému konverguje. Ze spojitosti f nyni zjevné vyplyva, ze f(z;)
konverguje k f(x¢), a protoze je W uzaviena, musi i f(xo) € W. Zfejmé jsou tedy
vsechny hromadné body vzoru W ve W také obsazeny.

(3) Zvolme libovolné oteviené pokryti f(K). Vzory jednotlivych intervali bu-
dou sjednocenimi otevienych intervalti a tedy také vytvotri pokryti mnoziny K. Z
ného lze vybrat konecné pokryti a proto nam stacilo kone¢né mnoho odpovidajicich
obrazt k pokryti ptivodni mnoziny f(K).

(4) ProtozZe je obrazem kompaktni mnoziny opét kompaktni mnozina, musi byt
obraz ohraniceny a zaroven musi obsahovat svoje supremum i infimum. Odtud ale
vyplyva, ze tyto musi byt zaroven maximem a minimem hodnot. O

5.18. Dusledek. Necht f : R — R je spojitd. Potom

(1) obraz kazdého intervalu je opét interval
(2) f na uzavieném intervalu [a,b] nabyvd vsech hodnot mezi svou mazimdini a
manimalni hodnotou.

DUKAz. (1) Uvazme néjaky interval A (a ponechme stranou, jestli je A uza-
vieny nebo otevieny, at uz zleva nebo zprava) a predpoklddejme, Ze existuje bod
y € R takovy, ze f(A) obsahuje body mensi i vétsi nez y, ale y ¢ f(A). Zna-
mend to tedy, Ze pro oteviené mnoziny By = (—o0,y) a By = (y,00) jejich vzory
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Ay = f74(By) a Ay = f71(By) pokryvaji A. Tyto mnoziny jsou pfitom opét ote-
viené, jsou disjunktni a obé maji neprazdny prunik s A. Nutné tedy musi existovat
bod = € A, ktery nelezi v By, je ale jejim hromadnym bodem. Musi vSak lezet
v By a to u disjunktnich otevienych mnozin neni mozné. Dokazali jsme tedy, ze
pokud néjaky bod y nepatii do obrazu intervalu, musi byt vSsechny hodnoty bud
zaroven vetsi nebo zaroven mensi. Odtud vyplyva, ze obrazem bude opét interval.
Vsimnéme si, ze jeho krajni body mohou a nemusi do obrazu patfit.

(2) Toto tvrzeni je pfimym dusledkem predchoziho. O

5.19. Prirustky do ZOO. Zatim jsme v podstaté pracovali pouze s polynomy a
s funkcemi, které se z nich daji vyrobit ,,po ¢astech®. Zaroven jsme dovodili spoustu
vlastnosti pro obrovskou t¥idu spojitych funkci, nemame ale zatim moc prakticky
zvladatelnych prikladid. NaSe tivahy ndm ted umoziuji alespoii trochu rozsirit nasi
zasobarnu funkci.

(1) Necht f a g jsou dva polynomy, které mohou mit i komplexni hodnoty (t;j.
pfipoustime vyrazy a,z" +- - -+ ag s komplexnimi a; € C, ale dosazujeme jen realné
hodnoty za x). Pak funkce

h:R\{z eR,g(x) =0} = C

je dobfe definovana ve vSech realnych bodech kromé korenti polynomu g. Takové
funkce nazyvame raciondlni funkce. Z véty vyplyvéa, Ze racionalni funkce jsou
spojité ve vSech bodech svého defini¢niho oboru. V bodech, kde definovany nejsou
mohou mit

e koneénou limitu, kdyz jde o spoleény kofen polynomt f i g (a v tomto pFipadé
rozsifenim jejich definice o limitni hodnotu v tomto bodé dostaneme funkci i v
tomto bodé spojitou)

e nekonecnou limitu, kdyz limity zprava a zleva v tomto bodé jsou stejné

e rizné nekonecné limity zprava a zleva.

Nézorné je mozné tuto situaci vidét na obrazku, ktery ukazuje hodnoty funkce

(x — 0.05a)(x — 2 — 0.2a)(z — 5)

W) = 2(z —2)(z — 4)

pro hodnoty a = 0 (obrazek vlevo tedy vlastné zobrazuje raciondlni funkci (z —
5)/(z —4)) a proa=>5/3.
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a=0. a=1.6667

(2) Polynomy jsou pomoci s¢itani a nasobeni skalary seskladény z jednoduchych
mocninnych funkci x — x™ s pfirozenych ¢islem n = 0,1,2,.... Samozfejmy smysl
mé také funkce z +— 2~ pro viechny = # 0. Tuto definici ted rozsifime na obecnou
mocninnou funkci s n € R.

Pro n = —a s a € N definujeme

Dale jisté chceme, aby ze vztahu 0" = x pro n € N vyplyvalo b = zw. Je tieba ale
overit, ze takova b skutecné existuji. Pfedpokladejme x > 0 a ozna¢me B mnozinu
B={yeR,y >0, y* <b}. To je zfejmé zhora ohrani¢end mnozina a lze ovéfit,
ze pro b = sup M skutecné plati pozadovanda rovnost.

Zduvodnili jsme tedy existenci z® pro vSechny z > 0 a a € Q. Konec¢né, pro
a € R, xz > 1 klademe

z* =sup{z?,y € Q, y < a}.

Pro 0 < z < 1 bud definujeme analogicky (je tfeba si jen pohrat s nerovnitky) nebo
klademe pfimo 2% = (%)’“. Pro z =1 je pak 1* = 1 pro libovolné a.

Obecnou mocninnou funkci z — x® mame tedy dobte definovanou pro vsechny
x € [0,00) a a € R. Nasi konstrukei ale mizeme také ¢ist nésledujicim zptsobem:
Pro kazdé pevné realné ¢ > 0 existuje dobfe definovana funkce na celém R, y — Y.
Této funkci fikdme exponencidlni funkce o zakladu c.

Na obrazcich vidime funkce x +— a® a x — z° pro jednu konkrétni hodnotu

a = 2.5167 a b = 4.5833.
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a=25167 b =4.5833
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Z nasich definic je vcelku zfejmé, ze mocninné i exponencialni funkce jsou spo-
jité na celych svych defini¢nich oborech. Zaroven se ze spojitosti definice pomoci
suprem mnozin hodnot zjevné prenasi zakladni vlastnosti platné pro racionalni
c¢isla, a, x, y:

(5.5) a® -
5.20. Priiklady.
5.20.1. Bud c € R" (kladné redlné éislo). Ukdzeme, Ze lim /c = 1.

n—oo
Reseni. Uvazme nejprve ¢ > 1. Vzhledem k tomu, Ze funkce {/c je vzhledem k n
klesajici a jeji hodnoty jsou stéle vétsi nez 1, tak musi mit posloupnost /¢ limitu
a tou je infimum jejich ¢lent. Pfedpokladejme, ze by tato limita byla vétsi nez 1,
feknéme 1 + ¢, kde € > 0. Pak by podle definice limity byly vsechny hodnoty dané
posloupnosti od jistého m mensi nez 1 4 ¢ + %, t.j. zejména /e < 1+¢e+ #.

Potom by vsak
/ / g2 €
2%: %< 1+€+Z:1+§<1+57

coz je spor s tim, ze 1 4 € je infimem dané posloupnosti. (]
5.20.2. Urcete limitu
im 1 —cosz
2—0 72 sin(z?)
Reseni. oo. m
3. Derivace

U polynomt jsme jiz v odstavci[5.5|diskutovali, jak popisovat jednoduse velikost
rastu hodnot polynomu kolem daného bodu jeho defini¢niho oboru. Tehdy jsme
pozorovali podil , ktery vyjadfoval smérnici seény mezi body [z, f(x)] € R? a
[z + Az, f(x + Az)] € R? pro (maly) prirtstek Az nezévisle proménné. Tehdejsi
uvaha funguje zrovna stejné pro libovolnou realnou nebo komplexni funkei f, jen
musime misto intuitivniho ,,zmenSovani“ pfirtustku Ax pracovat s pojmem limity.
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5.21. Definice. Necht f je redlnd nebo komplexni funkce s definiénim oborem
A CRazxy € A. Jestlize existuje limita

)~ fo)

T—T0 T — Xo

pak Fiddme, Zze f ma v bodé g derivaci a. PiSeme ¢asto a = f'(x¢) nebo a = %(xo)
pripadné a = %f(xo).
Derivace funkce je vlastni, resp. nevlastni, kdyz je takovou pfislusna limita.
Jednostranné derivace (tj. derivaci zprava a zleva) definujeme zcela stejné po-

moci limity zprava a zleva.

Z formulace definice lze o¢ekavat, ze f’(x¢) bude opét umoziiovat dobie apro-
ximovat danou funkci pomoci primky

y = f(xo) + f'(z0)(x — x0).

Takto lze snad vnimat nasledujici lemma, které rika, ze nahrazenim konstantniho
koeficientu f’(x¢) spojitou funkeci dostaneme pfimo hodnoty f.

Lemma. Redlna nebo komplexni funkce md v bodé xq vlastni derivaci, pravé kdyz
existuje na néjakém okoli O(xq) funkce 1 spojita v x¢ a takovd, Ze pro vsechny
x € O(xo) plati

f(@) = f(zo) + ¢ (x)(x — z0).
Navic pak vidy (xo) = f'(x0).

DUKAz. Nejprve predpokladejme, ze f'(xg) je vlastni derivace. Pokud ma
existovat, mé jisté tvar ¢ (x) = (f(z) — f(x0))/(x — x¢) pro vSechny = € O\ {xo}.
V bodé zy naopak definujme hodnotu derivaci. Pak jisté

Jim (@) = f(z0) = (w0)

jak je pozadovano.
Naopak, jestlize takova funkce v existuje, tentyz postup vypocte jeji limitu v
xo. Proto existuje i f/(z¢) a je ¥(xg) rovna. O

5.22. Geometricky vyznam derivace. Pfedchozi lemma lze ndzorné vysvétlit
geometricky a tim popsat smysl derivace. Rika totiz, ze na grafu funkce y = f(z),
tj. na ptislusné kfivce v roviné se soufadnicemi z a y, pozname, zda existuje de-
rivace podle toho, jestli se spojité méni hodnota smérnice seény prochazejici body
[0, f(20)] a [z, f(z)]. Pokud ano, pak limitni hodnota této smérnice je hodnotou
derivace.

Dausledek. Md-li redind funkce f v bodé xy € R derivaci f'(xg) > 0, pak pro néjaké
okoli O(xo) plati f(b) > f(a) pro vSechny body a,b € O(xg), b > a.

Je-li derivace f'(xo) < 0, pak naopak pro néjaké okoli O(xo) plati f(b) < f(a)
pro vdechny body a,b € O(xg), b > a.

DUKAz. Uvazme prvy piipad. Pak podle pfedchoziho lematu plati f(z) =
f(zo) + ¥(z)(z — mo) a ¥(xg) > 0. ProtoZe je ale ¥ v xy spojitd, musi existo-
vat okoli O(z), na kterém bude t(z) > 0. Pak ale s rostoucim z nutné poroste i
hodnota f(x).

Stejnad argumentace ovéfi i tvrzeni se zadpornou derivaci. [
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Funkce, které maji vlastnost f(b) > f(a) kdykoliv b > a pro néjaké okoli
bodu zg se nazyvaji rostouct v bodé xy. Funkce rostouci ve vSech bodech néjakého
intervalu se nazyva rostouci na intervalu. Podobné je funkce klesajici v bodu, resp.
klesajici na intervalu, jestlize f(b) < f(a) kdykoliv je a < b. N&3 disledek tedy
iik4, Ze funkce kterd méa v bodé nenulovou koneénou derivaci je v tomto bodé bud
rostouci nebo klesajici podle znaménka této derivace.

5.23. Pravidla pro pocitani. Uvedme si nyni nékolik zdkladnich tvrzeni o vy-
poétech derivaci. Rikaji nam, jak dobie se snasi operace derivovani s algebraickou
strukturou séitani a nasobeni na realnych nebo komplexnich funkcich. Posledni z
pravidel pak umoziuje efektivni vypocet derivace slozenych funkci a fikava se mu
»chain rule“. Intuitivné jim miZeme vSem velice snadno rozumét, kdyz si derivaci
funkce y = f(x) pfedstavime jako podil pFirtistkli zavislé proménné y a nezivislé
proménné z:
y=2
Az

Samoziejmé pak pii y = h(x) = f(x) + g(x) je pFirtistek y dan souctem prirastki
f a g a prirtstek zavislé proménné zlstava stejny. Je tedy derivace souctu sou¢tem
derivaci.

U soufinu musime byt malinko pozornégjsi. Proy = h(z) = f(x)g(x) je pFirtstek

Ay = f(z+ Ar)g(z + Ax) — f(z)g(x)
= f(@+ Az)(g(z + Az) — g(2)) + (f(z + Az) — f(2))g(z)

Nyni ale kdyz budeme zmensovat pfiriistek Az, jde vlastné o vypodcet limity sou¢tu
soucinil a o tom uz vime, Ze jej 1ze pocitat jako soucet soucint limit. Proto z nasi
formulky lze ockavat pro derivaci soudinu fg vyraz fg’' + f'g.

Jesté zajimavéjsi je to pro derivaci slozené funkce g = ho f, kde defini¢ni obor

funkce z = h(y) obsahuje obor hodnot funkce y = f(x). Opét vypsdnim pFirastki

dostavame
, Az Az Ay
Y= Az~ AyhAs
Mizeme tedy oéekdvat, ze pravidlo pro vypocet bude (ho f) (z) = b/ (f(x))f'(x).
Podame nyni korektni formulace a dtkaz:

Véta. Necht [ a g jsou redlné nebo komplexni funkce definované na okoli bodu
g € R a majici v tomto bodé vlastni derivaci. Potom

(1) funkce f je v bodé xo spojitd,
(2) pro kazdé rediné nebo komplexni ¢islo ¢ md funkce x — c- f(z) derivaci v xg a
plati

(cf)(zo) = c(f'(20)),
(3) funkce f+ g md v xo derivaci a plati
(f +9) (z0) = f'(x0) + ¢’ (20),
(4) funkce f-g md v xg derivaci a plati
(f - 9)' (o) = f'(z0)g(w0) + f(20)g' (o).

(5) Je-li ddle h funkce definovand na okoli obrazu yo = f(xq), kterd md derivaci v
bodé yo, ma také sloZend funkce ho [ derivaci v bodé xy a plati

(ho f)/(l"o) = h/(f(ilfo)) : f/(fro)
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DUkaz. (1) Predpokladejme, Ze f'(xg) existuje a je vlastni (tj. neni neko-
neénd). Pak muzeme vyjadfit pro kazdé x # xg

foy - F@) = F@0)

xr — X
Protoze je ale limita sou¢tu a soucinu funkci déna jako soucet a souéin limit (viz

Véta , dostavame
lim f(z) = f'(x9) -0+ lim f(xo) = f(z0),

T—x0 T—x0

(x —z0) + f(w0).

coz ovéruje spojitost f v xg.

(2) a (3) Opét primé pouziti véty o souctech a soucinech limit funkci dava
vysledek.

(4) Pfepiseme vztah pro podil pfirtistki, ktery jsme zminili pred formulaci véty,
takto

(- 9)@) ~ (9w _ o) —olwo) | f) = o)
Tr — X Tr — X Tr — X
Limita tohoto vyrazu pro x — x¢ da pravé pozadovany vysledek, protoze je funkce
f spojita v xq.
(5) Podle piedchoziho lematu existuji funkce ¢ a ¢ spojité v bodech zy a
yo = f(x0) takové, ze

h(y) = h(yo) + (W) (y — vo), f(x) = f(zo) + ¥ (x)(z — x0)

na né&jakych okolich g a yg. Navic pro né plati ¥(z¢) = f/(z0) a ©(yo) = h'(yo)-
Pak ovsem také plati

h(f () = h(f(z0)) = ¢(f(2))(f(x) = f(x0)) = (f (2))(x)(x — o)

pro = z okoli bodu zg. Sou¢in ¢(f(x))¥(x) je oviem spojitd funkce v zy a jeji
hodnota v bodé z( je pravé pozadovana derivace sloZzené funkce. O

Duisledek. Necht f a g jsou redlné funkce, kterd maji v bodé xo vlastni derivace a
g(z0) # 0. Pak pro funkei h(z) = f(x)(g(z))~* plati

oy — (LY oy — I/ @0)g(wo) = f(x0)g/ (o)
P(wo) = <g) (z0) = (9(x0))2 '

DUKAZ. Dokazeme si specidlni pripad formulky pro h(z) = 2z~ 1. P¥imo z defi-
nice derivace dostavame
1 1
AL T o z—x— Az -1
W(r)= lim 282 % _ fijy 27 77 lim
( ) Az—0 Ax Ax—0 AJZ‘(J?2 + .Z‘ALI}) Axz—0 .’132 =+ zAzx

7 pravidel pro pocitani limit okamzité dostavame

B (x0) = —2~ 2
Nyni pravidlo pro derivaci slozené funkce tika, ze (¢~ !) = —g? - ¢’ a kone¢né
pravidlo pro derivaci sou¢inu nam dava pravé kyzeny vzorec:
- - - f'9—gf
(fl9) =(f-g") =fg "t —fg % = —p
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5.24. Derivace inverznich funkci. V odstavci[l.43]jsme pfi obecné diskusi relaci
a zobrazeni formulovali pojem inverzni funkce. Pokud k dané funkci f : R — R
inverzni funkce f~! existuje (nezamétiujme znaceni s funkci = — (f(x))~1), pak je
déana jednoznacné kterymkoliv ze vztaht

fﬁlof:idR, fofﬁlzide

a druhy jiz pak plati také. Pokud je f definovédno na podmnoziné A C Ra f(4) = B,
je existence f~! podminéna stejnymi vztahy s identickymi zobrazenimi id4 resp.
idp na pravych stranach.

Pokud bychom védéli, Ze pro diferencovatelnou funkci f je i f~! diferencova-
telnd, pravidlo pro derivaci sloZené funkce nam fika

1= (1d)'(z) = (f o f)(2) = (f 1) (f(2)) - f'(2)
a tedy pfimo vime formuli (zjevné f’(x) v takovém ptipadé nemiize byt nulové)

1
(5.6) (f(f@) = -
f'(x)
To dobte odpovid4 intuitivni piedstavé, ze pro y = f(z) je f/ = % zatimco pro
r=f"Yy)je (fH)(y) = 2—;. Takto skuteéné mtizeme derivace inverznich funkci
pocitat:

Véta. Je-li f diferencovatelnd funkce na okoli bodu xo a f'(x¢) # 0, pak existuje
na néjakém okoli bodu yo = f(xo) funkce f=1 inverzni k f a plati vztah

Pokud je f'(x9) = 0 izolovangm nulovgm bodem derivace f'(x) a inverzni
funkce k f na okoli f(xg) existuje, pak limity zprava i zleva funkce f’ jsou v bodé
ro nevlastni.

DUKAzZ. Nejprve si povSimnéme, Ze nenulovost derivace znamend, %e na né-
jakém okoli je naSe funkce f bud ostie rostouci nebo klesajici, viz diisledek
Proto na néjakém okoli nutné existuje inverzni funkce. Pfimo z definice spojitosti
pomoci okoli je pak tato inverzni funkce také spojita.

Pro odvozeni naseho tvrzeni nyni postaci pozorné znovu procist dikaz patého
tvrzeni véty Jen volime f misto funkce h a f~! misto f a misto piedpokladu
existence derivaci pro obé funkce vime, Ze funkce sloZend je diferencovatelnd (a
vime, Ze jeji derivace je identita): Skutecné, podle lematu existuje funkce
spojita v bodé yq takova, ze

FW) = f(yo) = )y — yo),

na néjakém okoli yo. Navic pro ni plati ¢(yo) = f'(yo). Pak ovSem po dosazeni
y = f~ () také plati

v —wo = @(f (@) (f T (z) = FH(20)),

pro = z néjakého okoli O(xg) bodu zo. Dale plati f~1(x¢) = yo a protoze je f
bud ostie rostouci nebo klesajici, je ¢(f~1(z)) # 0 pro viechny z € O(zo) \ {z0}.
Mtzeme tedy psat

[ @) = f N wo) 1
T — o e(f~1(x))
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pro vechny = € O(xg) \ {xo}. Prava strana tohoto vyrazu je spojitd v bodé xg a
limita je rovna ©(yo) = (f'(yo))~!, proto i limita levé strany existuje a je rovna
témuz vyrazu.

Piedpokladejme, Ze je zq izolovany nulovy bod derivace [’ a Ze inverzni funkce
na néjakém okoli f(zg) existuje. Pak je f’ na okoli bodu zy nenulovd, jeji hodnota
se ale blizi nule. Proto méa nalevo i napravo derivaci i inverzni funkce a na néjakém
levém, resp. pravém, okoli bodu zy tato neméni znaménko. Odtud jiz vyplyva, ze
existuji limity zprava i zleva pro f’ v bodé ¢ a jsou nevlastni. O

5.25. Derivace vyssich rada. Rikame, Ze redlnd nebo komplexni funkce f mé v
bodé& x derivaci druhého fadu v bodé& x, jestlize derivace f’ existuje na né&jakém
okoli bodu x( a existuje jeji derivace v bodé x(. Piseme

f"(wo) = () (o)

nebo také £ (o). Funkce f je dvakrdt diferencovatelnd na néjakém intervalu A,
jestlize mé druhou derivaci v kazdém jeho bodé.

Derivace vyssich fadu definujeme induktivné. Zname jiz pojem prvni a druhé
derivace a fikdme, Ze redlnd nebo komplexni funkce f je k-krdt diferencovatelnd
pro néjaké piirozené éislo k v bodé xg, jestlize je (k — 1)-krat diferencovatelnd na
néjakém okoli bodu zg a jeji (k — 1)-ni derivace ma v bodé x derivaci.

Pro k-tou derivaci funkce f(z) uzivame znaceni f*)(z).

Jestlize existuji derivace vSech fadt na intervalu, fikdme, ze je tam funkce f
hladkd. Vétsinou se také uzivd konvence, ze 0-krat diferencovatelnd funkce zna-
mend spojita funkce. Pouzivame pro takové funkce oznaéeni tiida funkci C*(A) na
intervalu A, kde k mtize nabyvat hodnot 0,1, ..., co. Casto piseme pouze C*, je-li
definiéni obor znam z kontextu.

Tustrovat mizeme rychle pojem derivace vyssiho fadu na polynomech. Protoze
vysledkem derivovani polynomu je opét polynom, ale derivaci se vzdy o jednicku
snizuje jeho stupen, dostaneme po koneéném poctu derivaci nulovy polynom. Ptes-
néji feceno, praveé po k + 1 derivacich, kde k je stupen polynomu, dostaneme nulu.
Samoziejmé pak existuji derivace vSech fada, tj. f € C°(R).

Pii konstrukei splajni, viz [5.7] jsme pohlidali, aby vysledné funkce byly tiidy
C?(R). Jejich tieti derivace budou po ¢astech konstantni funkce. Proto nebudou
splajny pattit do C3(R), prestoze jejich vechny derivace vyssich fadt budou nu-
lové ve vSech vnitinich bodech jednotlivych interval v interpolaci. Promyslete si
podrobné tento priklad!

5.26. Zvérinec. Zatim mame shroméazdény ctyfi typy funkei:

e polynomy f definované na celém R s hodnotami v R nebo v C,

e racionélni funkce f/g definované na celém R kromé nejvyse koneéné mnoziny
kofenti polynomu g ve jmenovateli zlomku, s hodnotami v R nebo C,

e mocninné funkce x° s obecnym b € R, definované pro 2 > 0 a hodnotami v R,

e exponencialni funkce a® o libovolném zakladu a > 0 definované pro vSechna
x € R a s hodnotami v R.

Polynomy. Derivace polynomu jsme spocitali jiz v odstavci Tlustrujme nase
nastroje pro vypocet derivaci pri diskusi kofenti polynomt. Pfedné plati tzv. zd-
kladni véta algebry, kterou vSak nebudeme dokazovat:
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Véta. Kazdy nenulovy komplexni polynom f : C — C stupné alespon jedna md
koren.

Nutné tedy polynom stupné k£ > 0 ma pravé k kofenii véetné nasobnosti a
miizeme jej vzdy psat jednoznacné ve tvaru

f(@) = (x —a)™ - (z —ag)™

kde ay,...,aq jsou vSechny kofeny polynomu f a 1 < ¢1,...,¢4 < k jsou jejich
nésobnosti. Derivaci dostaneme

fl@)=ci(z—a)* . (z—ag)+ - +egr—a) ... (v —ay)
Jestlize je ¢; = 1, bude hodnota derivace f’ v bodé a; nenulovéd, protoze prvni ¢len
vyrazu je nenulovy, zatimco vSechny zbyvajici po dosazeni hodnoty x = a; zmizi.
Oddobné to bude i s ostatnimi kofeny. Ovéfili jsme tedy uziteénou vlastnost, Ze
kofen a polynomu f je vicenasobny tehdy a jen tehdy, kdyZ je zaroven kofenem
derivace f’.

Protoze polynomy jen zfidka jsou vyhradné rostouci nebo klesajici funkce, ne-
muZzeme oCekdvat, ze by existovaly globalné definované inverzni funkce k nim. Nao-
pak ovSem inverzni funkce k polynomu f existuji na kazdém intervalu mezi kofeny
derivace f’, tj. tam kde derivace polynomu je nenulova a neméni znaménko. Tyto
inverzni funkce nebudou nikdy polynomy, az na pfipad polynoma stupné jedna, kdy
z rovnice

1

y=axr—+b
spoc¢teme primo
x = é(y —b).
U polynomu druhého fadu obdobné
y=azx>+br+c

_ —b=£ \/b? —4a(c—y)
v 2a ’

a inverze tedy existuje (a je ddna touto formuli) jen pro x na intervalech (—oo, —5-),
(-, 00).

-2,
Pro préaci s inverznimi funkcemi k polynomim nevysta¢ime s nasimi funkcemi

a dostavame v nasem zvifetniku nové piirastky.

vede k formuli

Racionalni funkce. Vsechny racionalni funkce jsou také t¥idy C'*° ve vSech bo-
dech svého defini¢niho oboru. Jejich derivace se snadno pocita pomoci formule pro
derivaci podilu. Samoziejmé bude také racionalni funkci.

Inverze také budou jako u polynomu existovat obecné jen lokalné a jsou novymi
prirustky do naseho spolecenstva funkci.

Mocninné funkce. Obecnou mocninou funkci neni tak snadné zderivovat, i kdyz
bychom mohli vérit, ze formulka

(5.7) (%) = az®?

znadma pro prirozend a bude platit i pro obecné a. K tomu totiz mame dobry dtvod,
protoze ji umime piimo ovérit pro raciondlni a = p/q. Je-li a celé a zaporné, pak
tvrzeni primo vidime z véty o slozené funkci:

(IL‘in)/ _ ((:L,n)fl)/ _ 7(1,71)72”2”7171 _ 7”:L,72n+n71 _ 7”1,77171'
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Pokracujme dale s odmocninami, tj. ¢ = 1/q. Pisme z = h(y) = y"/9, y = 29 a
pocitejme podle véty o derivaci inverzni funkce

11 1 1
hl = — = — —(¢—1)/q — l/q_l.
() gt g Ll

Pro obecné raciondlni a = p/q mame

(zP/7) = ((z/7)P) = p(xl/q)p—léml/q—l — gwp/q—l.

Nyni bychom mohli zvladnout dikaz platnosti formule pomoci spojitosti
definice mocninné funkce x® v parametru a. Vratime se radéji k dukazu z jiného
pohledu za malou chvili.

Funkce f(z) = 2° = 1 m4 samozfejmé derivaci nulovou, pro vSechny jiné
hodnoty a # 0 je derivace nenulové. Je zdporna pro a € (0,1), kladnéd pro a €
(1,00). Proto je mocninnd funkce na celém definiénim oboru (0, 00) klesajici v
prvém piipadé a rostouci v druhém. Jeji inverzni funkce je opét mocninnou funkci.

Exponencialni funkce. Zbyvaji nam funkce f(z) = a”. Zde se také budeme s
derivaci ponékud potykat. Pokud budeme umét derivovat a® ve vsech bodech =z,
bude jisté platit

aw+Aw —aq® aAw -1

/ : x s !/ x

fla) = Jim = =" Jim = — = (0"
Naopak, pokud existuje derivace v nule, pak tento vypocet ovéruje existenci derivace
v kterémkoliv bodé a dava jeji hodnotu. Zaroven jsme oveérili platnost téhoz vztahu
pro derivace zprava a zleva.

Exponencialni funkce jsou tedy zvlastnimi pfipady funkci, kdy jejich derivace
jsou tmeérné hodnotam s konstantnim koeficientem timérnosti.

Spo&téme derivaci f'(0), tj. vyraz

.oa®—1
lim
x—0 €T
a predpokladejme, Ze nase a > 1. Z definice hodnot exponencialni funkce pomoci suprem mno-
zin hodnot s raciondlnimi x je zjevné, ze exponencidlni funkce a” je na celém svém defini¢nim
oboru rostouci. Sta¢i nam proto pfi vypoctu derivace zprava dosazovat za = postupné hodnoty
Zn = 1/n a dostaneme
.ooa—1 _a/m—1
lim = lim
z—04 x n— oo l/n

Zkusime najit takové a, aby limita existovala a byla rovna jedné. Toho dosdhneme, pokud
budeme umét s rostoucim 7 libovoln& dobie priblizovat hodnotu a'/™ k hodnoté 1 4 1/n, tj.
ekvivalentné (dle pravidel pro pocitani limit) a je s rostoucim n libovolné pfesné aproximovano

hodnotou ,
(+2)
an =1+ — .
n

Z binomického rozvoje je zfejmé, Ze pro kazdé kladné &islo b a pfirozené n plati (14+b)"™ > 14-nb,
dostavame proto pro dva po sobé jdouci ¢leny nasi posloupnosti podil

(1+)" (nz—l)”n:<1_i>"%>(1_1) n__

n2 n'n—1

I+ 1) n(n-1)

Je tedy nase posloupnost rostouci. Zaroven stejnym vypoétem ovéfime, zZe posloupnost Cisel

1 1 1
bp=(14+ )" =1+ )1+ )"
(+n) (+n)(+n)
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je klesajici a jisté je b, > a,. OVé&Fili jsme tedy existenci limity poslounosti a, (a zaroven
vidime, Ze je rovna limité klesajici posloupnosti b,,).

vvvvvv

a Ludolfova ¢isla ), nazyvame jej Eulerovym éislem e. Je tedy

1 n
e= lim (1 + ) .
n—oo n

Na&as postup zaroven ovéril, ze existuje derivace v nule zprava exponencialni funkce
e” a je rovna jedné. Proto existuje ve vSech bodech x také derivace zprava a je rovna
e®. Nyni muzeme spocist derivaci zleva pomoci derivaci slozenych funkei. Skutecné,

. e’ —1 . e ¥ -1 _
lim = lim —— = (e") 72 = 1.
rx—0_ x z—04 —X

Derivace zleva i zprava tedy pro funkei f(z) = e* existuji ve vSech bodech a jsou
si rovny.

Prirozeny logaritmus. ProtoZe je exponencialni funkce e* vSude dobie defino-
vana a kladna, existuje vSude i jeji funkce inverzni. Oznacujeme ji Inx a fikame ji
prirozeny logaritmus nebo logaritmus se zakladem e. Je definovana vztahem

Z vlastnosti mocninnych funkci, viz vztahy (5.5)), okamzité dostavame
(5.8) In(z-y)=Incr+lny, InzY=y- lnz.

Derivaci pfirozeného logaritmu spocteme podle pravidla pro derivaci slozené funkce
(uzivédme jiz, ze e® je rovno své derivaci, a také defini¢ni vztah pro logaritmus):

(5.9) (In)/(y) = (In) (&%) = —— = — = =

(e7) ey

Derivaci obecné exponencidlni funkee f(z) = a® mizeme nyni spocist takto:
(5.10) (a®) = (e*™*) =e*™M%(zIna) = a®Ina.

Podobné také muzeme kone¢né ovéfit i formuli pro derivaci obecné mocninné
funkce pro vSechny x > 0:

(xa)/ — (ealnm)/ _ ealnm(alnm)/ _ axa—l.

Pro obecnou exponencialni funkci a® se zékladem a # 1, a > 0 také existuje
viude inverzni funkce. Rikdme ji logaritmus pri zdkladu a, piseme log, x.

Vlastnosti dosavadniho osazenstva naseho zvifetniku funkci zpiehledniuje nasle-
dujici tabulka, kde jsou shrnuty vlastnosti jednotlivych obyvateld a jejich vztahy:



5.24

166 5. ZRIZENI ZOO

funkce defini¢ni trida derivace inverze
obor
polynomy f | celé R Cc*> f’ opét polynom | f~1 existuje jen lo-
kalné a mneumime
obecnou formuli
kubické celé R C? h' je opét splajn | formule s odmocni-
splajny h nami a jen lokalné
racionalni celé R kromé | C* opét raciondlni | existuje jen lokalné
funkce f/g kofenti jme- funkce: % a neumime obecnou
novatele g formuli
mocninné interval Cc*= funkce ax®~! existuje vSude a je
funkce 2¢ (0, 00) opét mocninnou
funkci y'/@
exponencialni| celé R Cc*> existuje vSude a | logaritmicka funkce
funkce a* s jelna-a”® log,,
a>0,a#1

4. Mocninné rady

5.27. Vrafme se k exponencialni funkci e®. Jestlize v posloupnosti a,, = (1+ %)m
dosadime za m hodnoty m = n/x pro n&jaké pevné x € R, dostaneme

bo=(142)7, bg@:(uf)”.
n n

Pfitom, je limita b,, pro n jdouci do nekonecna opét e. Odvodili jsme tedy dulezity
vztah platny pro vSechna x € R

x n
(5.11) ® = lim (1+ f) .
n
Ozna¢me si n-ty ¢len této posloupnosti u, () a vyjadifeme si jej pomoci biono-
mické véty:

x — 1)z 1
wn(z) = 1 4% 4 M- D” | nle
n

2In2 ninn

5.12 TPy PR DA P PR
= T+ — —_— — - — -
(5.12) 2! n 3! n n
n 1 2 , — 1
+x<1—>(1—)...<1—" )
n! n n n

Protoze jsou vSechny zavorky v soucinech mensi nez jedna, dostavame také

n

1 .
un(w) < /Un(x) - Z ﬁly
j=0
Podivejme se nyni na formalni nekonecny soucet
(5.13) D= =
j=0 j=0 J:

tj. vn () je pravé &astedny soulet prvnich n &lend. Podil dvou po sobé jdoucich €élenil v Fadé
jecjy1/c; = x/(n+1). Pro kazdé pevné x tedy existuje N € N takové, Ze ¢;j1+1/c¢; < 1/2 pro
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vSechny j > N. Pro takto velké j je ovSem cji1 < %Cj < 270=N+D ey To ale znamena, Ze
¢asteéné soucty prvnich n ¢leni v nasem formalnim souétu jsou shora ohrani¢eny souéty

n—N

N

1 1 1

Un, <Zﬁx +FT ‘ bYR
Jj=0 j=0

Posledni sumu ovsem umime snadno spocist. Jde o zvlastni pripad souctu geometrické rady
ZE,O ¢’ . Protoze plati pro kazdé ¢
j=

I-a)(@+q+-+q")=1-¢"

existuje limita ¢asteénych souétli v geometrické radé ‘j’io q" pravé kdy? |q| < 1 a v takovém
pripadé plati

oo k
; i 1
(5.14 ¢’ = lim ¢ =—.

Protoze &isla v, tvo¥i rostouci posloupnost, jisté také tato posloupnost konverguje. Ri-
kdme, ze fada konverguje.

Nyni si prohlédnéme pozornéji posloupnost Cisel u,,, jejiz limitou je e”. Budeme uvazovat
n > N pro néjaké pevné N (hodné velké) a zvolime si k < N pevné (docela malé). Pak
pro dostateéné velkd N umime soudet prvnich k ¢lenli ve vyjadreni un v aproximovat
libovolné presné vyrazem vy. Protoze je tato Cast soultu un ostfe mensi nez un samotné,
musi posloupnost u, konvergovat k téze limité jako poslounost v,. Dokazali jsme tedy:

Véta. Ezponencidlni funkce je pro kazdée x € R vyjddrena jako limita cdstecnych
soucti ve vyrazu
o0

1 1 1
1:* 72 ... 77"4 e 7,’74
e f1+x+2!x+ +n!z + 7EOn!x.
n—

Pti dovozeni tohoto mimotradné dilezitého tvrzeni jsme mimodék pracovali s
nékolika uzitenymi pojmy a nastroji. Sformulujeme si je nyni obecnéji:

5.28. Definice. Nekonecnd tada je vyraz

o0

E anp =00+ a1 +az+---+ap+...,

n=0
kde a,, jsou realna nebo komplexni ¢isla. Posloupnost castecnych souctu je dana

P k w1 - . . C e
svymi ¢leny s, = > _,a, a fikdme, ze fada konverguje a je rovna s, jestlize
existuje kone¢né limita ¢asteénych souctt
s = lim s,.
k—oo
K tomu, aby posloupnost s,, konvergovala, je nutné a staci, aby byla Cauchyovska.
Tzn. ze
|Sm = sn| = lant1 + - + an

musi byt libovolné malé pro dostate¢né velkd m > n. Protoze je
|ans1] + -+ lam| > lans1 + -+ aml,

vyplyva z konvergence fady Y ;- |an| i konvergence fady > ;- a,. Rikdme, ze
fada Y ;- a, konverguje absolutné, jestlize konverguje fada Y . |an|.

Jestlize posloupnost ¢astecnych souctti fady ma nevlastni limitu, fikdme ze fada
diverguje k co nebo —oo.
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Jednoduché algebraické operace s absolutné konvergentnimi fadami se chovaji
vSechny dobfe:

Véta. Necht S =5 " jan aT =Y " by, jsou dvé absolutné konvergentni fady.
Pak

(1) jejich soucet absolutné konverguje k souctu

n:O

(2) jejich rozdil absolutné konverguje k rozdilu
e I S S
n=0

(3) jejich soucin absolutné konverguje k soudinu

() (£0) Sl

DUKAZ. Prvniidruhé tvrzeni jsou bezprostiednim diisledkem obdobnych vlast-
nosti limit. T¥eti tvrzeni vyzaduje vétsi pozornost. Oznacme si

n
Cn = § an— by
k=0

Z predpokladi a podle pravidel pro limitu souc¢inu posloupnosti dostéavame

(23] (350) - (8] (&)

Mame tedy dokazat, ze

() (54 £)

Porovnejme si nyni vyrazy

n=0 0<i,j<k i+j=n n=0 i+j<k
0<i,j<k 0<4,j<k

Dostavame tedy odhad
k k
(35)- (5+)-5/-

K odhadu posledniho vyrazu nam poslouzi jednoduchy trik: aby mohl byt soucet
idextt vétsi nez k, musi byt alespori jeden z nich vétsi nez k/2. Jisté tedy vyraz
nezmensime, kdyz do néj priddme vice ¢lend, tj. vezmeme vsechny jako v soucinu
a odebereme pouze ty, u kterych jsou oba nejvyse k/2.

Doodabil < D aibil = >0 faibyl.

i+j>k 0<i,j<k 0<i.j<k/2
0<i,j<k

Z aibj < Z |aibj|.

itj>k itj>k
0<i,j<k 0<i,j<k
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Oba vyrazy v rozdilu jsou ale castecné soucty pro soucin S - T, maji tedy také
stejnou limitu a proto jejich rozdil jde k nule. O

Jako obvykle si hned shrneme nékolik dalsich jednoduchych tvrzeni o fadach:

5.29. Véta. Necht S = ZZO:O an je nekonecnd tada redlnych nebo komplexnich

cisel.

(1) Jestlize S konverguje, pak lim,,_, a, = 0.

(2) Predpokladejme, Ze existuje limita podilii po sobé jdoucich ¢lenti fady a plati

An+1
Qnp

lim =

n—oo

Pak fada S konverguje absolutné pii |¢| < 1 a nekonverguje pfi |¢| > 1. Pfi
|g] = 1 mize fada konvergovat ale nemusi.

(3) Jestlize existuje limita
lim {/|a,| = q,
n—oo

pak pri ¢ < 1 fada konverguje, zatimco pii ¢ > 1 diverguje. Je-li ¢ = 1, mtize
konvergovat i divergovat.

DUKAz. (1) Jestlize lim,,_, a, neexistuje nebo je nenulovd, exituje pro dosta-
tedné malé ¢islo € > 0 nekoneéné mnoho ¢lent ay, s |ag| > €. Zaroven tedy musi mezi
nimi existovat nekon¢ené mnoho kladnych nebo nekone¢né mnoho zapornych. Pak
ovSem pii pridani kteréhokoliv z nich do ¢aste¢ného souc¢tu dostavame rozdil dvou
po sobé jdoucich s, a s,11 o velikosti alesponi €. Posloupnost ¢astecnych soucti
proto nemuze byt Cauchyovska a tedy ani konvergentni.

(2) Protoze chceme dokazovat absolutni konvergenci, miZzeme rovnou predpokléddat a; >
0. Diikaz jsme pro specidlni hodnotu ¢ = 1/2 provedli p¥i dovozeni hodnoty e® pomoci Fady.
Stejnou Gvahou z existence limity podild dovodime pro dostatecné veliké N

aji1 < q-a; <q 9N ey,

To ale znamen3, ze ¢astecné soulty prvnich s, jsou shora ohraniceny soucty
N n—N 1
Sn < E aj; +cN E —.
qJ
j=0 Jj=0

Je-li 0 < ¢ < 1, je mnozina viech ¢astecnych souctid shora ohrani¢end a proto je limitou nasi
fady jeji supremum.
PFi hodnoté ¢ > 1 pouzijeme obdobny postup, ale z existence limity ¢ na zacatku odvo-
dime
aj+1 < q-a; < qi(jiNJrl)CN.

To ale znamena, ze Castecné soucty prvnich s, jsou zdola ohraniceny soucty
N n—N
1
Sp > E aj + cn E —.
qJ
j=0 j=0

PFi ¢ > 0 tento vyraz poroste nad vSechny meze
(3) Dutikaz je zde velmi podobny pfedchozimu pfipadu. Z existence limity ¢ < 1 vyplyva, Ze
pro kazdé q < r < 1 existuje N takové, ze pro vSechny n > N plati T\‘/m < r. Umocnénim
pak
lan] < 7"
takze jsme opét v situaci, kdy srovnavdme s geometrickou fadou. Dikaz se proto dokonci
stejné jako v pripadé podilového testu. O



170 5. ZRIZENI ZOO

V dtkazu druhého i tietiho tvrzeni jsme vyuzivali slabsiho tvrzeni, nez je
existecne limity. Potfebovali jsme pro studované posloupnosti nezapornych vyrazt
pouze tvrzeni, ze od urcitého indexu uz budou vétsi nebo mensi nez dané ¢islo.

K takovému odhadu nédm ale postac¢i pro danou posloupnost b, uvazovat s
kazdym indexem m supremum hodnot ¢lent s indexy vysSsimi. Tato suprema vzdy
existuji a budou tvofit nerostouci posloupnost. Jeji infimum pak oznacujeme jako
limes superior dané posloupnosti a znacime

limsup b, .
n—oo
Vyhodou je, Ze limes superior vzdy existuje, muzeme proto predchozi vysledek
(véetné dtikazu) preformulovat v silnéjsi podobé:

Dusledek. NechtS =3 a, je nekoneénd rada redlngch nebo kompleznich cisel.
(1) Je-li
Ap+41

q = lim sup

n—oo

)
an

pak Tada S konverguje absolutné pri ¢ < 1 a nekonverguje pri g > 1. Prig=1
muZe Tada konvergovat ale nemust.

(2) Je-li
q = limsup V/|ay|,

n—oo
pak pri g < 1 tada konverguje, zatimco pri q > 1 diverguje. Je-li ¢ = 1, miZe
konvergovat i divergovat.

5.29.1. Ukazte, Ze tzv. harmonickd rada

i :
—

i=1
diverguje.

Reseni. Pro libovolné pfirozené k je soucet prvnich 2* ¢lent fady vétsi nez k/2:
1+1+1+1+1+1+1+1+
2 3 4 5 6 7 8 7
S~—~— SN~ ——
N T e
soucet ¢lenti od 2! +1 do 2+ je totiz vzdy vétsi nez 2!-krat (jejich pocet) éislo 1/2!
(nejmensi z nich), coz je dohromady 1/2. O

5.29.2. Rozhodnéte o nasledujicich Taddch, jestli konvergugi ¢i diverqugi:

1>z
n=1

(3) X sgwooowo
1
@) X wrom

Reseni.
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(1) Budeme zkoumat konvergenci podilovym kritériem:
271.+1
n+1
2
n

anJrl
Qn

n— oo n

lim

n—oo

= lim

n—oo

=2>1,

fada tedy diverguje.

(2) Odhadneme Fadu ze spodu: vime, Ze pro libovolné piirozené n plati % < ﬁ
Pro posloupnost ¢astecnych soucti s, zkoumané fady a posloupnost ¢astecnych
sou¢tt harmonické fady s/, tedy plati:

"1 "1
snzgﬁzggzsg.

A protoze harmonicka fada diverguje (viz predchozi piiklad), diverguje i jeji po-
sloupnost ¢astecnych soucttt {s,,}152 1, tedy diverguje i posloupnost ¢astecnych
soutl {s, 52, tedy diverguje i zadana posloupnost.
(3) Diverguje, jedna se o nasobek harmonické fady.
(4) Jedna se o geometrickou fadu s koeficientem ﬁ, ta bude konvergovat, bude-li

absolutni hodnota koeficientu mens$i nez 1. Vime, Ze

| 1‘ H_ﬂ H 1. /1+1 ¢§<1
= = |- — =1 = —_ _— e —
144 2 ) 4 4 2 ’

fada tedy konverguje a umime ji dokonce secist:

> 1 1 141 .
n:1(+l) -5 i

O

5.30. Mocninné rady. Jestlize mame misto posloupnosti ¢isel a,, k dispozici po-
sloupnost funkei f,(z) se stejnym definiénim oborem A, mtzeme bod po bodu
pouzit definici fady a dostédvame pojem souctu 7ady funkci

S@) =Y fala).
n=0

Mocninnd Tada je ddna vyrazem

S(x) = i anz™.
n=0

Rekneme, ze S(x) ma polomér konvergence p > 0, jestlize S(x) konverguje pro
kazdé x spliiujici |z| < p a diverguje pii |z| > p.
Véta. Necht S(z) =Y " a,z" je mocninnd fada a existuje limita

p= lim V{a
n—oo

n*

Pak je polomér konvergece tady S roven r = p~ 1.

Mocninnd tada S(z) je spojitd na celém svém intervalu konvergence (vietné
kragnich bodd, pokud v nich konverguje) a existuje také jeji derivace S'(z),

S'(z) = Z napz™ L.
n=1
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DUKAZ. Pro ovéfeni konvergence fady mizeme pro kazdou pevnou hodnotu z
pouzit odmocninovy test z véty [5.29(3). Pocitame pfitom

lim Vap,a" = px
n—oo

a fada konverguje, resp. diverguje, jestlize je tato limita rtiznéd od 1.
Tvrzeni o spojitosti a derivaci dokdzeme pozdéji v obecnéjsim kontextu, viz
6.28H6.30! O

Vsimnéme si také, ze mtzeme pii dikazu konvergence pouzit silnéjsi variantu
odmocninového testu a tedy 1ze polomér konvergence r pro kazdou mocninnou fadu
pfimo zadat fomuli

r~ = limsup Va,,.

n—oo

5.31. Priklad. Prodivame se na mocninné rady

S(x) = Zx", T(x) = Z
n=0 n=1

Prvni priklad je geometrickd Tada, kterou jsme se zabyvali jiz dfive, a jeji soucet
je pro vSechny z s |z| < 1

z".

3=

1
S@) = 1—2’
zatimco |x| > 1 zarucuje divergenci. Pro x = 1 dostdvame také zjevné divergentni
fadu 1 +1+4+1+... s nekoneénym souctem, pfi x = —1 jdeotadul —1+1—...,
jejiz Castecné soucty nemaji limitu vibec.
Véta 3) ukazuje, ze polomér konvergence druhého prikladu je také jedna,
protoze existuje

1 n+1
1. n
lim || =2 lim =z
Pro z = —1 tu dostaneme divergentni radu 1+ % + % +... (dokazte si jako cviceni!).
Naopak, fada T(—=1) = —1+ 3 — & + ... konverguje. Vyplyva to z obecngjsiho

platného tvrzeni:

Otade T = fozo b, s redlnymi ¢leny fekneme, ze je alternujici, jestlize je zna-
ménko dvou po sobé jdoucich ¢lent vidy opacné. Pokud je navic |b,| klesajici po-
sloupnost a pro fadu 7' plati nutnd podminka konvergence z[5.29} tj. lim,, o by, = 0,
pak fada konverguje. Ditkaz ted nebudeme provadét, vyplyne z obecnéjsich vysledkii
pozdéji, viz 77.

5.31.1. 7. Urcete polomér konvergence ndsledujicich mocninnych tad:

o n
(1) 3 Zon
n=1

1 1
r= ==,
2

lim sup
n—oo

An L1

An
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viz tloha ??. Dan4d mocnind fada tedy konverguje pro realnd » € (—1i,1),

202
pripadné pro komplexni |z| < % Vsimnéme si, ze fada je divergentni pro x =
5 (jde o harmonickou fadu) a naopak konverguje pro z = —3 (alternujici

harmonicka fada). Rozhodnout o konvergenci pro libovoné x lezici v komplexni

roviné na kruznici o poloméru % je tézsi otazka a presahuje rdmec naseho kurzu.
(2) Opét diky prechozimu ptikladu vime, ze

1
1+

n

= lim sup
n—oo

lim sup
n—oo

1+i| 2

‘ 1 ’ V2
je tedy polomér konvergence dané mocninné fady r = /2.

O

5.32. Zvérinec. S mocninnymifadaminadm do naseho spolecenstvi pfibyla spousta
novych piikladd hladkych funkci, tj. funkci libovolnékrat diferencovatelnych na ce-
lém svém defini¢nim oboru. Pohrejme si chvili s nejvyznamnéjs$im a prvnim nasim
prikladem, exponencidlou

1 1
e =14az+-a+ - +—2"+....
2 n!

Tato mocninnné fada méa polomér konvergence nekoneény a dobfe proto de-
finuje hladkou funkci pro vSechna komplexni ¢isla . Jeji hodnoty jsou limitami
hodnot (komplexnich) polynomt s redlnymi koeficienty a ze spojitosti tedy musi
pro ni platit i obvyklé vztahy, které jsme pro realné hodnoty proménné x jiz odvo-
dili. Zejména tedy plati

TV =% . ¢Y,

viz (5.5) a véta ). Dosadme si hodnoty x = i - t, kde i € C je imagindrni
jednotka, t € R libovolné.
» 1 1 1 1
it _ e Bt By S - B
e =141t 2t 13!t +4!t +z5!t
a zjevné tedy je komplexné konjugované &islo k z = e ¢&islo Z = e~%. Proto
2P =z-z2=c". e =" =1

a viechny hodnoty z = e’ proto lezi na jednotkové kruznici v komplexni roving.

Reélné a imaginarni slozky bodu na jednotkové kruznici pfitom byvaji popiso-
vany pomoci goniometrickych funkci cos@ a sinf, kde 6 je patti¢ny thel. Derivaci
parametrického popisu bodi kruznice,

t»—>e”

1%
1

dostédvame vektory ,rychlosti“, které budou dany vyrazem (lze napi. zderivovat
skuteéné zvl4st redlnou a imagindrni slozku a secist vysledky)

i (eit)/ — . elt

a jejich velikost proto také bude porad jednotkova. Odtud lze tusit, Ze celou kruznici
obéhneme po dosazeni hodnoty parametru rovného délce oblouku, tj. 27 (i kdyz ke
skute¢nému ovéfeni této skutecnosti budeme potfebovat integralni pocet). Takto
byva Ludolfovo cislo m také definovano. Mzeme se ale nyni aspori ¢astecné ujistit
pohledem na nejmensi kladné kofeny realné ¢asti ¢asteénych soucttt nasi rady, tj.
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prislusnych polynomu. Jiz pfi fadu deset nam vyjde ¢islo m presné na 5 desetinnych
mist.

Dostali jsem tedy pfimou definici goniometrickych funkci pomoci mocninnych
fad:

. 1 1 1 1
it 1 142 6 ..o (_1\F 2k
(5.15) cost =rtee" =1 5t +4!t G't +-- 4 (1) (2k)!t +...
g s, 1s 147 k1 2k+1
(5.16) sint =ime =t — 3'15 + 5't — 7'75 +- 4 (-1) (2k‘+1)!t +

Tlustraci konvergence fady pro funkci cos je vidét na obrazku. Jde o graf pfislus-
ného polynomu stupné 68. Pri postupném vykresleni ¢astecnych souctu je vidét, ze
aproximace v okoli nuly je velice dobra a prakticky beze zmén. S rostoucim radem

se pak zlepsuje i dale od pocatku.

sin?t + cos?t =1

'
[

v b
| U T TN T N T N T .

'
=
3}

Ptimo z definice vyplyva znamy vztah

a také z derivace (e')’ =ie® vidime, 7e
(sint)’ = cost, (cost) = —sint.

Tentyz vysledek lze samoziejmé ovérit piimo derivaci nasich fad ¢len po ¢lenu.

Pfedpokladejme, Ze to je nejmensi kladné é&islo, pro které je e~#o = —efto, tj.
prvni kladny nulovy bod funkce cost. Podle nasi definice Ludolfova ¢isla je tg = %TF.
Pak e~%2t0 = (e~%0)2 = ¢i2t0 g jde proto o nulovy bod funkce sint. Samozfejmé pak
plati pro libovolné ¢

ei(4ktott) _ (eito)4h . git = 1. it

Jsou tedy obé funkce goniometrické funkce periodické s periodou 27. Z nasich definic
je pritom vidét, ze je to nejmensi jejich perioda.

Nyni mizeme snadno odvodit vSechny obvyklé vztahy mezi goniometrickymi
funkcemi. Uvedeme na ukézku nékolik z nich. Nejprve si v§imnéme, Ze definice
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vlastné fika
1 it —it
cost = i(e +e™)

1 . .
int = it —it .
sin 5 (e —e™)

Soucin téchto funkci jde tedy vyjadfit jako
sintcost = l(e“ —e M) e = l(em —e 2 = 1 sin 2t
44 43 2 '

Dale mtizeme vyuzit nasi znalost derivaci:
1 . 2 . / 2 : 2
cos 2t = (§ sin 2t)" = (sintcost)’ = cos®t — sin“t.
Vlastnosti dalsich goniometrickych funkci
sint

tot = —o tgt = (tgt)~!
gt=_——,  cotg (tgt)

se snadno odvodi z jejich definice a pravidel pro derivovani. Grafy funkci sinus,
cosinus, tangens a cotangens jsou na obrazcich (postupné ¢erveny a zeleny vlevo,
Cerveny a zeleny vpravo):

107

-
T T R S B

' ——
- L

KR
| —

Cyklometrické funkce jsou inverzni ke goniometrickym. ProtoZe jsou goniome-
trické funkce vSechny periodické s periodou 2, jsou jejich inverze definované vzdy
jen v rdmci jedné periody a to jeSté jen na ¢asti, kdy je dana funkce bud rostouci
nebo klesajici. Jsou to funkce

arcsin = sin~*
s definiénim oborem [—1,1] a oborem hodnot [—7/2, 7 /2]. Déale

arccos = cos !

s defini¢nim oborem [—1,1] a oborem hodnot [0, 7], viz obrazek vlevo.
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Zbyvaji jesté funkce (zobrazené na obrizku vpravo)

arctg = tg— !

s defini¢nim oborem [—o0, o] a oborem hodnot [—7/2, 7/2] a kone¢né

arccotg = cotg*1

s defini¢nim oborem [—o0, 0o] a oborem hodnot [0, 7].
Velice Casto se také vyuzivaji tzv. hyperbolické funkce

1 1
sinhz = g(ex —e "), coshx = i(ex +e7 7).

Nézev naznacuje, ze by funkce mohly mit néco spole¢ného s hyperbolou. Primy
vypocet dava (druhé mocniny se v roznasobenych dvojélenech vSechny odeétou a
zuistanou smiSené ¢leny)

1
(coshgv)2 — (sinh :1:)2 = 2§(ez e ") =1

Body [cosht,sinht] tedy skuteéné parametricky popisuji hyperbolu v roviné. Pro
hyperbolické funkce 1ze snadno odvodit podobné identity jako pro funkce goniome-
trické. Mimo jiné je pfimo z definice snadno vidét

coshx = cos(iz), isinh x = sin(iz)
(ovéite si jako cvideni).
5.32.1. Secteéte:
2 1 2

2 1
2414 gttt T

Reseni. Porovname tvar sou¢tu s mocninnym rozvojem funkei sinh a cosh a do-
stavame vysledek

sinh(1) + 2 cosh(1)
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5.33. Poznamky. Mocninné fady muzZzeme zcela stejné definovat takto:

S(x) = Z an(z — x0)",
n=0

kde zg je libovolné pevné zvolené realné ¢islo. Vsechny nase predchozi tivahy jsou
porad platné, jen je tfeba mit na paméti, Ze se vztahuji k bodu x(. Zejména tedy ta-
kové fada konverguje na intervalu (zg —p, zo+p), kde p je jeji polomér konvergence.
Rikédme, Ze S je mocninnd vada se stiedem v xq.

Déle plati, Ze ma-li mocninna fada y = T'(x) hodnoty v intervalu, kde je dobfe
definovédna fada S(y), potom i hodnoty funkce S o T jsou vyjaddfeny mocninnou
fadou, kterou dostaneme formalnim dosazenim y = T'(z) za y do S(y).

Zejména lze takto pocitat ¢leny mocninnych fad zadavajicich inverzni funkce.
Nebudeme zde uvadét seznam formuli, snadno se k nim dostaneme napiiklad v
Maplu procedurou ,series”.






KAPITOLA 6
Diferencialni a integralni pocet

2véfinec ted mdme, ale co s nim?
— naucime se s nim zachdzet. ..

V minulé kapitole jsme si postupné hrali bud s mimoradné velikymi tfidami
funkci — vSechny spojité, vSsechny diferencovatelné apod. — nebo jen s konkrét-
nimi funkcemi — napf. exponencialni, goniometrické, polynomy atd. Méli jsme ale
pfitom jen minimum néstroji a vSe jsme podcitali tak fikajic na kolené. Ted déme
dohromady nékolik vysledkti, které umozni snéze pracovat s funkcemi pfi modelo-
vani redlnych problémt.

1. Derivovani
Zacneme nékolika jednoduchymi vysledky o derivovani funkci.

6.1. Vé&ta. Necht funkce f : R — R je spojita na intervalu [a,b] a diferencovatelnd
uunitt tohoto intervalu. Jestlize plati f(a) = f(b), pak ezistuje c € (a,b) takové, Ze

J'(e) = 0.

DUkAz. Protoze je funkce f spojitd na uzavieném intervalu (tj. kompaktni
mnoziné), ma na ném maximum a minimum. Pokud by maximum i minimum mélo
stejnou hodnotu f(a) = f(b), pak by funkce f byla konstantni a tedy i jeji deri-
vace by byla nulova ve vSech bodech intervalu (a,b). Pfedpokladejme tedy, ze bud
maximum nebo mimimum je jiné a necht nastava jedno z nich ve vnitinim bodé c.
Pak ovSem neni mozné, aby v ¢ bylo f’(c) # 0, protoze to by v tomto bodé byla
byla funkce f bud rostouci nebo klesajici (viz a jisté by tedy v okoli bodu ¢
nabyvala vétsich i mensich hodnot, nez je f(c). O

Praveé dokdazanému tvrzeni se fiké Rolleova véta. Z ni snadno vyplyva nasledujici
dusledek, znamy jako véta o stredni hodnote.

6.2. Véta. Necht funkce f: R — R je spojitd na intervalu [a,b] a diferencovatelnd
uwniti tohoto intervalu. Pak existuje ¢ € (a,b) takové, Ze

o = 1O =10

DUKAz. Dukaz je prostym zdpisem geometrického vyznamu tvrzeni: k seéné
mezi body [a, f(a)] a [b, f(b)] existuje tecna, kterd je s ni rovnobéznd (namalujte si
obrézek). Rovnice nasi sefny je

y=g) = f()+ T2

179
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Rozdil h(z) = f(x) — g(z) udava vzdalenost grafu od seény (v hodnotach y). Jisté
plati h(a) = h(b) a

b) — f(a)

Wiz = f'(z) — f(i

@) = /) - 1O

Podle pfedchozi véty existuje bod ¢, ve kterém je h'(c) = 0. O

Vétu o stfedni hodnoté mtizeme také prepsat ve tvaru:

(6.1) fb) = f(a) + f'(c)(b - a).

V ptipadé parametricky zadané kiivky v roving, tj. dvojice funkci y = f(¢),
x = g(t), je stejny vysledek o existenci rovnobézné tecny k seéné krajnimi body
popséan takto:

Dusledek. Necht funkce y = f(t) a x = g(t) jsou spojité€ na intervalu [a,b] a
diferencovatelné uvniti tohoto intervalu a ¢'(t) # 0 pro vdechny t € (a,b). Pak
existuje bod c € (a,b) takovy, Ze plati

DUKAZ. Opét spoléhdme na pouziti Rolleovy véty. Polozime proto
h(t) = (f(b) = f(a))g(t) — (9(b) — g(a)) f(t).
Nyni h(a) = f(b)g(a) = f(a)g(b), h(b) = f(b)g(a)—f(a)g(b), takze existuje c € (a,b)

takovy, ze h'(¢) = 0. Protoze je ¢'(c¢) # 0, dostavame pravé pozadovany vztah. O

Podobné tvaha jako v poslednim tvrzeni vede k mimoradné uzitecnému nastroji
pro pocitani limit funkci. Je znam jako L’Hospitalovo pravidlo:

6.3. Véta. Predpokladejme, Ze f a g jsou funkce diferencovatelné v okoli bodu
zo € R, ne vsak nutné v bodé xo samotném, a necht existuji limity

lim f(z) =0, lim g(z) = 0.
r—Xo

r—Xo
Jestlize existuje limita
!
lim f()

0 g'()

pak existuje i limita
lim 1)

a jsou St rovny.

DUKAZ. Bez 1jmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze v x¢ maji funkce f
a g nulovou hodnotu.

Vysledek je opét jednoduse predstavitelny pomoci obrazku. Uvazujme body
[g(x), f(z)] € R? parametrizované proménnou x. Podil hodnot pak odpovida smér-
nici seény mezi body [0,0] a [f(x), g(x)]. Zroven vime, Ze podil derivaci odpovida
smérnici teény v prislusném bodé. 7Z existence limity smérnic tecen tedy chceme
dovodit existenci limity smérnic secen.
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Technicky lze vyuzit véty o stfedni hodnoté v parametrickém tvaru. Predné si
uvédomme, zZe v tvrzeni véty implicitné predpokladame existenci vyrazu f'(z)/g' (z
na néjakém okoli ¢, zejména tedy pro dostatecné blizké body ¢ k o bude ¢’(c) # 0

@) @) =) )

a—zo g(x)  a—wo g(x) — g(wo) 20 g'(ca)’
kde ¢, je ¢islo mezi g a . Nyni si vSimnéme, Ze z existence limity
f'(x)

ml}llzgo g’(m)

vyplyva, ze stejnou hodnotu bude mit i limita libovolné posloupnosti vzniklé dosa-
zenim hodnot x = x,, jdoucich k g do f'(x)/¢'(x). Zejména tedy mizeme dosadit
jakoukoliv posloupnost ¢, pro z,, — x¢ a proto bude existovat i limita

f'(cx)

r—x0 g’(cx)
a posledni dvé limity zjevné budou mit stejnou hodnotu. Dokazali jsme tedy, ze
nase hledana limita existuje a ma také stejnou hodnotu. 0

6.4. Dusledky. Jednoduse lze rozsitit L’'Hospitalovo pravidlo i pro limity v ne-
vlastnich bodech +oc0 a v pfipadé nevlastnich hodnot limit. Je-li, naprt.

lim f(z) =0, lim g(z)=0,

potom je lim, o, f(1/2) = 0 a lim,_o, g(1/2) = 0. Zaroven z existence limity
podilu derivaci v nekone¢nu dostaneme

/@Y o PUREYR) P )

lim = = = .
a=04+ (9(1/z))"  2=04 g'(1/z)(=1/2?) a0+ g'(1/z)  =—oo g'(z)
Pouzitim predchozi véty tedy dostavame, ze v tomto pripadé bude existovat i limita

podilu
f@) L f0f) )

1 = |im = l1m .
e—oo g(z) @04 g(1/z)  a—o0 g'(2)
Jesté jednodussi je postup pii vypoctu limity v pripadé, kdy

lim f(z) =+oo, lim g(z) = +o0.
T—x0

T—x0
Staci totiz psat
im —= = lim ,
v—a0 g(z)  e=wo 1/f(x)
coz je jiz ptripad pro pouziti L’Hospitalova pravidla z predchozi véty. Lze ale i
dokéazat, ze L'Hospitalovo pravidlo plati ve stejné formé pro nevlastni limity:

@) e e

Véta. Necht [ a g jsou funkce diferencovatelné v okoli bodu xo € R, ne vsak nutné
v bodé xy samotném, a necht existuji limity lim, ., f(z) = 00 a lim,;_,, g(x) =
+oo. Jestlize existuje limita

)

im

A g @)

1Pro samu existenci limity v obecném smyslu to vzdy nutné neni, nicméné pro tvrzeni
L’Hospitalovy véty je to potfebné. Podrobnou diskusi je mozné najit (vygooglovat) v populdrnim
élanku ”R. P. Boas, Counterexamples to LHopitals Rule, The American Mathematical Monthly,
October 1986, Volume 93, Number 8, pp. 644-645.”
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pak existuje i limita
lim —f(z)
A g@)

a Jsou St rovny.

DUKAZ. Opét lze vyjit z véty o stfedni hodnoté. Zakladem je vyjadieni podilu tak,
abychom dostali do hry derivaci:
flz)  fl@)  f@)-fy) g(=)—9()

9(@)  flx) = [fly) 9(z)—g(y) 9(z)
kde y volime néjaky pevny ze zvoleného okoli zo a = nechame blizit k x¢. Protoze jsou
limity f i g v o nekone¢né, muzeme jisté predpokladat, ze rozdily hodnot v x a y jsou u
obou funkci pfi pevném y nenulové.
Pomoci véty o stfedni hodnoté miizeme nyni nahradit prostfedni zlomek podilem
derivaci ve vhodném bodé ¢ mezi = a y a vyraz ve zkoumané limité dostava tvar

9(w)

fl@) _1=5@ (o

T _fw o g(ce)’
9(z) 1-44 g'(0)

kde ¢ zavisi na x i y. Pfi pevném y a = jdoucim k z¢ jde prvni zlomek zjevné k jednicce.
Kdyz zaroven budeme y priblizovat k xg, bude se nam druhy zlomek libovolné presné blizit
k limitni hodnoté podilu derivaci. O

6.5. Priklady uziti. Vhodnymi tipravami sledovanych vyrazu lze vyuzit L'Hospi-
talova pravidla také na vyrazy typu oo — oo, 1°°, 0- 0o apod. Zpravidla jde o prosté
prepsani vyrazt nebo o vyuziti néjaké hladké funkce, napf. exponencidlni. Uvedme
alespon dva priklady hned:

. 1 1 . 2x —sin2x
lim =lim ——

sin2r 2z

z—0 z—0 2xsin2x
. 2 —2cos2x
= lim —
z—0 28in 2x + 4x cos 2x
4 sin 2x

7

lim . =
z—0 4 cos2x + 4 cos2x — 8xsin 2x

pricemz ziskané tvrzeni je tfeba ¢ist od konce. Tj. z existence posledni limity (podil
druhych derivaci) vyplyva existence limity podilt prvnich derivaci a z toho plyne
existence i hodnota ptivodni limity.
Druhy ptiklad nam ukaze souvislost aritmetického a geometrického priameéru z
n hodnot. Aritmeticky prameér
MY zy,. .. 2,) = w

je specidlnim pfipadem tzv. mocninného primeéru stupné r:

1
M) = <wl+n+xn) .

Specidlni hodnota M~! se nazyva harmonicky primér. Spoc¢téme si nyni limitni

hodnotu M" pro r jdouci k nule. Za timto icelem spoc¢teme limitu pomoci L’Hospitalova
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pravidla (jde o vyraz 0/0):

lim In(M" (z1,...,2z,)) = lim
r—0 r—0 T
ziInzi+-4z) Inx,
—1; n

n
Inz; +---+Inz,
== " :h'l"a;l.....];n.

Odtud tedy je primo vidét, ze

ling) M"™(21,...,2pn) = VX1 ... Ty,

r—

coz je hodnota zndma pod nazvem geometricky prumeér.

6.6. Vyznam druhé derivace. Jiz jsme vidéli, Ze prvni derivace funkce je jejim
linedarnim pfiblizenim v okoli daného bodu a Ze ze znaménka nenulové derivace
vyplyva, Ze funkce je v bodé xg rostouci nebo klesajici. Body, ve kterych je prvni
derivace nulova se nazyvaji kritické body dané funkce.

Je-li z( kriticky bod funkce f, muze byt chovani funkce f v okoli bodu zq
jakékoliv. Vidime to jiz z chovéani funkce f(z) = z" v okoli nuly pro libovolné
n. Pro lichd n > 0 bude f(x) rostouci, pro sudd n naopak bude nalevo klesajici
a napravo rostouci, doséhne tedy v bodé xy své miniméalni hodnoty mezi body z
(dostate¢né malého) okoli bodu x = 0.

Tentyz pohled miZzeme aplikovat na funkci f’. Jestlize totiz je druhé derivace
nenulova, urcuje jeji znaménko chovani derivace prvni. Proto v kritickém bodé
xo bude derivace f’(x) rostouci pti kladné druhé derivaci a klesajici pti zdporné.
Jestlize je ale rostouci, znamenené to, ze nutné bude zdporna nalevo od kritického
bodu a kladna napravo od néj. Funkce f v takovém piipadé je klesajici nalevo od
kritického bodu a rostouci napravo od néj. To znamend, Ze ma funkce f v bodé xg
minimum ze vSech hodnot z néjakého malého okoli bodu xg.

Naopak, je-li druha derivace zaporna v xg, je prvni derivace klesajici, tedy
zapornd vlevo od xg a kladné vpravo. Funkce f bude tedy mit v bodé zy maximalni
hodnotu ze vSech hodnot na néjakém okoli.

Funkce diferencovatelna na (a,b) a spojité na [a, b] m4 jisté na tomto intervalu
absolutni maximum a minimum. Muze ho doséhnout pouze bud na hranici nebo
v bodé s nulovou derivaci, tj. v kritickém bodé. Pro diskusi extrémi nam tedy
mohou stacit kritické body a druhé derivace pomizou urcit typy extrémi, pokud
jsou nenulové. Pro presnéjsi diskusi ale potiebujeme lepsi nez linearni aproximace
zkoumanych funkci. Proto se nejprve budeme vénovat tivaham v tomto sméru a
teprve poté se vratime k diskusi prubéhu funkei.

6.7. Tayloriuv rozvoj. Jako prekvapivé jednoduché vyuziti Rolleovy véty ted od-
vodime mimotadné dilezity vysledek. Rikava se mu Tayloriv rozvoj se zbytkem.

Intuitivné se k nému mtzeme dostat obracenim nasich iivah kolem mocninnych
fad. Mame-li totiz mocninnou fadu

S(x)=> an(z—a)"
n=0
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a derivujeme-li ji opakované, dostavdme mocninné fady (vime, Ze je mozné takovy
vyraz derivovat ¢len po ¢lenu, i kdyZ jsme to jesté nedokazali)
o0
S (z) = Z nn—1)...(n—k+ 1)a,(z —a)" "
n=~k
V bodé x = a je tedy S*)(a) = klaj. Mizeme tedy naopak ¢ist posledni tvrzeni
jako rovnici pro a; a ptavodni fadu prepsat jako

-y %S(k)(a)(x —a)n.
n=0""

Jestlize misto mocninné fady mdme néjakou dostate¢né hladkou funkci f(z), je
tedy na misté se ptat, zda ji mizeme vyjadfit jako mocninnou fadu a jak rychle
budou konvergovat ¢asteéné soucty (tj. pfiblizeni funkce f polynomy). Nase tivaha
pravé naznacila, ze mizeme ocekavat v okoli bodu a dobrou aproximaxi polynomy,
tzv. Taylorovymi polynomy k—tého rddu:

PLf(@) = f(a) + f/(@)(w —a) + 55" (@)(x — ) + - + 2 (@) — o).

Piesnd odpovéd vypada podobné jako véta o stiedni hodnoté, jen pracujeme s
vySSimi stupni plynomi (tzv. Tayloriv rozvoj se zbytkem):

Véta. Necht je f(x) funkce k—krdt diferencovatelnd na intervalu (a,b) a spojitd na
[a,b]. Pak pro kaZdé x € (a,b) existuje ¢islo ¢ € (a,x) takové, Ze

f@) = f(a) + f’(a)(m —a) 4+ ﬁf”ﬁ"”(a)(m —a)* %f(k)(C)(x —a)

= Peaf@) + PO — )t

DUKkAz. Definujme zbytek R (tj. chybu pfi aproximaci pro pevné zvolené x) takto

f(@) =Perf(z) + R

tj. R = 47(z — a)* pro vhodné é&islo r (zavislé na z). Nyni uvazujme funkci F(€) defino-
vanou
k—1

F(¢) = Z

L HOE -9+ gyt o)

Jeji derivace je

)+ Z( IO - 2O - )

1

o9
_ 1 (k) k-1 1 -1
= mf © (= —-9) _mr(x_f)
= ﬁu — O (M) - ),

protoze vyrazy v sumé se postupné vzajemné rusi. Nyni si sta¢i vSimnout, ze F(a) =
F(z) = f(x) (pfipomérime, Ze = je pevné zvolend ale pevna hodnota). Proto podle Rolleovy
véty existuje ¢islo ¢, a < ¢ < z, takové, ze F'(c) = 0. To ale je pravé pozadovany vztah. [
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Pokud tedy umime odhadnout velikost k—té derivace na celém intervalu, do-
staneme pifimo odhady chyb. Speciadlnim pfipadem je samoziejme véta o stiedni
hodnoté coby aproximace radu nula, viz . Dobrym ptikladem jsou tady tieba
goniometrické funkce. Iterovanim derivace funkce sinz dostaneme vzdy bud sinus
nebo cosinus s néjakym znaménkem, ale v absolutni hodnoté budou hodnoty vzdy
nejvyse jedna. Dostavame tedy pfimy odhad rychlosti konvergence mocninné rady
|x|k+1
(k+1)r

Vidime tedy, ze pro x vyrazné mensi nez k bude chyba mala, pro x srovnatelné s k
nebo vétsi ale bude obrovska.

6.8. Priklady.

|sinx — (P sin)(z)| <

6.8.1. Urcete Taylorovy rozvoje TF (k-tého vddu v bodé x) z ndsledujicich funkci:
(1) T§ z funkce sinz,
(2) T} z funkce %

Reseni.

(1) Spocitame hodnoty prvni az t¥eti derivace funkce f = sin v bodé 0: f'(0) =
=0

cos(0) = 1, f@(0) = —sin(0) = 0, f3)(0) = —cos(0) = —1, dale £(0)
Taylortiv rozvoj 3-tiho fadu funkce sin(z) v bodé 0 je tedy
1
T3 (sin(z)) = v — 6.733.
(2) Opét f(1) =e,
et e
x
T T2 T
@ - © ¢ 2 gy
f x x + 23 (1)=e
T x 2 T x
@ — £ _3% 6i_6i1__2
f . 3 - PR (1) €
Dostéavame tedy Tayloriiv rozvoj tfetiho fadu funkce <- v bodé 1:
e e e x® 3z 5
O

6.8.2. Urcete Tayloriv polynom T funkce sin a pomoci véty 6.6 odhadnéte chybu
polynomu v bodé /4.

Reseni. Podobné jako v predchozim piikladu uréime
1 1
T6 (si .3, 1 5
o (sin(z)) =z i + 120%
Dle veéty pak odhadneme velikost zbytku (chyby) R. Podle véty existuje ¢ €
(0, 7) takové, ze
—cos(c)m”

7| < 7 = 0,0002

R(n/4) = ‘
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6.8.3. Rozvinte funkciln(l+4x) do mocninné fady v bodech 0 a 1 a urcete vSechna
x € R, pro kterd tyto tady konverguji.

Reseni. Rozvinout funkci do mocninné fady v daném bodé je to stejné, jako uréit
jeji Taylortv rovoj v daném bodé.

1 1 1
In(x+1) = 1:—51‘24—51:3—23344—...
1 1 1 2 1 3 4
= n(2)+§(m—1)—§(aj—1) —0—3.23(1‘—1) —4.24(x—1) +...
Prvni fada konverguje pro —1 < x < 1, druha pro —1 < z < 3. O

6.8.4. Rozvinte do mocninné rady funkci cos?(x) v bodé 0 a urcete pro kterd redlnd
c¢isla tato Tada konverguje.

Reseni.
i ) 222’71 )
(71)1 7 L Zv
— (20)!
konverguje pro libovolné realné z. O

6.8.5. Rozvirite do mocninné fady funkei sin®(z) v bodé 0 a urcete pro kterd redlnd
cisla tato tada konverguje.

Reseni.
S 412570 o
71 1 povy
DRI
konverguje pro libovolné realné z. O

6.9. Analytické a hladké funkce. Je-li f v bodé a hladka, pak miZeme napsat
formalné mocninnou rfadu

S@) = 2 M) —a)"
n=0

Taylorova véta nam fika, ze pokud tato mocninna fada m4 nenulovy polomér kon-
vergence, pak je S(xz) = f(z) na pFislusném intervalu. Takovym funkcim fikdme
analytické funkce v bodé a. Funkce je analytickd na intervalu, je-li analytickd v
kazdém jeho bodé.

Ne vSechny hladké funkce jsou ale analytické. Ve skute¢nosti lze dokazat, ze
pro kazdou posloupnost ¢isel a,, umime najit hladkou funkeci, jejiz derivace rada k
budou tato ¢isla ay.

Abychom si alespori piedstavili podstatu problému, ukdZeme si funkci, ktera
ma v nule vSechny derivace nulové, je vSak vsude kromé tohoto bodu nenulova:

Jl@) ="
Je dobie definovana hladka funkce pro vSechny body x # 0. Derivaci dostaneme
f(z) = f(z) - 2273 a iterovanou derivaci dostaneme soudet kone¢né mnoha ¢lentt
tvaru C - f(z) - 7%, kde C je n&jaké celé éislo a k je pfirozené ¢islo. Pro kazdy

vyraz P (x)efl/ ‘”2, kde P je néjaky polynom, lze opakovanou aplikaci L’Hospitalova
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pravidla snadno zjistit, ze jde limitné k nule, pfi z jdoucim k nule. Dodefinujeme-li
tedy hodnoty vSech derivaci nasi funkce v nule rovnici

f® =0,

ziskdme hladkou funkci na celém R. Je vidét, Ze skutecné jde o nenulovou funkci
vSude mimo x = 0, vSechny jeji derivace v tomto bodé jsou ale nulové. Samoziejmé
to tedy neni analytickd funkce v bodé z¢ = 0.

Snadno miuzeme nasi funkci modifikovat takto:

() 0 jeliz <0
x) = .
g e~ 1/a’ jeliz >0

Opét jde o hladkou funkci na celém R. Dalsi Gpravou mtzeme ziskat funkci nenu-
lovou ve vSech vnitinich bodech intervalu [—a, a], a > 0 a nulovou jinde:

0 je-li |z| > a
h(.f(‘) = { LR

eac2—a a je—li |x‘ <a.

Tato funkce je opét hladkd na celém R. Posledni dvé funkce jsou na obréazcich,
vpravo je pouzit parametr a = 1.

0 1 2 3 4 -0,4 -0,2 0 0,2 0,4

X X
Nakonec jesté ukazeme, jak lze dostat hladké analogie Heavisideovych funkci.
Pro dvé pevné zvolend redlnd ¢éisla a < b definujeme funkci f(x) s pouzitim vyse
definované funkce g takto:

g(x —a)
T = s ayr oo

Zjevné je pro kazdé x € R jmenovatel zlomku kladny (pro kazdy z intervalii ur-
¢enych cisly a a b je totiz alespon jeden ze séitanci jmenovatele nenulovy a tedy
je cely jmenovatel kladny). Dostavame z naseho defini¢niho vztahu proto hladkou
funkei f(z) na celém R. Pii x < a je pfitom jmenovatel zlomku piimo dle definice
funkce g nulovy, pfi > b je citatel i jmenovatel stejny. Na dalsich dvou obrazcich
jsou préavé funkce f(z) a to s parametry a = 1 —«, b = 1+ «, kde nalevo je a = 0.8
a napravo « = 0.4.
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alpha=.8 alpha = .40000
1 1
0 8; 0,8;
0 55 o,eé
0 45 0,45
0,2; 0,2;
0 0,5 1 15 2 0 0,5 1 15 2
X X

6.10. Popis lokalniho chovani funkci. Uz jsme se setkali s vyznamem druhé
derivace pti popisu kritickych bodid. Ted zobecnime diskusi kritickych bodt pro
vsechny fady. Budeme v dal$im uvazovat funkce s dostatecnym poc¢tem spojitych
derivaci, aniz bychom tento predpoklad pfimo uvadéli.

Rekneme, 7ze bod a v definiénim oboru funkce f je kriticky bod Fddu k, jestlize
plati

fa)=--=fP(a) =0, ¥ () #0.
Predpokladejme, ze f(k“‘l)(a) > 0. Pak je tato spojita derivace kladna i na jistém
okoli O(a) bodu a. Taylortv rozvoj se zbytkem ndm v takovém piipadé dava pro
v8echna z z O(a)

1
f(@) = fla) + mf(k“)@)(fﬂ —a)**h.

Je proto zména hodnot f(z) v okoli bodu a déna chovanim funkce (z — a)
Je-li pfitom k + 1 sudé ¢islo, jsou nutné hodnoty f(x) v takovém okoli vétsi nez
hodnota f(a) a zjevné je proto bod a bodem lokdlniho minima. Pokud je ale k
sudé ¢islo, pak jsou hodnoty vlevo mensi a vpravo vétsi nez nez f(a), extrém tedy
ani lokdlné nenastava. Zato si mizeme v8imnout, Ze graf funkce f(z) protind svoji
teénu y = f(a) bodem [a, f(a)].

Naopak, je-li f**1(a) < 0, pak ze stejného divodu jde o lokalni maximum pfi
lichém k a extrém opét nenastava pro k sudé.

Rikame, ze funkce f je v bodé a konkdvni v bodé a, jestlize se jeji graf nachézi
v jistém okoli cely pod teénou v bodé [a, f(a)], tj.

f(@) < fla) + f'(a)(x — a).

Rikame, Ze funkce f je konvezni v bodé a, jetlize naopak je jeji graf nad te¢nou v
bodé a, tj.

k+1

f@) = f(a) + f'(a)(z — a).
Funkce je konvexni nebo konkavni na intervalu, jestlize ma tuto vlastnost v kazdém

jeho bodé.
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Z Taylorova rozvoje druhého radu se zbytkem dostavame

£(#) = F@) + £/ (@) — @) + ()& — ).

Proto je zjevné funkce konvexni, kdykoliv je f”(a) > 0, a je konkdvni, kdykoliv

f"(a) < 0. Pokud je druhé derivace nulovd, mizeme pouzit derivace vyssich fadu.
Bod a nazyvame inflexni bod funkce f, jestlize graf funkce f prechézi z jedné

strany teény na druhou. Napisme si Taylortv rozvoj tfetiho fadu se zbytkem:

§@) = J(@) + @)@ — ) + 5 (@) — 0 + £17(0)w = )"

Je-li a nulovy bod druhé derivace takovy, ze f”’(a) # 0, pak je tfeti derivace
nenulovd i na néjakém okoli a jde proto zjevné o inflexni bod. Znaménko tieti
derivace nam v takovém pfipadé urcuje, zda graf funkce pfechézi te¢nu zdola nahoru
nebo naopak.

Posledni dobrou pomitckou pro nacrtek grafu funkce je zjisténi asymptot, tj.
pfimek, ke kterym se blizi hodnoty funkce f. Asyptotou v nevlastnim bodé oo je
proto takova primka y = ax + b, pro kterou je

lim (f(z) —az —b) =0.

xr—00

Pokud asymptota existuje, plati

lim (f(zx) —azx) =0

Tr— 00
a tedy existuje i limita

lim M—

r—o0 I

Pokud ovsem existuji posledni dvé limity, existuje i limita z definice asymptoty,
jde proto i o podminky dostatecné. Obdobné se definuje a pocitd asymptota i v
nevlastnim bodé —oc.

Timto zptsobem dohleddme vSechny potencidlni pfimky spliujici vlastnosti
asymptot s konecénou redlnou smérnici. Zbyvaji nam pripadné piimky kolmé na osu
x: Asymptoty v bodech a € R jsou pfimky = = a takové, ze funkce f ma v bodé a
alespoil jednu nekonecnou jednostrannou limitu.

Napf. racionédlni funkce lomené maji v nulovych bodech jmenovatele, které
nejsou nulovymi body citatele, asymptotu.

Spoc¢téme aspori jeden jednoduchy pfiklad: Funkce f(z) = x+i ma za asymptoty
piimky y = 2 a = 0 (ovéfte podrobné!). Derivaci obdrzime

flx)=1-272, f"(z)=2z"3.
Funkce f/'(x) méa dva nulové body +1. V bodé x = 1 m4 funkce lokdlni minimum,

v bodé x = —1 lokalni maximum. Druhé derivace nema nulové body v celém defi-
niénim oboru (—oo,0) U (0,00), f tedy neméa zadny inflexni bod.
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6.11. Priklady.

6.11.1. Do rovnostranného trojihelnika o strané a je vepsan pravovhelnik (jedna
jeho strana lezi na strané trojuhelnika, zbylé dva vrcholy leZi na zbylych strandch
trojuhelnika). Jaky mize mit mazimalné obsah?

Reseni. Vepsany pravotihelnik ma strany x, v/3/2(a—1x), tedy obsah v/3/2(a—z)x.
Maximum pro r = a/2, tedy maximalni obsah je (v/3/8)a?. O

6.11.2. Ve case t = 0 se zacaly pohybovat tri body P, @, R v rovine a to bod P
z bodu [~2,1] smérem (3,1), rovnomérnou rychlosti v/10m/s, bod Q z bodu [0,0]
smérem (—1,1) rovnomérné zrychlenym pohybem se zrychlenim 2v/2m/s* a bod R
z bodu [0,1] smérem (1,0) rovnomérnou rychlosti 2m/s. V jakém case bude obsah
trojuhelniku PQR minimadlni?

Reseni. Rovnice bodti P, Q, R v ¢ase jsou
P o [=2,1]+(3,1)¢
Q : [0,0] + (—1,1)#
R : [0,1]4(2,0)t

Obsah trojuhelnika PQR je urceny napt. polovinou absolutni hodnoty determi-
nantu, jehoz fadky jsou soufadnice vektortt PQ a QR (viz Matematika I). Minima-
lizujeme tedy determinant:

-2+ t

— 943 _

Derivace je 6t — 1, extrémy tedy nastavaji pro t = iiG, vzhledem k tomu, ze
uvazujeme pouze nezaporny c¢as, vysSetiujeme pouze t = %, jde o minimum, navic
je hodnota determinantu v tomto bodé kladné a mensi, nez hodnota v bodé 0

(krajni bod intervalu, na kterém hleddme extrém), je tedy o globalni minimum
obsahu v case. |

6.11.3. V devet hodin rdno vylezl stary vlk z nory N a v rdmci ranni rozcvicky zacal
behat proti sméru hodinovych rucicek po kruznici o poloméru 1km, kolem svého
oblibeného patezu P a to rovnomérnou rychlosti 4 km/h. Ve stejnou dobu vyrazila
Karkulka z domu D k babicce sidlici v chaloupce C' rychlosti 4 km/h (po primce).
Kdy si budou nejbliz a jakd tato vzddlenost bude? Soutadnice (v kilometrech): N =
[2?3]7 P = [373}) D= [030]7 C= [575}
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Reseni. Vlk se pohybuje po jednotkové kruznici, jeho tthlové rychlost je tedy stejna
jako jeho absolutni rychlost a jeho drahu mtzeme v zavislosti na ¢ase popsat na-
sledujicimi parametrickymi rovnicemi:

x(t) =2 — cos(4t), y(t) = 2 — sin(4t),
Karkulka se pak pohybuje po dréaze
x(t) = 2v/2t, y(t) = 2V/2t.
Naleznéme extrémy (¢tverce) vzdélenosti p jejich drah v case:

p(t) = (2 — cos(4t) — 2v/2t)% 4 (2 — sin(4t) — 2v/2t)?
p'(t) = 16(cos(4t) — sin(4t))(V2t — 1) + 32t + 4v/2(cos(4t) + sin(4t)) — 16v/2

Resit algebraicky rovnici p/(t) = 0 se ndm nepodaii (ani to nelze), zbyva pouze
najit feSeni numericky (pomoci vypocetniho softwaru). Zjistime, Ze lokélni minima
nastavaji pro t = 0,31 a poté pro t = 0,97, kdy bude vzdalenost vlka a Karkulky
asi b metrt. Je zfejmé, ze ptijde i o globalni minimum.

Situace, kdy neumime explicitné vyfesit dany problém je v praxi velmi casta a
pouziti numerickych metod vypoctu tedy ma velky vyznam. 0

6.11.4. Urcete parametr ¢ € R tak, aby tecna ke grafu funkce % v bodé [1,0]
prochdzela bodem [2,2].

Reseni. Podle zaddni m4 mit te¢na smérnici 2 (2=2). Smérnice je uréena derivaci

funkce v daném bodé, dostavame tedy podminku
2 —In(cx)
2y/x

tedy ¢ = e% Pro ¢ = e% je v8ak hodnota fce

(1) = 2, neboli 2 —In(c) = 4,

In(cx)
NZS

takové ¢ neexistuje. O

v bodé 1 rovna —2. Tedy zadné

6.11.5. Vysetrete prubeh funkce

a nacrtnéte jeji graf.

Reseni.
(1) Nejprve urc¢ime definiéni obor funkce: Rt \ {1}.
(2) Nalezneme intervaly monoténnosti funkce: nejprve nalezneme nulové body de-
rivace:
_In(z) -1

f’(fﬂ)—m =0

Tato rovnice ma kofen e. Déle vidime, ze f’(z) je na intervalu (0,1) i (1,¢)
zdpornd, tedy je f(z) na intervalu (0,1) i na (1,e) klesajici, déle je f’(x) na
intervalu (e, 00) kladna a tedy f(z) rostouci. M4 tedy funkce f jediny extrém v
bodé e a to minimum. (také bychom o tom mohli rozhodnout pomoci znaménka
druhé derivace funkce f v bodé e, je totiz f()(e) > 0)
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(3) Urc¢ime inflexni body:

= -

Tato rovnice mé kofen e?, ktery musi byt inflexnim bodem (extrém to jiz byt
nemtize vzhledem k pfedchozimu bodu).

(4) Asymptoty. Funkce méd asymptotu pfimku x = 1. Déle hledejme asymptoty s
kone¢nou smérnici k:

k=1lim,_o

Pokud asymptota existuje, ma tedy smérnici 0. Pokrac¢ujme tedy ve vypoctu

><h—r>noo IH(I) —0r= rh—>Holo ln(x) = %%

a protoze limita neni kone¢na, asymptota s kone¢nou smérnici neexistuje.

Prabéh funkce:

yj L/

O

6.11.6. Vysetrete pribéh funkce @ (tj. mimo jiné najit extrémy, inflexni body,
asymptoty) a nacrtnéte jeji graf.

Reseni. Def. obor R, globalni maximum z = e, infl. bod z = V€3, rostouci na int

(0, e), klesajici na (e, 00), konkdvni (0, v e3, konvexni (ve?, 00), asymptoty z =0 a

y =0, lim,_o f(z) = —o0, lim, . f(z) =0. O

6.11.7. Vysetiete pribéh funkce (mimo jiné najit extrémy, inflexni body, asymptoty).
In(z? — 32 +2) + .

Reseni. Def. obor R\ (1,2). Lokéalni maximum z = 1_7\/5, na celém def. oboru

konkavni, asymptoty x =1, x = 2. O

6.11.8. Vysetrete pribéh funkce (mimo jiné najit extrémy, inflexni body, asymptoty).
In(z? — 3z +2) + .

S

Reseni. Def. obor R\ (1,2). Lokélni maximum z = 2=Y5, na celém def. oboru
konkévni, asymptoty z =1, x = 2. O
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6.11.9. Vysetrete pribéh funkce (mimo jiné naleznéte extrémy, inflexni body a
asymptoty):
(2% — 2)e” L.

Reseni. Def. obor R. Lokalni minima v —1, 1, maximum v 0. Funkce sud4. Inflexni
body :I:%, bez asymptot. 0

6.11.10. Vysetiete pribeh funkce (mimo jiné naleznéte extrémy, inflexni body a
asymptoty):
In(2z? — 2z — 1).

Reseni. Def. obor R\(—%7 1). Glob. extrémy nema. Bez inflexnich bodi, asymptoty
T = —%, r=1. (|
6.11.11. VysSetiete prabeh funkce (mimo jiné naleznéte extrémy, inflexni body a
asymptoty):

2 -2

x—1"

Reseni. Def. obor R\ {1}. Bez extrémii. Bez infl. bodii, na int. (—oc, 1) konvexni,
(1, 00) konkavni, Asymptota bez smérnice z = 1. Asymptota se smérnici y = =+ 1.
|

2. Integrovani

6.12. Newtonuv integral. Predpoklddejme, Ze zndme na intervalu [a, b] redlnou
nebo komplexni funkci F(z) redlné proménné z a jeji derivaci

Fl(z) = f(x).
Jestlize rozdélime interval [a, b] na n ¢asti volbou bodu
(6.2) a=xg<x1<--<Tp,=0b
a priblizime hodnoty derivaci v bodech x; vyrazy
Flair:) — F(x:
f(.’E) ~ (xH‘l) (‘Il)

Ti41 — T4

dostavame souctem

FO) - Fla) = Y AT ) Y ) s - )
=0 1T T =0

Funkci F nazyvame antiderivace nebo neurcity integrdl k funkci f a posledni vyraz
pro redlnou funkci f(z) zjevné pfiblizné vyjadiuje plochu vytycenou grafem funkce
f, soufadnou osou z a pfimkami z = a, = b (véetné znaménka zohlediiujiciho
pozici plochy nad nebo pod osou & — namalujte si obrazek!). D4 se tedy ocekavat,
ze takovou plochu skutecné spocteme jako rozdil hodnot antiderivace v krajnich
bodech intervalu. Tomuto postupu se také fikd Newtonuv integrdl. PiSeme

b
/f@MF4H@E=F@—FW)

V pripadé komplexni funkce f je i redlnd a imaginarni ¢ast jejiho integralu jedno-
znacné dana realnou a imaginarni ¢asti f, budeme proto v dalsim pracovat vyhradné
s realnymi funkcemi.
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V dalsim skutecné ukazeme, Ze lze rozumné definovat pojem plocha v roviné
tak, aby ji bylo mozné pocitat pravé uvedenym zptisobem. Newtoniv integral mé ale
jednu podstatnou vadu — jeho vy¢isleni vyzaduje znalost antiderivace. Tu obecné
neni snadné spocist i kdyz ukazeme, Ze ke vSem spojitym funkcim f existuje. Proto
budeme napted diskutovat i jinou definici integralu.
¢ena jednozna¢né az na konstantu. Skuteéné, pokud je F'(z) = G'(x) = f(x), pak
Taylortv rozvoj prvniho fadu se zbytkem v bodé a dava

F(x) = G(z) = F(a) — G(a) + (f(c) = f(c))(z — a) = F(a) — G(a)

na néjakém okoli bodu a. Pokud by ale xy < b bylo supremem hodnot, pro které
tento vztah jesté plati, opétovnou volbou tohoto bodu za a dosdhneme rozsifeni
tohoto vztahu i napravo od néj. Musi tedy platit na celém intervalu. S poukazem
na toto pozorovani budeme neurcity integral také zapisovat ve tvaru

F(t) = /f(a;)dx+C.

6.13. Riemannuv integral. Pro definici integralu vyuZijeme piimo intuitivni
uvahy, kterou jsme v minulém odstavci odivodiovali souvislost Newtonova inte-
gralu s velikosti plochy.

Uvazme realnou funkci f definovanou na intervalu [a,b] a zvolme déleni
tohoto intervalu, spolu s vybérem reprezentanti &; jednotlivych ¢asti, tj. a = zg <

x1 < -+ < xp =bazaroven & € [x;_1,x;], ¢ = 1,...,n. Normou takového déleni
nazyvame ¢islo min{z; — 2,1 }. Riemanndiv soucet odpovidajici zvolenému déleni
E = (zo,...,%,) a reprezentanttim £ je dan vyrazem

n

Sze=» (&) (mi—zi)

i=1

Rekneme, Ze Riemanniiv integrdl funkce f na intervalu [a,b] existuje, jestlize pro
kazdou posloupnost déleni s reprezentanty (Zg, &) s normou déleni jdouci k nule
existuje limita

lim SEk,Ek = S,

k—oo

jejiz hodnota navic nezavisi na volbé posloupnosti déleni a reprezentantii. PiSeme
v takovém pripadé opét

S = /ab f(x)dz.

Tato definice nevypada prili§ prakticky, nicméné nam dovoli sformulovat a do-
kazat nékteré jednoduché vlastnosti Riemannova integralu.

Véta. (1) Je-li f omezend redlndg funkce definovand na redlném intervalu [a,b] a
¢ € [a,b] néjaky vnitini bod, potom integrdl fab f(x)dx existuje tehdy a jen tehdy
kdyZ existuji oba integrdly fac f(x)dz a fcb f(z)dz. V takovém piipadé pak také plati

/abf(x)dx = /acf(x)d:ch/cbf(x)d:c.
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(2) Jsou-li f a g dvé redlné funkce definované na intervalu [a,b], a existuji-li
integrdly f; f@)dx a ffg(:c)d:z:, pak existuje také integrdl jejich souctu a plati
b

[ 6@+ one= [ s [ o

(3) Je-li f redlnd funkce definovand na intervalu [a,b], C € R konstanta a
ezistuje-li integrdl f; f(x)dx, pak existuje také integrdl f; C - f(x)dz a plati

/CbC7~f(x)dar::67~j€bf(x)dx.

DUkaz. (1) Predpokladejme nejprve, Ze existuje integrél pres cely interval.
Jisté se lze pri jeho vypoctu omezit na limity Riemannovych souctd, jejichz déleni
maji bod ¢ mezi svymi délicimi body. Kazdy takovy soucet dostaneme jako soucet
dvou dil¢ich Riemannovych souctti. Pokud by tyto dil¢i soucty v limité zavisely
na zvolenych rozdélenich a reprezentantech, pak by celkové soucty nemohly byt v
limité na volbéch nezavislé (stac¢i ponechat jednu posloupnost déleni podintervalu
stejnou a druhou ménit tak, aby se limita zménila).

Naopak, jestlize existuji Riemannovy integraly na obou podintervalech, jsou
libovolné presné aproximovatelné Riemannovymi soucty a to navic nezavisle na je-
jich volbé. Pokud do libovolné posloupnosti Riemannovych souctu ptes cely interval
[a, b] pfidame jeden délici bod ¢ navic, zménime hodnotu celého souctu i ¢astecnych
sou¢td pres intervaly patfici do [a, ¢] a [c, b] nejvySe o nasobek normy déleni a moz-
nych rozdilt omezené funkce f na celém [a,b]. To je ¢islo jdouci libovolné blizko
k nule pfi zmensujici se normé déleni. Proto nutné i castecné Riemannovy soucty
nutné konverguji k limitdm, jejichz souc¢tem je Riemanntv integral ptes [a, b].

(2) V kazdém Riemannové souctu se soucet funkei projevi jako soucet hodnot ve
vybranych reprezentantech. Protoze je nasobeni realnych cisel distributivni, vyplyva
odtud pravé dokazované tvrzeni.

(3) Stejna uvaha jako v predchozim pfipadé. |

6.14. Véta. Pro kazdou spojitou funkci f na koneéném intervalu [a,b] existuje
jeji Riemanniv integral f; f(x)dx. Navie, je funkce F(t) zadand na intervalu [a, b]
pomoci Riemannova integrdlu

F@:L?@m

antiderivact funkce f na tomto intervalu.

DUKAZ. Pro dtkaz existence pouZijeme alternativni definici, kterd nahrazuje
vybér reprezentatti a prislusné hodnoty f(&;) pomoci suprem hodnot f(x) v prislus-
ném podintervalu, resp. pomoci infim f(z) tamtéz. Hovoiime o hornich Riemanno-
vych souctech, resp. dolnich Riemannovych souctech (nékdy také o tzv. Darbouzové
integrdlu). Protoze je nasSe funkce spojitd, je jisté i omezend na uzavieném inter-
valu a proto jsou vSechna vysSe uvazovana suprema i infima konecna. Je tedy horni
soucet piislusny déleni = zadan vyrazem

n

SE,sup = Z sup f(g) : (ZL’Z - LL‘i_l)

i—1 Ti—1<§<m;
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Zatimco dolni Riemanniv soucet je

n

Sg int = in,fgggm J&) - (ws —wi-1).

ProtozZe zjevné pro kazdé déleni s reprezentanty (Z,¢) plati
Szinf < Sz¢ < Sz sup

a infima i suprema lze libovolné presné aproximovat skuteénymi hodnotami, bude
Riemanniv integral existovat praveé kdyz bude existovat pro libovolné posloupnosti
déleni s normou jdouci k nule limita hornich i dolnich souc¢tt a tyto si budou rovny.
Dokazeme, ze tomu tak skute¢né musi byt.

Tvrzeni. Necht je funkce f omezend na uzavieném intervalu [a,b]. Pak

Ssup = H:lf SE,supa Sinf = SEP SE,inf

jsou limity vsech posloupnosti hornich, resp. dolnich, souctu s normou jdouci k nule.

DUKAZ. Pokud zjemnime néjaké rozdéleni Z; na Z; priddnim dalsich bodi, zfejmé
bude
SEl,sup > SEz,sup: Sal,inf < SEz,inf-
Kazda dvé déleni maji spolec¢né zjemnéni, jsou tedy hodnoty

Ssup = Hlf SE,sup, Sint = sup SE’inf

dobrymi kandidaty na limity hornich a dolnich souc¢tt. Skutecné, pokud existuje spolec¢na
limita hornich souctii S nezavisla na zvolené posloupnosti déleni, musi to byt pravé Ssup,
a podobné pro dolni soucty.

Naopak, uvazme néjaké pevné zvolené déleni = s n vnitfnimi délicimi body intervalu
[a,b], a jiné déleni E1, jehoz norma je hodné malé ¢islo §. Ve spoleném zjemnéni =
bude jen n intervalti, které budou do souétu Ssup prispivat pripadné mensim piispévkem
nez je tomu v =;. Protoze je f omezena funkce na [a,b], bude kazdy z téchto prispévku
ohranic¢eny univerzalni konstantou krat velikost intervalu. Pfi zvoleni dostateéné malého ¢
tedy nebude vzdélenost Sz, sup 0d Ssup vice nez dvakrat vzdalenost Sz sup 0d Ssup. Pravé
jsme ukazali, Ze pro libovolné ¢islo € > 0 umime najit takové § > 0, ze pro vSechna déleni s
normou nejvyse ¢ bude |Sz sup —Sz| < €. To je pfesné tvrzeni, ze ¢islo Ssup je limitou vSech
posloupnosti hornich sou¢tt s normami déleni jdoucimi k nule. Uplné stejné se dokaze i
tvrzeni pro soucty dolni. O

Prozatim jsme ze spojitosti nasi funkce f vyuzili pouze to, ze kazda takova
funkce je na konecném uzavieném intervalu omezena. Zbyva nam ale ukazat, ze pro
spojité funkce je Sgup = Sins. Ze definice spojitosti vime, Ze pro kazdy pevné zvoleny
bod z € [a,b] a kazdé okoli O.(f(x)) existuje okoli Os(x) takové, ze f(Os(x)) C
O.(f(x)). Toto tvrzeni lze ptepsat takto: jsou-li y,z € Os(x), tzn. mimo jiné plati

je také f(y), f(2) € O(f(x)), tzn. mimo jiné plati
|f(y) = F(2)] < 2e

Budeme potiebovat globalni variantu takového tvrzeni:

Tvrzeni. Necht je [ spojitd funkce na uzavieném konecném intervalu [a,b]. Pak
pro kazdé ¢islo € > 0 existuje takové cislo 6 > 0, Ze pro vSechny z,y € [a, b] splriujict
ly =z < 6 plati | f(y) — f(2)] <e.
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DUKAZ. Protoze je kazdy koneény uzavieny interval kompaktni, umime jej cely po-
kryt kone¢né mnoha okolimi Os (. () zmitiovanymi v souvislosti se spojitosti vyse, pticemz
jejich polomér §(x) zavisi na stiedu = zatimco ¢éisla e budeme uvazovat porad stejné. Zvo-
lime koneéné za § minimum ze vSech (koneéné mnoha) 6(z). Nase spojita funkce f tedy
mé pozadovanou vlastnost (pouze zaménujeme ¢isla € a § za jejich dvojndsobky). O

Nyni jiz snadno dokonc¢ime cely diikaz existence Riemannova integralu. Zvolme
si € a 0 jako v poslednim tvrzeni a uvazujme jakékoliv déleni = s n intervaly a
normou nejvys d. Pak
n n
sup  f(&) - (wi—mia) =Y inf_ f(&)- (@ —mia)

zi—1<E<T; 1 Ti—1SESw

i=1 i=

<Y osup F(O - inf fO)] - (i —wina)

1 mio1<E<w Ti—1<E{<T;
<e-(b—a).

Vidime tedy, Ze se zmensujici se normou déleni jsou k sobé horni a dolni soucty
libovolné blizké. Proto infima a suprema splyvaji. To jsme potiebovali ukazat.

Vime jiz, Ze pro spojitou funkei f na intervalu [a, b] existuje pro kazdé ¢ € [a, b
integral f(: f(x)dx. Zvolme jako vySe k pevnému malému ¢ > 0 ¢islo § > 0 tak,
aby |f(x + Ax) — f(x)| < € pro vSechna 0 < Az < §. Potom ovSem pii pouziti
dostatené jemného déleni intervalu [a,t + At] dostaneme

< (/aHAtf(x)dx - /:f(t)dt> - f(t)‘ <

Skutecné, priblizenim integrali kterymkoliv Riemannovym souctem s délenim =,
v némz je t jednim z vnitinich bodu, dostaneme séitance f(&)(x; — xi—1) s & €
[t,t + At] (ostatni se vyrusi v rozdilu). Vsechny hodnoty f(&;) jsou ale k f(¢) blize
nez o e.

To ovSem znamend, ze existuje v bodé ¢ derivace funkce F'(t) zprava a je rovna
f(t). Stejné dokézeme vysledek pro derivaci zleva a celd véta je dokdzané. O

Dulezité poznamky. (1) Pfedchozi dvé véty nam fikaji, Ze integral je linedrni
zobrazeni

/:C[a,b]—>R

vektorového prostoru spojitych funkei na intervalu [a, b] do realnych ¢isel (tj. line-
arni forma).

(2) Dokézali jsme, Ze kazda spojita funkce je derivaci néjaké funkce. Newtontv
a Riemannuv integral tedy jako koncepty pro spojité funkce splyvaji. Riemannav
integral spojitych funkci lze proto spoéist pomoci rozdilu hodnot F(b) — F(a) an-
tiderivace F'.

(3) V prvnim pomocném tvrzeni v ditkazu pfedchozi véty jsme dokazali dilezité
tvrzeni, Ze pro omezenou funkci f na intervalu [a,b] vzdy existuji limity hornich
souctt i dolnich souct. Rika se jim také horni Riemanniv integrdl a dolni Rie-
mannuv integrdl. Takto 1ze pro omezené funkce ekvivalentné definovat i Riemannuv
integral (jak jsme kone¢né v dukazu i €inili).

(4) V dalsim tvrzeni v dikazu jsme odvodili dileZitou vlastnost spojitych
funkei, které se tikd stejnomérnd spojitost na uzavieném intervalu [a,b]. Zjevné
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je kazda stejnomérné spojita funkce také spojita, naopak to ale na otevienych in-
tervalech platit nemusi.

(5) Uvazme funkci f na intervalu [a, b], kterd je pouze po cdstech spojitd. To
znamena, ze je spojitd ve vech bodech ¢ € [a,b] kromé kone¢né mnoha bodi ne-
spojitosti ¢;, a < ¢; < b. Vzhledem k aditivnosti integralu vici intervalu pfes ktery
se integruje, viz (1), existuje podle posledni véty v takovém pripadé integral

= /atf(x)dx

pro vSechna ¢ € [a, b] a derivace funkce F'(t) existuje ve vSech bodech ¢, ve kterych
je f spojita. Navic se snadno ovéfi, Ze ve zbyvajicich bodech je funkce F'(t) spojita,
je to tedy spojita funkce na celém intervalu [a,b]. P¥i vypoctu integrdlu pomoci
antiderivaci je zapotfebi volit jeji jednotlivé Casti tak, aby na sebe navazovaly. Pak
bude i cely integral vy¢islen jako rozdil v krajnich hodnotéach.

6.15. Integrace ,,po paméti“. Neurcity integral nam formalné dovoluje spocist
Riemanniv integral pro kazdou spojitou funkci. Nicméné prakticky byva zejména
pouZitelny tam, kde v integrované funkci umime derivaci pfimo uvidét. K tomu
v jednoduchych pfipadech staci ¢ist tabulky pro derivace funkci v nasem zvéfinci
naopak. Dostavame tak napt. nasledujici tvrzeni pro vsechna a € R a n € Z,

n# —1:
/ad:c:aac—i—c
/ax"dxzix"‘ﬂ—i—C
n+1
1
/e‘m dr = —e* +C
a
/gdx:alnx—l—C’
T
/acosbxdxz%sinbx—FC
/asinbxdx:—%cosbz+6’

acos bz sin” bx dor = ¢ sin" o + C
b(n+1)

asinbx cos” bx dx = e cos" b + C
b(n+1)

/
/
/atgbxdm =-3 ln(cosbx) +C
&
/7
| ==

x—arctg( >+C

a?

7x2dx—arccos( )+C’

dac = arcsin ( ) +C
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kde ve vSech pripadech je zapotfebi zvazit defini¢ni obor, na kterém je neurcity
integral dobfe definovan.

K takovymto tabulkovym hodnotéam lze relativné snadno dodavat dalsi jedno-
duchymi pozorovanimi vhodné struktury integrovanych funkci. Napft.

F@
/f(ac) de =In f(z) + C.

6.16. Integrace per partes a substituci. Vypocet integrdlu pomoci antideri-
vace (neurcitého integralu), spolu s pravidlem

(F-G)(t)=F'(t)- G(t) + F(t) - G'(t)

pro derivaci souc¢inu funkci, dava nasledujici formuli pro neurcity integral
Flz)-Glz) +C = / F(2)G(2) dx + / F2)G' (z) da.

Tato formule se vétsinou pouziva v pripadé, Ze jeden z integralti napravo mame
pocitat, zatimco druhy umime pocitat lépe.
Uvedme si néjaké ptiklady. Nejprve spoc¢teme

I = /xsinxdm.

V tomto piipadé pomuze volba F(z) = z, G'(z) = sinz. Odtud G(x) = — cosz,
proto také

Iz—xcosx—/—cosxdx: —xcosx +sinx + C.
Obvyklym trikem je také pouzit tento postup s F'(z) = 1:
1
/lnxdx:/1-lnxdx:xlnm—/fxdx:xlnx—x—i—a
T

Dalsi uziteény vzorec je odvozen z derivovani slozenych funkei. Je-li F'(y) =

fy) ay = p(x), potom

) _ priy) - o/

a tedy F(y) + C = [ f(y) dy lze spoéist jako

qu»+c=/3wmnwwwx

Dosazenim z = ¢~ !(y) pak dostaneme piivodné pozadovanou antiderivaci. Castéji
zapisujeme tuto skutecnost takto:

/&@my:/fw@»¢@Mx

a hovofime o substituci za proménnou y. Pfimo na trovni Riemannovych souctt
je mozné substituci porozumét snadno tak, ze prirastky v proménné y a v = jsou
vzajemné ve vztahu popsaném formalné jako
dy = ¢ (x) dx
ktery odpovida vztahu % = ¢'(x) a snadno jej spocitdme vypoctem derivace.
Jako priklad ovéfime touto metodou pfedposledni integral v seznamu v
Pro integral

1
I= | ——dz
/\/1—332
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zvolime substituci x = sint. Odtud dx = cost dt a dostavame

dt=t+C.

1 1
I= / ——————costdt = /7costdt = /
V1 —sin?t Veos?t
Zpétnym dosazenim t = acrsin x dopocitame jiz zndmy vzorec I = arcsinz + C.

Pii substitucich je tieba dat pozor na skuteénou existenci inverzni funkce k
y = ¢(x) a pfi vypoctu uréitého integrélu je tfeba Fadné pfepocitavat i meze.

6.17. Piiklad. Casto vede pouziti substituci a metody per partes k rekurentnim
vztahiim, ze kterych teprve lze dopocist hledané integraly. Spoctéme si alespon
jeden ptiklad. Metodou per partes pocitame

I, = [ cos™xdr= [ cos™ 'xcosxdx

m
= cos™ ' wsinx — (m — 1) /cosm*2 x(—sinx)sinx dz
=cos™ txsinz 4+ (m — 1) /cosm*2 xsin® z d.

Odtud diky vztahu sin®z = 1 — cos? 2 dostavame
mI’"L - Cosm_l Z‘Sil’ll‘ + (m — 1)I7n—2

a pocatecni hodnoty jsou
Ip=z, I,=sinzx.

K témto typtim integrali se substituci * = tgt Casto prevadi integraly, kde
integrovand funkce zavisi na vyrazech tvaru (z2 + 1). Skutec¢né, napt. pro

dx
5= [ @i

dostavame touto substituci dx = cos™2tdt

dt
Jk :/ 5= /cos%_ztdt.
cos?t (—Sg;z; + 1)
Pro k = 2 je vysledkem
1 . 1 tgt
JQ = 5(COStSlHt+t) = 5 (]W +t)

a proto také po zpétné substituci ¢ = arctg z
1 x
Jo= - ——= +arctgz C.
72 (1 + a2 Tarts ) N

Pii pocitani urcitych integrald je mozné celou rekurenci rovnou pocitat po
vycisleni v zadanych mezich. Tak napiiklad je okamzité vidét, ze pri integraci pres
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interval [0, 27] je

2m
I :/ cosxdr = [sinz]Z™ =0
0

27 ,
0 d
Im:/ cosmxdz{m_ll pro T.uha,tm.
0 #=In—2 pro lichd m

Pro sudé m = 2n tedy dostavame piimo vysledek

27 - B .
/ o2 gy — 2= D@0 —3)...3 1,
0 2n(2n —2)...2

zatimco u lichych m je to vZdy nula (jak bylo mozné pfimo uhddnout z grafu funkce
cos ).

6.17.1. 1. Vypoctéte:

(1) [xcosz dx
(2) [Inzdz
Reseni. V obou piipadech fesime metodou per partes.

(1) zsinz + cosz
(2) xlnx —x

(I
6.17.2. 2. Vypoctete:
(1) fogsinxsiandx
(2) [sin®zsin2zdx
Reseni
(1) 3
(2) isin*z
(]

6.17.3. 3. Dokazte, Ze

1 1 3
B sin*z = 3 cos(2x) + 6 cos(4x) + 6

Reseni. Funkce na pravé a levé strané rovnosti maji shodné derivace, tudiz se lisi o
realnou konstantu. Tuto konstantu uré¢ime porovnanim funkénich hodnot v jednom
bodé, napiiklad bodé 0. Hodnota obou funkeci je v nule nulova, jsou si tedy rovny.
O
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6.18. Integrace raciondalnich funkci lomenych. U raciondlnich funkci lome-
nych si mizeme pii integraci pomoci nékolika zjednodusenimi. Zejména v pripadeé,
Ze je stupen polynomu f v Citateli vétsi nebo roven stupni polynomu g v jmenova-
teli, je rozumné hned z kraje délenim se zbytkem prevést integraci na soucet dvou
integralt. Prvni pak bude integraci polynomu a druhy integraci vyrazu f/g se stup-
ném ¢ ostie vétsim, nez je stupen f. Toho skutecné dosdhneme prostym vydélenim
polynomu:

f=a-g9+h, ! =q+ﬁ~

g g
MizZeme tedy zrovna predpokladat, Ze stupen g je ostfe vétsi nez stupen f. Dalsi
postup si ukazme na jednoduchém piikladé. Zkusme si rozebrat, jak se dostaneme
k vysledku
flx)  4x4+2 =2 6

glx)  22+3x+2 a+1 + x+2
ktery jiz umime integrovat primo:

4z + 2
/#tﬂdxz—21n\x+1|+61n|x+2\+0.

Predevsim prevedenim souctu zlomkt na spoleéného jmenovatele tuto rovnost snadno
ovérime. Pokud naopak vime, Ze lze nas vyraz rozepsat ve tvaru
dr+2 A n B
2243x+2 41 z+2

a jde ndm pouze o vypocet koeficientii A a B, muzeme pro né ziskat rovnice po-
moci roznisobeni obou stran polynomem 2 4 3z + 2 ze jmenovatele a porovninim
koeficient u jednotlivych mocnin = ve vyslednych polynomech napravo i nalevo:

dr+2=A(x+2)+B(x+1) = 2A+B=2, A+B=4.

Odtud jiz pfimo vychézi nas rozklad. Rika se mu rozklad na parcidlni zlomky.
Zkusme nyni zobecnit nase pozorovani. Pfedpokladejme, Ze jmenovatel g(z)
nasi racionalni funkce lomené mé pravé n ruznych realnych kofent aq,...,a, a
predpokladejme, Ze naopak Citatel f(x) ani jedno z téchto ¢isel jako kofen nemé.
Pak jsou body a1, ... a, pravé vSechny body nespojitosti funkce f(z)/g(z) a nabizi
se tedy jako co nejjednodussi séitance v souctu s podobnou vlastnosti vyrazy tvaru

p(z)
(@ —ai)m

Chceme Gspésné pouzit stejny postup pro vypocet jako v predchozim jednoduchém
prikladé. Musime si proto hlidat, abychom po roznasobeni uméli dosazenim vhod-
nych hodnot za volné koeficienty v polynomech p(z) dostat napravo i nalevo stejné
polynomy. Podbizi se tedy hledat s¢itance, kde n; bude nasobnost kofene a;, za-
timco p(z) bude polynom stupné n; — 1. Ovéite si, Ze takova volba napliiuje pravé
sformulovany zamér. Napi. 1ze snadno spocist, ze
x—4 =5 5r — 16
G+ D@—22 9z+1) 9@—22

Takto to skuteéné projde vzdy, kdy ma polynom g(x) v Citateli pravé tolik redlnych
korent v€etné nasobnosti, kolik je jeho stupen. Opét uz umime integrovat vysledné




.17

2. INTEGROVANI 203

sCitance. Prvni typ jsme uz vidéli. Druhy typ rozdélime na soucet dvou zlomkii:
S5x — 16 5 x-—-2 6 1 5 1 6 1

9z—22 9 (x-22 9 (x-22 9 z-2 9(x—272

tyto uz opét integrovat umime. Mohli jsme samoziejmé jiz rovnou hledat ptivodni
rozklad na parcidlni zlomky ve tvaru
x—4 A B C

C+)@—22 241 z2-2 (@—22

Obdobné muzeme vzdy spocist rozklad na parcidlni zlomky u mocniny stupné n —
bude v ném n séitanct s konstantou v citateli a postupné naristajicimi mocninami
prislusného linearniho faktoru ve jmenovateli.

Zbyva osetfit jesté pfipad, kdy redlnych kofenti neni dostatek. Vzdycky ale
existuje rozklad g(z) na linedrni a kvadratické faktory (ty kvadratické odpovidaji
dvojicim komplexné sdruzenych kofent). Kazdy takovy kvadraticky faktor lze upra-
vit na soudet ¢tvercti (z—a)?+b?, budeme pro zjednoduseni rovnou pocitat s x?+b?.
Opét stejny pozadavek na pocet volnych koeficientii a stupné ndm naznacuje, ze
bude mozné hledat prislusné séitance ve tvaru

Bx +C
(x —a)? + b2’

Obdobné jako v pifpadé nisobnych kofent se i v pifpadé mocniny (2% + b2)" ta-
kového faktoru druhého fadu vzdy podari najit odpovidajici rozklad na parcidlni
zlomky tvaru
Alx + Bl Anx + Bn
(z—a)2+02 " ((z—a)?+b2)"

Konkrétni vysledky lze také snadno ozkouset v Maplu pomoci volani procedury
sconvert(h, parfrac, x)“, které rozlozi vyraz h v proménné x na parcidlni zlomky.

VsSechny vysSe uvedené parcidlni zlomky uz umime integrovat. Pfipoménme, ze
ty posledni zminéné vedou mimo jiné na integraly diskutované v Pfikladu |6.17]

Celkové mizeme shrnout, Ze racionalni funkce f(x)/g(x) lze pomérné snadno
integrovat, pokud se podafi najit pfislusny rozklad polynomu ve jmenovateli g(z).
P1i vypoctu urcitych integrald jsou ale problematické body nespojitosti racionalnich
funkci lomenych, v jejichz okoli jsou tyto funkce neohrani¢ené. Tomuto problému
se budeme obecné vénovat v nasledujicim odstavci.

6.19. Nevlastni a nekonecné integraly. Jak jsme pravé vidéli, obcas musime
pracovat s uréitymi integraly pres intervaly, v nichz jsou i body, kde integrovana
funkce f(x) ma nevlastni (jednostranné) limity. V takovém piipadé neni integrovana
funkce ani spojita ani omezend a proto pro ni nemusi platit nami odvozené vysledky.
Hovofime o ,nevlastnim integralu®.

Jednoduchym vychodiskem je diskutovat v takovém pripadé urcité integraly
na mensich intervalech s hranici blizici se problematickému bodu a zkoumat, zda
existuje limitni hodnota takovychto urcitych integralti. Pokud existuje, fekneme,
ze prislusny nevlastni integral existuje a je roven této limité. Uvedeme postup na
jednoduchém prikladeé:

s /2 dx
n Jo v 2—x
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je nevlastni integral, protoze je mé funkce f(z) = (2 — )~/* v bodé b = 2 limitu
zleva rovnou oo. V ostatnich bodech je integrovana funkce spojita. Zajimame se
proto o integraly

2-6 2 2
dx 4 4 4
Is = - —1/4 1 = [_ 3/4} — —93/4 _ Z53/4
’ /0 V2—1 /5 Y Y 3V 1,73 3

Vsimnéme si, ze jsme ve vypoctu substituci dostali integral s prepoctenou horni
mezi § a dolni mezi 2. Otocenim mezi do obvyklé polohy jsme do vyrazu pfidali
jedno znaménko — navic.

Limita pro § — 0 zprava zjevné existuje a spocitali jsme tedy nevlastni urcity

integral
2
= / L
0 \4/ 2—x 3
Stejné budeme postupovat, pokud je zadano integrovani pres neohraniceny in-
terval. Hovofime o nekonecnych integrdalech. Obecné tedy napt. pro a € R

oo b
I :/ f(z)dx = lim f(z)dz,

b—oo J,

pokud limita vpravo existuje. Obdobné mtizeme mit horni mez integrovani konecnou
a druhou nekone¢nou. Pokud jsou nekonecné obé, pocitame integral jako soucet
dvou integralii s libovolné pevné zvolenou pevnou mezi uprostied, tj.

/O;f(z)dcc:/;f(x)dz-y-/aoof(z)dx

Existence ani hodnota nezavisi na volbé takové meze, protoze jeji zménou pouze
o stejnou kone¢nou hodnotu ménime oba sc¢itance, ovSem s opa¢nym znaménkem.
Naopak limita pfi které by stejné rychle sla horni i dolni mez do +co miize vést k

odlisnym vysledktim! Napt.
N 1
/ rxdr = [§x2]‘ia =0,

—a
prestoze hodnoty integrali faoo xdr s jednou pevnou mezi utecou rychle k nekon-
¢enych hodnotam.
Ukazme si opét vypocet nekoneéného integralu na pirikladé (jeden z typtu par-
cidlnich zlomkii, integral vyfesime snadno substituci 22 + a? = t, 2z dr = dt)

¢ -1 1" . 1 1 1
/0 (21 a2 " 7 0% [2(9:2 + (12):|0 s <_2b2 o W) T 202
P1i vypoctu urcitého integralu z racionalni funkce lomené musime peclivé rozdé-
lit zadany interval podle bodu nespojitosti integrované funkce a spocitat jednotlivé
nevlastni integraly kazdy zv1ast. Navic je nutné rozdélit cely interval tak, abychom
vzdy integrovali funkci neohranic¢enou pouze v okoli jednoho z krajnich bodu.

6.20. Priklady.

6.20.1. Spoctete neurcity integral

1
dx.
/x4+3x3+5x2+4x+2 .

ReSeni. 1In(2? + 2% 2 +2) — $In(a? + 2 + 1) + §v/3arctan (M) +C. O



.18

2. INTEGROVANT{ 205

2 in(t
/ sm()2 g
Jz 1 —cos*z

6.20.2. Vypoctete integral

Reseni. 1In (;ﬂﬁg;) O
6.20.3. Vypoctete integral

/ln(2) dx

Jo e2r _ 3z’
Reseni. —{ — 2In(2). O

6.21. Piiklady uziti integralu. Sama definice Riemanova integralu byla odvo-
zena od predstavy velikosti plochy v roviné se soufadnicemi x a y ohrani¢ené osou
x, hodnotami funkce y = f(x) a hraniénimi pfimkami z = a, x = b. Pfitom je
plocha nad osou z déana s kladnym znaménkem zatimco hodnoty pod osou vedou
ke znaménku zapornému. Ve skutecnosti vime pouze, co je to plocha rovnobéznos-
ténu urcéeného dvéma vektory, obecnéji ve vektorovém prostoru R” vime, co je to
objem rovnobéznosténu. Plochy jinych podmnozZin je teprve tieba definovat. Pro
nékteré jednoduché objekty jako tfeba mnohouhelniky je definice dana prirozené
predpokladanymi vlastnostmi. Nami vybudovany koncept Riemannova integrélu je
mozné zatim pifimo pouzit pouze k méfeni ,,objemu* jednorozmérnych podmnozin.
O podmnoziné A C R fekneme, Ze je (Riemannovsky) mévitelnd, jestlize je funkce
x:R—R

(@) 1 jestlize jex € A
€Tr) =
xa 0 jestlizejex ¢ A

Riemannovsky integrovatelnd, tj. existuje integral (at uz s kone¢nou nebo nekonec-
nou hodnotou)

)= [t

o0
Funkci x4 fikdme charakteristickd funkce mnoZiny A. VSimnéme si, Ze pro interval
A = [a,b] jde vlastné o hodnotu

oo b
/ XA(x)dx:/ dx =b—a,
o0 a

presné jak jsme ocekavali. Zaroven ma takovato definice ,velikosti“ ocekavanou
vlastnost, ze mira sjednoceni dvou Riemannovsky métitelnych disjunktnich mno-
Zin vyjde jako soudet (detailné tu ani nebudeme dokazovat). Pokud ale vezmeme
spocetné sjednoceni, takova vlastnost jiz neplati. Napf. staci vzit mnozinu Q vSech
raciondalnich ¢isel jakozto sjednoceni jednoprvkovych podmnozin. Zatimco kazda
mnozina o konetné mnoha bodech mé podle nasi definice miru nulovou, charakte-
ristickd funkce xg neni Riemannovsky integrovatelna.

Pro definici plochy (objemu) ve vicerozmérnych prostorech budeme umét po-
uzit koncept Riemannova integralu, az jej zobecnime do vicerozmérného pripadu.
Nicménsé je dobré si uz ted povSimnout, Ze skutecné ptivodni predstava o plose rovin-
ného utvaru uzavieného vyse uvedenym zptsobem grafem funkce bude bezezbytku
naplnéna.
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Stredni hodnota funkce f(x) na intervalu (kone¢ném nebo nekoneéném) [a, d]

je definovana vyrazem
1 b
= bfa/ f(z) de.
a

Z definice je m vyska obdélnika (s orientaci podle znaménka) nad intervalem [a, b],
ktery mé stejnou plochu jako je plocha mezi osou z a grafem funkce f(x).

Nami vybudovany integral jde také dobife pouzit pro vypocet délky krivky ve
vicerozmérném vektorovém prostoru R™. Pro jednoduchost si to predvedeme na
pfipadu kiivky v roviné R? se soufadnicemi z, y. Mé&jme tedy parametricky popis
kiivky F : R — R2,

F(t) = [g(), f(t)]
a predstavme si ji jako drdhu pohybu. Derivaci tohoto zobrazeni dostaneme hod-
noty, které budou odpovidat rychlosti pohybu po takovéto dréze. Proto celkova
délka kiivky (tj. drdha uraZend za dobu mezi hodnotami ¢t = a, t = b) bude déna
integralem pfes interval [a,b], kde integrovanou funkci h(t) budou prévé velikosti
vektortt F'(t). Chceme tedy spocist délku s rovnou

s—/h t)dt = /\/f’ /()2 dt.

Ve specidlnim piipadé, kdy kfivka je grafem funkce y = f(x) mezi body a < b
obdzime pro jeji délku

b
o= / VIt (P @)2da

Tentyz vysledek lze intuitivné vidét jako disledek Pythagorovy véty: pro linearni
prirustek délky kiivky As odpovidajici pfiristku Az proménné x spocteme totiz

praveé
As = \/Az? + Ay?

a to pfi pohledu pfimo na na$i definici integralu znamena

b 2
_ / dy
s-/a 1+<daj> dx

Jako snadny piiklad spoc¢teme délku jednotkové kruznice jako dvojnésobek integralu
funkce y = V1 — 22 v mezich [—1, 1]. Vime jiz, Ze musi vyjit ¢islo 27, protoze jsme
takto ¢islo 7 definovali.

e

=2 dxr = 2[arcsinx|_; = 27.

/ T e = Zaresinal’, =
Jestlize v pfedchozim vypoétu budeme poéitat s y = vr2 — 22 = r\/1 — (x/r)?2
meze budou [—r, ], dostaneme substituci @ = rt déku kruznice o poloméru 7:

dt = 2r[arcsinz]* | = 27,

= a:/r _2/ =

tzn. ze je skutecné délka kruznice linedrné zavisla na jejim poloméru.
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Podobné plochu takové kruznice spoc¢teme substituci x = rsint, dv = r cost dt
(s vyuZitim vysledku pro I» v [6.17))
r w/2 92 9
a(r) = 2/ V2 —z2de = 27“2/ cos’tdt = 7[cos?fsint + t]iér/Q = 7r?.
-

—m/2

Dalsi obdobou téhoZ principu je vypocet povrchu nebo objemu rotacniho télesa.
Pokud vznikne téleso rotaci grafu funkce f kolem osy x v intervalu [a, b], vznika pfi
prirastku Az nartst plochy o nasobek As délky kiivky zadané grafem funkce f a
velikosti kruznice o poloméru f(z). Plocha se proto spoéte formuli

Am=%/f@%=%/ﬂ@ﬂ+WMPm

kde ds = y/dx? + dy? je dan pFirtistkem délky kiivky y = f(z).
Objem stejného télesa naroste pfi zméné Ax o nasobek tohoto priristku a
plochy kruZnice o poloméru f(z). Proto je dan formuli

Wﬂ=w/Xﬂum.

Jako priklad uziti poslednich dvou vzorci odvodime znamé formule pro plochu
jednotkové sféry a objem jednotkové koule.

A= 277/_7- ryv1— (x/T)z\/ll(W dt = 27r7’/_r dt = 4mr?

T 1 T
Vs =7r/ r? —a?de =2rnr? — 1 {3“%3] = gm" .

—r

6.21.1. Odvodte vzorec pro vypocet povrchu a objemu kuZele.
6.21.2. Urcete delku krivky dané parametricky
x =sin?(t), y = cos’(t),
pro t € (0, 7).
Reseni. Mozno poéitat i pfimo (jedna se o Gast piimky y = 1 — ). /2. O

6.21.3. Urcete délku krivky dané parametricky

pro ¢ € (0,/5).

“am: 335
Reseni. T O

6.21.4. Urcete plochu lezici napravo od primky x = 3 a ddle ohranicenou grafem
funkce y = ﬁ a 0S0U X.
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Reseni. Plocha je dana nevlastnim integralem floo ﬁ dz. Vypocteme jej meto-
dou rozkladu na parcialni zlomky:

1 B Axr+ B n C
3 —1 - 2o+l -1
1 = (Az+B)(z-1)+C@*+x+1)

1
* 3
22:1=C-B — B-—%
1
?:0=A4+C = Az—g

a muzeme psat

< 1 1 [ 1 T +2
de = - — dx
1 ad—1 3/ (x—1) 22+z+1

Nyni uréime zv1ast neurcity integral f e _H +1 dz:
2
/L dr =
2 +ax+1
T+ 1 3 1 substituce u prvniho integralu
= /71 22 3dx+7/71 ;3 dr= t=a*+z+1
(@+3)+3 2J (@+3)?+3 dt = 2(z + 1) do
1 1 3 1 substituce u prvniho integralu
PP B T

1 34 1 substituce u druhého integralu
_ 2
—= +1 u = -2=sds
v3? ) V3
1

= ;l( +x+1)+ \[/ =

1 2 1
=5 In(z? +2 4+ 1) + \/garctan(u) =35 ln(a:2 +z +1) + V3arctan < x\/—g ) .

Celkem pak pro nevlastni integral muzeme psat:

é
< 1 1 1 2 1
/1 ﬁdflﬁ = géli}l'go [ID|SC1|21n(I2+$+1)\/§arCtan (x\/g>:|3
1 1 1 20 +1
= gélirgo (31n6—1|—2ln(62+6+1)—\/§arctan (\;g)) -

1 1 V3 7
3 In(2) + 6 In(13) + 3 arctan (\/ﬁ) =

1 1 V3 7
= 5 In(13) — 3 In(2) + 3 arctan <\/§> -
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w—l‘ ~ L fim VBarctan (25“) _
\/372—0—334—1 3 -0 \/§

1 7 1 V3
In(13) + 7 arctan (\/g) ~3 In(2) — 5

O

6.21.5. Urcete povrch a objem rotacniho paraboloidu, ktery vznikne rotaci cédsti
paraboly y = 222 pro x € (0,1) kolem osy y.

Reseni. Vzorce uvedené v textech plati pro rotaci kiivek kolem osy x! Je tedy
nutno bud integrovat podle danou k¥ivku nezndmé y, nebo transformovat.

2
VvV = /Edl’—ﬂ’
1 —1
277/ \/7\/1+dx—27r/ \/f—l——d 7\/>
16
O

Pomoci nevlastniho integralu také umime rozhodnout o konvegenci Sirsi t¥idy
nekonecnych fad nez doposud:

S

6.22. Vé&ta. Integralni kriterium konvergence ¥ad. Bud' ), f(n) fada ta-
kovd, Ze funkce f : R — R je kladnd a nerostouci na intervalu (1,00). Pak tato
rada konverguje prdavé tehdy, kdyz konverguje intergrdl

/100 f(z)d

DUKAZ. Pokud interpretujeme integral, jako plochu pod kifivkou, je kriterium
zFejmé.

Pokud dana fada diverguje, pak diverguje i fada ) .-, f(n). Pro libovolné
k € N mame pro k-ty ¢astecny soucet s) (Fady bez prvniho ¢lene) nerovnost

k k
=3 1w < / f(x) da,

nebot s, je dolnim souétem Riemannova integralu flk f(x)da. Pak ale je

9] k
/ f(z)dz = lim f(z)dz > lim s} = oo,
1 k—oo Jq k—o0

a uvazovany integral diverguje.
Predpoklademe nyni, Zze dany integral konverguje a ozna¢me k-ty castecny sou-
¢et dané fady jako si. Potom méme nerovnosti

o k
/ fz)dx = klim flz)de < klirn s < 00,
1 =00 1 —00

nebot si je hornim souétem Riemannova integrélu flk f(x) dx a pfedpokaddme, ze
dana fada konverguje. O

6.22.1. 3. Rozhodnéte, zda ndsledujici sumy konverguji ¢i diverquyi:
o0

1
a) Zl nlnn’

n=
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b)

1
nZ*

n=1

Reseni. Viimnéme si nejprve, 7e ani u jedné z uvazovanjch fad neumime o jeji
konvergenci rozhodnout na zakladé podilového ¢ odmocninového kriteria (vsechny
Ap 41

n

limity nh_)rrolo | =] 71,1i—>Irolo {/ay, jsou rovny 1). Pomoci integralniho kriteria pro kon-

vergenci fad pak dostavame:

a)
—— —do= [ -dt=lim [In(t)} =
/1 xIn(z) ‘ ,/0 t 521010[”( Mo = oo,

dana rada tedy diverguje.

b)
oo é
1
/ — dz = lim [—1} =1,
1 2 d—00 T]q

a dana rada tedy konverguje.

3. Nekonecéné rady

Jiz jsme se pfi budovani naseho zvifetniku funkci setkali s mocninnymi fadami,
jsme si fikali, ze takto ziskdme t¥idu analytickych funkci, ale nedokazovali jsme
tehdy ani to, Ze jsou mocninné fady spojitymi funkcemi. Snadno nyni ukazeme,
ze tomu tak je a ze skute¢né umime mocninné fady i diferencovat a integrovat po
jednotlivych séitancich. Pravé proto ale také uvidime, Ze neni mozné pomoci moc-
ninnych rad ziskat dostatecné Sirokou tfidu funkci. Napf. nikdy tak nedostaneme
jen po ¢astech spojisté periodické funkce, které jsou tak dulezité pro modelovani a
zpracovani audio a video signald.

6.23. Jak ochocené jsou rady funkci? Vratme se nyni k diskusi limit posloup-
nosti funkci a souctu fad funkci z pohledu uplatnéni postupa diferencidlniho a
integralniho poc¢tu. Uvazujme tedy konvergentni fadu funkci

S@) = falx)

na intervalu [a, b]. Pfirozené dotazy jsou:
e Jsou-li vSechny funkce f,(x) spojité v néjakém bodé zy € [a,b], je spojitéd i
funkce S(z) v bodé z¢?
e Jsou-li viechny funkce f,(z) diferencovatelné v a € [a,b], je v ném diferenco-
vatelnd i funkce S(z) a plati vztah S'(z) =Y .2 fi(x)?
e Jsou-li v8echny funkce f, () integrovatelné na intervalu [a, b], je integrovatelnd

i funkce S(z) a plati vztah S'(z) = >, f1(z)?

Ukazeme si nejprve na piikladech, ze odpovédi na vSechny tii takto kladené
otézky jsou ,NE!“. Poté ale najdeme jednoduché dodateéné podminky na kon-
vergenci fady, které naopak platnosti viech tii tvrzeni zajisti. Rady funkci tedy
obecné moc zvladatelné nejsou, nicméné si umime vybrat velikou t¥idu takovych,
se kterymi se uz pracuje velmi dobfe. Mezi né samoziejmé budou patfit mocninné
fady.
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Uvazme funkce f,(z) = (sinz)™ na intervalu [0,7]. Hodnoty téchto funkeci
budou ve vSech bodech 0 < z < 7 nezédporné a mensi nez jedna, kromé x = 7, kde
je hodnota 1. Proto

0 pro vsechna x # 3

lim f,(x) = {

1 prox = 3.

Zjevné tedy je limita posloupnosti funkci f,, nespojitou funkci. TentyZ jev umime na-
jit i pro fady funkci, protoze soucet je limitou ¢astecnych souctt. Staci tedy v pred-
chozim piikladé vyjadiit f,, jako n-ty ¢dsteény soucet. Napt. fi(x) = sinz, fa(z) =
(sinz)? — sinx, atd. Levy obrazek vykresluje funkce f,,s(z) pron =1,...,10.

Obréazek na pravo vykresluje f,,(z) = z(1—2%)" na intervalu [—1, 1] pro hodnoty

n=m2, m=1,...,10. Na prvni pohled je zjevné, ze

lim fn(x) =0,
n—oo
v8echny funkce f,(z) jsou hladké, ale v bodé x = 0 je jejich derivace

f1(0) = (1 — 23" —2nz?(1 — 2?)" e = 1

n

nezévisle na n. Limitni funkce pro posloupnost f, pfitom méa samoziejmé vsude
derivaci nulovou!

Protipfiklad k tfetimu tvrzeni jsme uz vidéli. Charakteristickou funkci xq ra-
cionalnich ¢isel mizeme vyjadrit jakou soucet spocetné mnoha funkcei, které budou
ocCislovany pravé raciondlnimi ¢isly a budou vzdy vSude nulové, kromé mnoziny
bodi, podle které jsou pojmenovany, kde jsou rovny 1. Riemannovy integraly vSech
takovych funkci budou nulové, jejich soucet ale neni Riemannovsky inegrovatelnou
funkci.

6.24. Stejnomérna konvergence posloupnosti a fad funkci. Zjevnym di-
vodem netispéchu ve vsech tifech predchozich prikladech je skutecnost, ze rychlost
bodové konvergence hodnot f,(x) — f(x) se bod od bodu velice lisi. Pfirozenou
myslenkou tedy je omezit se na takové pripady, kdy bude naopak konvergence pro-
bihat ptiblizné podobné rychle po celém intervalu.
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Rikame, 7e posloupnost funkci f,,(z) konverguje stejnomérné na intervalu [a, b]
k limité f(x), jestlize pro kazdé kladné (malé) ¢islo € existuje (velké) prirozené ¢islo
N € N takové, ze pro vSechna n > N a vSechna x € [a, b] plati

[fn(z) = f(2)] <e

Graficky si definici mtizeme predstavit tak, ze do pasu vzniklého posunutim limitni
funkce f(z) na f(x)=+e pro libovolné malé, ale pevné zvolené kladné €, vzdy padnou
vSechny funkce f,(x), az na koneéné mnoho z nich. Tuto vlastnost zjevné nemél
prvni a posledni z predchozich piikladi, u druhého ji postradala posloupnost deri-
vaci f],.

O radé funkci fekneme, ze konverguje stejnomérné na intervalu, jestlize stejno-
meérné konverguje posloupnost jejich ¢astecnych soucti.

Nasledujici tfi véty lze stru¢né shrnout tvrzenim, ze vSechna tfi obecné ne-
platna tvrzeni v plati pro stejnomérnou konvergenci (pozor ale na jemnosti u
derivovani).

6.25. Véta. Necht [, (x) je posloupnost funkci spojitych na intervalu [a,b], kterd
na tomto intervalu stejnomeéerné konverguje k funkci f(x). Pak je také f(x) spojitd
funkce na intervalu [a,b].

DUkAz. Checeme ukdzat, ze pro libovolny pevny bod zy € [a,b] a jakékoliv
pevné zvolené malé ¢ > 0 bude |f(z) — f(xo)| < € pro vSechna x dostateéné blizka
k x¢. Z definice stejnomérné spojitosti je pro nase ¢ > 0

[fu(@) — fl2)] <€
pro vSechna = € [a,b] a vSechna dostatecné velkd n. Zvolme si tedy néjaké takové

n a uvazme § > 0 tak, aby |f,(z) — fn(20)| < € pro vSechna x z J-okoli zy (to je
mozné, protoze vSechny f, (x) jsou spojité). Pak

[f(@) = fzo)l < [f(2) = fu(@)[ + [fn (@) = ful@o)| + [fn(w0) — flz0)| < 3€

pro vSechna x z nami zvoleného d-okoli bodu zg. (I

6.26. Véta. Necht f,(x) je posloupnost Riemannovsky integrovatelnych funkci na
koneéném intervalu [a,b], které stejnomérné konverguji k funkci f(z). Pak také f(x)
je integrovatelnd a plati

b

b b
lim fn(x)dx:/ (nli_{r;ofn(x))dx:/ f(z)dx.

n—oo

DUKAz. Diikaz se opird o zobecnéni vlastnosti Cauchyovskych posloupnosti
¢isel na stejnomérnou konvergenci funkci. Timto zptisobem umime pracovat s exis-
tenci limity posloupnosti integrald, aniz bychom ji potfebovali znat.

Rekneme, Ze posloupnost funkci f,(z) na intervalu [a,b] je stejnomérné Cau-
chyovskd, jestlize pro kazdé (malé) kladné ¢islo e existuje (velké) pfirozené ¢islo N
takové, Ze pro vSechna x € [a,b] a vSechna n > N plati

[fn(2) = fin(2)] <€

Ziejmé je kazd4 stejnomérné konvergentni posloupnost funkei na intervalu [a, b]
také stejnomérné Cauchyovska na témze intervalu. Toto pozorovani nam uz staci k
dikazu nasi véty, zastavime se ale napred u uzitecného obraceného tvrzeni:

Tvrzeni. Kazdd stejnomérné Cauchyovskd posloupnost funkci f,(x) na intervalu
[a,b] stejnomérné konverguje k néjaké funkci f na tomto intervalu.
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DUKAZ. Z podminky Cauchyovskosti posloupnosti funkci okamzité vyplyva,
Ze také pro kazdy bod z € [a,b] je posloupnost hodnot f,(z) Cauchyovskou po-
sloupnosti redlnych (pfipadné komplexnich) ¢isel. Bodové tedy nutné konverguje
posloupnost funkei f,,(x) k néjaké funkei f(z).

Ukézeme, Ze ve skutecnosti konverguje posloupnost f,(x) ke své limité stejno-
mérné. Zvolme N tak velké, aby

|fn(x) - fm(x)‘ <€

pro néjaké predem zvolené malé kladné € a vSechna n > N, x € [a,b]. Nyni zvolime
pevné jedno takové n a odhadneme

Fal@) = £@)] = T |f(a) = ()| <
pro vSechna x € [a, b]. O

Konecéné se vratime ke snadnému dikazu véty: Pfipomenme, ze kazda stej-
nomérné konvergentni posloupnost funkci je také stejnomérné Cauchyovskd a ze

Riemannovy soucty pro jednotlivé ¢leny nasi posloupnosti konverguji k f; fn(x)de
nezavisle na vybéru déleni a reprezentanti. Proto jestlize plati

|fn(x) - fm(m)‘ <€

pro vSechna x € [a,b], pak také

/ab Jn(z)de — /ab Jm(z) dx

Je tedy posloupnost ¢isel ff fn(x) dx Cauchyovské a proto konvergentni. Soucasné
ale také diky stejnomérné konvergenci posloupnosti f,(z) plati pro limitni funkci
f(z) ze stejného duvodu, Ze jeji Riemannovy soucty jsou libovolné blizké Rieman-
novych souc¢tim pro funkce f, s dostatecné velkym n a limitni funkce f(x) bude
tedy opét integrovatelna. Zaroven

/abfn(x)dac - /abf(x)dx

a musi proto jit o spravnou limitni hodnotu. ]

< €lb—al.

< elb—al.

Pro prislusny vysledek o derivacich je tfeba zvysené pozornosti ohledné pted-
poklad:

6.27. Véta. Necht f,(x) je posloupnost funkci diferencovatelnych na intervalu
[a,b], kterd na tomto intervalu stejnomérné konverguje k funkci f(x). Ddle necht
jsou viechny derivace g,(x) = f!(x) spojité a necht konverguji na témze intervalu
stejnomeérné k funkci g(x). Pak je také funkce f(x) diferencovatelnd na intervalu
[a,b] a plati zde f'(x) = g(x).

DUKAZ. Bez ijmy na obecnosti mtizeme predpokladat, Ze vSechny nase funkce

spliuji f,,(a) = 0 (v opa¢ném piipadé je pozménime o konstanty a na vysledku
Gvah se nic nezméni). Pak ovSem muZeme psat pro vSechny x € [a, b]

fulz) = /w gn(t) dt.
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Protoze ale funkce g, stejnomérné konverguji k funkci ¢ na celém [a, ], tedy tim
spiSe na intervalech [a, z], kde a < 2z < b, plati také

f@) = [ ") dr.

Protoze je funkce g coby stejnomérna limita spojitych funkci opét spojitou funkei,
dokéazali jsme vse potiebné, viz Véta o Riemannové integralu a antiderivaci. [

6.28. Dusledek. Pro nekonecné tady mizeme predchozi vysledky shrnout takto:
Uvazme funkce fn(x) na intervalu I = [a,b].

(1) Jsou-li vechny funkce f,(z) spojité na I a fada S(z) = > 0" falx) kon-
verguje stejnomérné k funkci S(x), je i funkce S(x) spojitd na I.

(2) Jsou-li vsechny funkce f,(x) spojité diferencovatelné na I, a obé fady

S@)=) falx), T(x)=3_ fu(e)

konvergugi stejnomérné, pak je také funkce S(x) spojité diferencovatelnd a plati
S'(x) =T(x), .

(ﬁ_oj fn<x>)/ - g:lf;(w)

(8) Jsou-li vsechny funkce f,(x) Riemannovsky integrovatelné na I a tada
S(z) = Y202 fn(z) konverguje stejnomérné k funkci S(x) na I, je tamtéZ inte-
grovatelnd i funkce S(x) a plati vztah

P& > b
/ (Zl fula) ) do = S [ oy

6.29. Test pro stejnomérnou konvergenci. Nejjednodussim zptisobem pro zjis-
téni stejnomérné konvergence funkci je porovnéani s absolutni konvergenci vhodné
posloupnosti. Rikédva se tomu ¢asto Weierstrassiv test. Pfedpokladejme tedy, Ze
méme Fadu funkci f,,(z) na intervalu I = [a, b] a Ze navic zndme odhad

‘fn(x” <a, €R

pro vhodné reilné konstanty a,, a véechna x € [a,b]. Okamzité muzeme odhadnout
rozdily ¢éstecnych souctlt si(z) = Zizl fn(z) pro rtzné indexy k. Pro k > m
dostavame

k k k
sk(@) —sm@) < | Y ful@)| < D @< Y
n=m-+1 n=m-1 n=m-+1

Pokud je fada (kladngch) konstant Y | a, konvergentni, pak bude samozfejmé
posloupnost jejich ¢astecnych souctu Caychyovska. Pravé jsme ale spocetli, ze v
takovém piipadé bude posloupnost ¢astecnych souétii s, (x) stejnomérné Caychy-
ovské. Diky tvrzeni dokdzanému pied chvili v jsme tedy pravé dokizali nasle-
dujici

Tvrzeni. Necht f,(x) je posloupnost funkci definovanych na intervalu I = [a,b]
a plati | f,(z)| < a,, € R. Je-li fada &isel Y " | a,, konvergentni, pak fada S(x) =
Yoo fu(z) konverguje stejnomérné.
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6.30. Dusledky pro mocninné fady. Weistrassiiv testu je velice uziteény pro
diskusi mocninnych rad

S(x) = Z an(x — x9)"
n=1

se stfedem v bodé zy. Pfi nasem prvnim setkdni s mocninnymi fadami jsme uka-
zali v 7e kazda takova fada konverguje na (zg — d, 70 + J), kde tzv. polomér
konvergence § > 0 miize byt také nula nebo oco. (viz také [5.33). Zejména jsme v
dtikazu véty [5.30| pro ovéreni konvergence fady S(x) pouzivali srovnani s vhodnou
geometrickou posloupnosti. Podle Weistrassova testu je proto fada S(x) stejno-
mérné konvergentni na kazdém kompaktnim (tj. koneéném) intervalu [a,b] uvnitf
intervalu (zg — 0, g + 0). Dokézali jsme tedy

Dausledek. Kazdd mocninnd fada S(z) je ve vSech bodech uvniti svého intervalu
konvergence spojitd a spojité diferencovatelnd. Funkce S(x) je také integrovatelnd
a derivovdni i integrovani lze provadeét clen po clenu.

Ve skutecnosti plati také tzv. Abelova véta, kterd rika, ze mocninné rady jsou
spojité i v hrani¢nich bodech svého defini¢niho oboru (véetné pripadnych nekonec-
nych limit). Tu zde nedokazujeme.

Pravé dokazané prijemné vlastnosti mocninnych rad zaroven poukazuji na hra-
nice jejich pouzitelnosti pfi modelovani zavislosti néjakych praktickych jevit nebo
procesil. Zejména neni mozné pomoci mocninnych fad dobife modelovat po ¢astech
spojité funkce. Jak uvidime v zapéti, je mozné pro konkrétnéji vymezené potieby
nachdzet lepsi sady funkei f,, (x) nez jsou hodnoty f, (z) = 2™. Nejzndméjsimi pii-
klady jsou Fourierovy rady a tzv. wawelety, které pribolizime v dalsi kapitole.
6.30.1. Sectéte tadu

o

1
et n2m
o0

Ndpovéda: [ wfﬂfl =1
2

n2mn

v ’ ~ . ’ . ’ o0
ResSeni. Zaménou sumace s integraci dostaneme integral [;° (307, —hv) da
In 2.

Ol






KAPITOLA 7
Spojité modely

jak sikovné zachytit nelindrni zmény?
— porddné€ si je linedrné priblizme. ..

V této kapitole se budeme snazit podat stru¢né naznaky, jak lze relativné jedno-
duse pouzivat nastroje diferencidlniho a integralniho poc¢tu. V jistém smyslu pijde
o postupy a nastroje podobné, jako jsme jiz vidéli v kapitole tfeti. Jen misto ko-
nec¢né rozmérnych vektort budou nase objekty nebo jejich stavy ¢asto prezentovany
pomoci funkci.

V prvni ¢asti budeme aproximovat funkce pomoci pfedem pevné zvolenych
sad generatorti. V zasadé budeme ideové pokracovat v postupech, které zname z
konce treti ¢asti druhé kapitoly. Poté se budeme zabyvat integralnimi operacemi,
tj. linedrnimi operatory definovanymi na funkcich pomoci integrovani.

1. Aproximace pomoci Fourierovych rad

7.1. Vzdalenosti funkci. Zvolme si pevné néjaky interval I = [a,b], konecny
nebo nekoneény. Koncept integrovani miizeme velice intuitivnim zptisobem vyuzit
pro vyjadfeni vzdalenosti funkei definované na I: Pro kazdé dvé (reélné nebo kom-
plexni) funkce f,g na I zkusime definovat jejich vzdalenost ||f — g| jako plochu
oblasti vymezené mezi jejich grafy, tj.

b
Hf—w2=/|ﬂ@—ywwdx

Samoziejmé je treba predpokladat, ze tento Riemanniv integral existuje. Velikost
|| f]] funkce f je pak jeji vzdalenost od funkce nulové, tj.

b
1917 = [ \rta)P e

Pro jednoduchost budeme pracovat s mnozinou S = S[a,b] omezenych a po
¢astech spojitych redlnych funkei na I, ale ivahy lze rozsifovat podle potteby (Casto
ale za cenu zna¢né technické ndmahy).

7 nami jiz dokdzanych vlastnosti integrovani je okamzité vidét, ze S je vekto-
rovy prostor a ze nami pravé uvazovand velikost je odvozena z dobte definovaného
symetrického bilinearniho zobrazeni

b
mmzjf@mmm

které ma vSechny vlastnosti skalarniho souc¢inu. V kone¢nérozmérném pripadé jsme
takto definovali velikost vektorti v odstavei[2.:37] Nyni je to naprosto stejné a pokud
zuzime nasi definici na vektorovy prostor generovany nad realnymi ¢isly jen kone¢né

217
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mnoha funkcemi fy,..., fi, dostaneme opét dobfe definovany skalarni soucin na
tomto konec¢nérozmérném vektorovém podprostoru.

Jako ptiklad uvazme funkce f; = 2°,i = 0,..., k. Jimi je v S generovan (k+1)—
rozmérny vektorovy podprostor Ry [x] vSech polynomu stupné nejvyse k. Skaldrni
soucin dvou takovych polynomu je dan integralem. Kazdy polynom stupné nejvyse k
je vyjadren jednozna¢nym zpusobem jako linearni kombinace generatori fo, ..., f.
Pokud by navic nase generatory mély tu vlastnost, ze

(7.1) (fis f3) = {? bro l fj
pro i =y

jde o tzv. ortonormdlni bazi. Pripomenme si v této souvislosti proceduru Grammovy—
Schmidtovy ortogonalizace, viz ktera z libovolného systému generatoru f; vy-
tvofi nové ortogondlni generdtory g; téhoz prostoru, tj. (g;,g;) = 0 pro vSechny
1 # jJ. Spo¢teme je pritom postupné jako g; = f1 a formulemi
ff 15 9i
go+1 = feyr +argr+ -+ aege, i = —<;”22>

K3

pro ¢ > 1.
Aplikujme tuto proceduru na prvni tii polynomy 1,z, 2% na intervalu [—1, 1].

Dostaneme g1 = 1,

1 1
gQ:x_W/ rz-ldr-1=2—-0=2x
1

2 1 ' 72 1 Yo
gs =1 5 -ldx-1— 5 1’ cxdr-x
[lg1? [lg2112

1
2
=" -3
Piislusna ortogondlni béze prostoru Ry[z] na intervalu [—1,1] je tedy 1,x,22 — 3.
Normalizaci, tj. vhodnym nasobenim skalarem tak, aby prvky v bazi mély velikost
jedna dostaneme ortonormalni bazi

Y RN R

Takovym ortonormdlnim generatorim Ry[z] se ¥ikd Legendreovy polynomy.

7.2. Ortogonalni systémy funkci. Pfipomerime si vyhody, které ortonormalni
béaze podprostortt mély pro konec¢nérozmérné vektorové prostory. Mtzeme pokra-
¢ovat v pfedchozim piikladu polynomu a uvazovat tfeba V = Ry[z] pro libovolné
k > 2. Pro libovolnou funkci h € V' bude funkce

H = (h,h1)h1 + (h, h2)ha + (h, hs)hs

jednozna¢né urcenou funkci, kterd minimalizuje vzdélenost ||h — H| mezi vSemi
funkcemi v Ro[z]. Koeficienty pro nejlepsi aproximaci zadané funkce pomoci funkce
z vybraného podprostoru je mozné tedy ziskat prosté integraci.

Uvedeny ptiklad podbizi nésledujici zobecnéni: Kdyz provedeme proceduru
Grammovy-Schmidtovy ortogonalizace pro vsechny monomy 1, z, 22 , tj. pro
spocetny systém generatori, co z toho vznikne? Nebo jesté obecnejl — co se stane,
kdyz zvolime uplné libovolny spocetny systém linearné nezavislych funkci v S ta-
kovy, Zze kazdé dvé ruzné z nich maji nulovy skalarni soucin? Takovému systému
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funkci na intervalu I fikdme ortogonalni systém funkci. Jestlize jsou vsechny funkce
fn v posloupnosti po dvou ortogonalni a zarovei je pro vSechna n velikost || f,,|| = 1
normovand, hovorime o ortonormdlnim systému funkct.

Necht tedy tvoii posloupnost funci f,, ortogonélni systém po ¢dstech spojitych
funkei na intervalu I = [a,b] a pfedpokladejme, ze pro konstanty c, konverguje
fada

F('T) = Z cnfn
n=1

stejnomérné na I. Pak snadno vyjadiime skaldrni soucin (F), f,,) po jednotlivych
s¢itancich (viz Dusledek [6.28) a dostaneme

) b
B =Y on [ Fnl@)fula)da = cal 2
m=1 a

Maéame tedy tuseni, v jakou ptiblizné odpovéd je mozné doufat, a docela piehledné
nam ji skutecné dava nasledujici véta:
7.3. Véta. Necht f,, n =1,2,..., je ortogondlni posloupnost funkci Riemannov-

sky integrovatelnych na I = [a,b] a necht g je libovolnd funkce Riemannovsky inte-
grovatelnd na I. Oznacme

b
e = || full 2 / fu(2)g(x) de.

(1) Pro libovolné pevnén € N md ze vdech linedrnich kombinact funkei f1, ..., fn
nejmensi vzddlenost od g vyraz

hy = Z cifi(x).
i=1

(2) Rada ¢isel Y 07 2| full? vidy konverguje a plati
o0
Y callfall? < llgll?.
n=1

(3) Vzddlenost g od édstecnych soucti sy = E:Zl Cnfn jde v limité k nule, tj.
lim ||g — s[> =0,
k—o0
tehdy a jen tehdy, kdyz
oo
> alfall? = llal>
n=1

Jesté nez se pustime do ditkazu, zkusime 1épe porozumét vyznamu jednotli-
vych tvrzeni této véty. Protoze pracujeme s Gplné libovolné zvolenym ortogonalnim
systémem funci, nemizeme ocekavat, ze 1ze dobfe aproximovat jakoukoliv funkci
pomoci linearnich kombinaci funkci f;. Napt. kdyz se omezime u ortogonalnich po-
lynomi pouze na sudé stupné, urc¢ité budeme dobfe aproximovat pouze sudé funkce.
Nicméné hned prvni tvrzeni nam tika, ze vzdycky budeme dosahovat nejlepsi mozné
aproximace ¢astecnymi soucty. Druhé a tieti tvrzeni pak mtuzeme vnimat jako analo-
gii ke komym praméttim do podprostort vyjadienych pomoci souradnic. Skutecné,
ze pokud k dané funkci g bodové konverguje fada F(x) = Y77, ¢, fa, pak je funkce

n=1
F(z) kolmym primétem ¢ do vektorového podprostoru vsech takovychto fad.
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Na druhé strané ale nase véta nerikda, ze by ¢astecné soucty uvazované rady
musely bodové konvergovat k néjaké funkci. Tj. fada F'(z) nemusi byt obecné kon-
vergentni ani v pfipadé, kdy nastane rovnost v (3). Pokud ale napf. existuje kone¢na

hodnota Y 7 | |¢;| a vSechny funkce f,, jsou stejnomérné omezené na I, pak zfejmé

fada F'(z) konverguje v kazdém .

DUKAZ. Zvolme libovolnou linedrni kombinaci f = 22:1 an frn, @ spo¢téme jeji
vzdalenost od g. Dostavame

k b k 2
o= > adilP= [ (5= ants) as
n=1 a n=1
b b k b k 2
:/ g2dx—2/ Zanf7Lgda;+/ (Zanfn> dx
a a pn=1 a n=1
k k
=lgll> =2 ancn + > _ aZll full?
n=1 n=1

k
= llgll> + D IfallP((en — an)® = ).
n=1

Evidentné lze posledni vyraz minimalizovat pravé volbou a, = ¢, a tim je prvni
tvrzeni dokazano.
Dosazenim této volby dostavame tzv. Besselovu identitu

k k
llg — chf7LH2 = ”9”2 - Zci|‘fn||27
n=1

n=1

ze které okamzité diky nezapornosti levé strany vyplyva tzv. Besselova nerovnost

k
> cnllfall® < gl
n=1

Tim je dokdzadno druhé tvrzeni, protoze kazdé neklesajici a shora omezend po-
sloupnost redlnych ¢isel mé limitu (a je ji supremum celé mnoziny hodnot prvku

posloupnosti).
Jestlize v Besselové nerovnosti nastane rovnost, hovoiime o tzv. Parsevalove
rovnosti. PFimo z definic vyplyva nyni tvrzeni (3). O

Ortonogonalni systém funkci nazveme uplny ortogondlni systém na intervalu
I = [a, b], jetlize plati Parsevalova rovnost pro kazdou funkci g s konec¢nou velikosti
|lg]| na tomto intervalu.

7.4. Fourierovy fady. Pfedchozi véta naznacuje, ze umime se spocetnymi orto-
gonalnimi systémy f, funkci pracovat velice podobné jako s koneénymi ortogonal-
nimi bazemi vektorovych prostort, jsou tu ale zasadni rozdily:
e Neni snadné Tici, jak vypada cely prostor konvergentnich nebo stejnomérné
konvergentnich fad F(z) =Y 0", ¢nfn-
e Pro danou integrovatelnou funkci umime najit jen nejlepsi mozné piiblizeni
takovou fadou F'(x).
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V pripadé, Zze misto ortonogonalniho systému f, mame systém ortonormaéalni,
jsou formulky ve vété o néco jednodussi, zadné dalsi zlepSeni ale nenastane.
Jako pékny piiklad na integrovani 1ze elementarnimi metodami ovéfit, ze systém
funkci
1, sinx, cosz, sin2x, cos2x,

.., sinnz, cosnz,

je ortogonalni systém na intervalu [—m, 7] (a také na kterémkoliv jiném intervalu
o délce 27). Rady z piedchozi véty odpovidajici tomuto systému nazyvame Fou-
rierovy Tady. I v obecném piipadé diskutovaném vyse se nékdy hovori o obecnych
Fourierovych fadach vzhledem k ortogonédlnimu systému funkci f,,. Koeficienty c,
se pak nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.

Na intervalu [—7, 7] jsou velikosti vSech funkci kromé prvni vzdy /7, prvni ma
velikost v/27. Lze dokézat, Ze nas systém funkei je Giplnym ortogonalnim systémem,
nebudeme to zde ale dokazovat. Ve smyslu vzdalenosti funkci definované pomoci
naseho skaldrniho soué¢inu proto budou ¢asteéné soucty Fourierovy fady F(x) pro

libovolnou funkei g(z) s koneénym integralem f; g(z)? dx, tj.

ag
=5 Z ap, cos(nz) + by, sin(nx))

s koeficienty

1 (7 1 (7
an, = ;/ g(x) cos(nzx)dx, b, = f/ g(x) sin(nz) dx,
vzdy konvergovat k funkci g(x).

7Z obecnéjsich tivah lze dovodit, ze z konvergence v tomto smyslu vzdy vyplyva
bodovéa konvergence ¢astecnych soucti ve skoro vSech bodech xz € I. Nebudeme zde
ale ani vysvétlovat, co znamené ,skoro vSechny“, ani nebudeme takovy vysledek
dokazovat.

Jako piiklad Fourierovy fady si uvedeme Fourierovu fadu pro periodickou
funkci vzniklou z Heavisideovy funkce zGZenim na jednu periodu. Tj. nase funkce
¢ bude na intervalu [—m, 0] rovna —1 a na intervalu [0, 7] bude rovna 1. Protoze
jde o funkci lichou, jisté budou v8echny koeficienty u funkei cos(nz) nulové, a pro
coeficienty u funkei sin(nz) spoéteme

b= / " g(z)sin(ne) do = 2 /0 sin(nz) dz = —(1— (~1)").

T ) _x s

Vysledna Fourierova fada je tedy tvaru

g(z) = 4 (sin(aj) + 1sin(?)ac) + 1sin(Bx) +.. )
s 3 5

a soucet jejich prvnich péti a prvnich padesati ¢lent je na nasledujicich dvou ob-
razcich.

Vsimnéme si, ze se zvySujicim se poctem c¢lentl fady se vyrazné spfesnuje apro-
ximace s vyjimkou stéle se zmensujictho okoli bodu nespojitosti, na némz je ale
maximum odchylky stéle zhruba stejné. Je to obecna vlastnost Fourierovych rad,
které se rika Gibbsuv jev. PovSimnéme si také, Ze v samotném bodé€ nespojitosti
je hodnota aproximujici funkce pravé v poloviné mezi limitami zprava a zleva pro
Heavisideovu funkci.
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t=2. t=24.

Samoziejmé nelze ocekavat, ze by konvergence Fourierovych fad pro funkce g s
body nespojitosti mohla byt stejnomérna (to by totiz g musela byt coby stejnomérna
limita spojitych funkci sama spojital).

Bez podrobného diikazu si uvedeme nésledujici vétu podavajici uceleny obrazek
o bodové konvergenci Fourierovych fad. Nejde o nutné podminky konvergence a v
literatufe lze najit fadu jinych formulaci. Tato je ale jednoducha a postihuje velké
mnozstvi uziteénych pripadi.

Véta. Necht g je po cdstech spojitd a po cdstech monotonni funkce na intervalu
[—7, 7. Pak jeji Fourierova fada F(x) konverguje na [—m, ] a jeji soudet je
e roven hodnoté g(xzg) v kaZdém bodé x¢ € [—m, x|, ve kterém je funkce g(x)
spojitd,
o v kaZdém bodé nespojitosti xy funkce g(x) roven

;(znm g(z)+ lim g<x>),

+ —
— Iy T—Xq

e v kragnich bodech intervalu [—7, ] je roven

;( lim g(z)+ lim g(ac)).

z——7t T—T

Pokud navic je funkce g(x) spojitd, periodickd s periodou 21 a vsude existuje jeji
po castech spojitd derivace, pak konverguje jeji Fourierova Tada stejnomérné.

7.5. Wavelety. Fourierovy fady a dalsi z nich vychazejici nastroje jsou vyuzivany
ke zpracovani riiznych signalti, obrazkd apod. Povaha pouzitych periodickych goni-
ometrickych funkei a jejich prosté skalovani pomoci zvétsujici se frekvence zaroven
omezuji jejich pouzitelnost. V. mnoha oborech proto vyvstala pfirozend potieba
nalézt sikovnéjsi iplné ortogonalni systémy funkci, které budou vychézet z predpo-
kladané povahy dat a které bude mozné efektivnéji zpracovavat.

Takovy systém se lze naptiklad vytvorit volbou vhodné spojité funkce ¢ s
kompaktnim nosi¢em, ze které sestrojime spocetné mmnoho funkci v;;, j,k € Z,
pomoci dyadickych translaci a dilataci:

V() = 272 (2 — k).
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Pokud tvar materské funkce 1) dobfe vystihuje mozné chovani dat, a zaroven jeji
potomci 1)1 tvoii iplny ortogonalni systém, pak se zpravidla dobfe daii konkrétni
zpracovavany signal aproximovat pomoci jen nékolika malo funkci.

Nebudeme zde zachazet do podrobnosti, jde o mimotradné zivy smér vyzkumu i
zéklad komercnich aplikaci. Zajemce snadno najde spoustu literatury. Na obrazku
je ilustrovéna tzv. Daubechies matefskd wavelet D4(z) a jeji dcera D4(273x — 1).

1,2+ 1,24
0,84 0,84
0,4+ 0,44

AN
LI e s e e B s B s e
-1 1 \2{ 3 4 14 5 10 15 20 30
t i t

[ Iy

2. Integralni operatory

7.6. Integralni operatory. V piipadé koneénérozmérnych vektorovych prostort
jsme mohli vnimat vektory jako zobrazeni z kone¢né mnoziny pevné zvolenych gene-
ratort do prostoru souradnic. Nejjednodussi linearni zobrazeni zobrazovala vektory
do skalari (tzv. linedrni formy) a byla definovana pomoci jednofddkovych matic
jako soucet soucint téchto souradnic s pevné zvolenymi hodnotami na generato-
dobné zaddna maticemi. Velice podobné umime pfistoupit k linedrnim operacim na
prostorech funkeci.

V pripadé vektorového prostoru S vSech po castech spojitych funkci na inter-
valu I = [a,b] se linedrni zobrazeni S — R nazjvaji (redlné) linedrni funkciondly.
Jednoduse je mizeme zadat dvéma zpusoby — pomoci vyéisleni funkce (pfipadné
jejich derivaci) v jednotlivych bodech nebo pomoci integrovani. Piikladem funkci-
onalu L tedy muze byt vycisleni v jediném pevném bodé xy €

L(f) = f(zo)
integraln{ funkcionél pak je zaddn pomoci pevné zvolené funkce g(x)
b
L) = [ @) de
Funkce g(x) zde hraje roli vahy, se kterou p¥i definici Riemannova integralu bereme

jednotlivé hodnoty reprezentujici funkci f(z). Nejjednodussim ptikladem takového
funkcionalu je samoziejmé Riemanntiv integral samotny, tj. pfipad s g(z) = 1 pro
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vsechny body x. Dobrou pfedstavu dava také volba

{0 je-li |z| > a

g(x) = ezt

je-li |z| < a.
To je funkce hladka na celém R s kompaktnim nosi¢em v intervalu (—a, a), viz
V bodé z = 0 ma pfitom hodnotu jedna. Integralni funkcional

b
- / f(@)gly - 2) da

je mozné vnimat jako ,,rozmlzené zprimeérovani“ hodnot funkce f kolem boduz =y
(obrazek funkce g je v — ve svém stfedu ma hodnotu jedna a hladkym mono-
tonnim zptsobem se plynule pfimkne k nule ve vzdalenosti a na obé strany). Jesté
lepsi volbou je z tohoto pohledu libovolna funkce g jejiz integral pies celou redlnou
osu je jednicka.

7.7. Konvoluce funkci. Pohled na integralni funkcional L, jako na zprtiméro-
vané chovani funkce f v okoli daného bodu je nazornéjsi pro pripad nevlastnich
mezi integralu a = —oo, b = co. Misto prostoru S vSech po ¢astech spojitych funkei
na R budeme uvazovat po castech spojité a v absolutni hodnoté integrovatelné
funkce f v roli argumentu pro nas funkcional. Volny parametr y muze byt vniman
jako nova nezavisld proménna a nase operace tedy ve skutecnosti zobrazuje funkce
opét na funkce f — f:

o0
) =L = [ falgty - a)da,
o0
Této operaci se rika konvoluce funkci f a g, znacime ji f * g. VétSinou se konvoluce
definuje pro realné nebo komplexni funkce s kompaktnim nosi¢em na celém R.

Pomoci transformace ¢t = z — x se snadno spocte

— 00
(Fe0)6) = [ f@alc—ayde=~ [ fe - tgde= (g Do)
o0
je tedy konvoluce coby binarni operace na dvojicich funkci s kompaktnimi nosici
komutativni.

Konvoluce je mimotfadné uzitecny nastroj pro modelovani zptisobu, jak mu-
Zeme pozorovat experiment nebo jak se projevuje prostiedi pfi prenosu informaci
(napf. analogovy audio nebo video signél ovliviiovany Sumy apod.). Argument f
je prenasenou informaci, funkce g je volena tak, aby co nejlépe vystihovala vlivy
prostredi ¢i zvoleného technického postupu.

Konvoluce jsou jednim z mnoha piipad obecnych integrdlnich operatort na

prostorech funkeci
b
= [ F@k

s jadrem danym funkci dvou proménnych k : R? — R. Defini¢ni obor takovych
funkcionalt je nutné vzdy volit s ohledem na vlastnosti jadra tak, aby vzdy existoval
pouzity integral.
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7.8. Fourierova transformace. Teorie integralnich operatori s jadry a rovnic,
které je obsahuji je velice uzitecna a zajimava zaroven, bohuzel pro ni zde ted
ale nemame dost prostoru. Zaméiime ted alespon na jeden mimoradné dilezity
pripad, tzv. Fourierovu transformaci F, ktera tizce souvisi s Fourierovymi fadami.
Pripomenme si zakladni formuli pro parametrizaci jednotkové kruznice v komplexni
roviné s rychlosti obihdni w = 27/T, kde T je ¢as jednoho obéhu:
e™! = coswt + isinwt.

Pro (realnou nebo komplexni) funkei f(¢) mtizeme spocist jeji tzv. komplexni Fou-
rierovy koeficienty jako komplexni ¢isla

. / v (t)emrmt
Cn = & f t)e " dt.
T J 72

Pfitom plati vztahy mezi koeficienty a,, a b,, Fourierovych fad (po pfepoc¢tu formuli
pro tyto koeficienty pro funkce s obecnou periodou délky 7') a témito ¢isly ¢,

Cp = %(an - an); Cn = %(an + an)

a pri redlném f jsou samoziejmé ¢, a c_, komplexné konjugované. Oznacime-li
wy, = wn, bude tedy ptvodni funkce f(t) s konvergujici Fourierovou fadou rovna

oo
f(t) = Z cpent,
n=-—00
Pfi pevné zvoleném T vyjadiuje vyraz Aw = 27/T pravé zménu ve frekvenci zpt-
sobenou narustem n o jednicku. Je to tedy pravé diskrétni krok, se kterym pti
vypoctu koeficienttt Fourierovy fady ménime frekvence. Koeficient 1/7 u formule
pro ¢, je pak roven Aw/27, takze mizeme fadu pro f(t) prepsat jako

oo

/
1= 3 ge(a0 [ swyentent dretnr).

—T/2

Predstavme si nyni hodnoty w,, pro vsechna n € 7Z jako vybrané reprezentanty pro malé
intervaly [wy,wn+1] 0 délce Aw. Pak nd$ vyraz ve vnit¥ni velké zavorce v posledni formuli pro
f(t) ve skuteénosti vyjadfuje s€itance Riemannovych souétd pro nevlastni integral

1 = iwt
— w)e ™ dw
o ) g(w)
kde g(w) je funkce nabyvajici v bodech w, hodnoty
/2 '
g(wn) =/ f(x)e ™" dux.
—T/2

Predpokladejme, Ze naSe funkce f je integrovatelnd v absolutni hodnoté pres celé R. Pak
muzeme limitné prejit 7' — oo a dojde ke zejmriovani normy Aw nasich intervali. Zaroven se
dostaneme v poslednim vyrazu k integrélu

o) = [ f@)e " do

MiZeme tedy polozit pro (kazdou v absolutni hodnoté Riemannovsky integro-
vatelnou) funkci f na R

F(f)(w) = f(w) = % / Tty e it at.
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Této funkei f Fikdme Fourierova trasnformace funkce f. Pfechozi Givahy pak ukazuji,
Ze pro ,rozumné“ funkce f(¢) bude také platit

£(t) = F L)) = jz?/m Flw) et duw,

Tim tikame, ze existuje k pravé definované Fourierove transformaci F inverzni
operace F !, které fikame inverzni Fourierova transformace.

Vsimnéme si, ze Fourierova transformace a jeji inverze jsou integralni operatory
se skoro shodnym jadrem k(w,t) = e™?,

7.9. Vlastnosti Fourierovy transformace. Fourierova transformace zajima-
vym zpusobem prevraci lokalni a globalni chovani funkci. Za¢néme jednoduchym
prikladem, ve kterém najdeme funkei f(t), kterd se ztransformuje na charateristic-
kou funkci intervalu [—$, Q], tj. f(w) = 0 pro |w| > Qa f =1 pro |w| < Q. Inverzni
transformace F~! ndm dava

IREL 1 71,1 2 1 . .
t) = ezwt dw = - ezwt:| _ — ezﬂt o e—th
1® 2T /_Q V2T Lt _a V2wt 22( )

2
= sin(Qt).
V2t ()

Pfimym vypoctem limity v nule (L’Hospitalovo pravidlo) spoéteme, ze f(0) =
20(27) /2, nejblizsi nulové body jsou v t = £7/Q a funkce pomérné rychle klesa
k nule mimo pocatek x = 0. Na obrazku je tato funkce znazornéna zelenou kiivkou
pro © = 20. Zaroven je vynesena Cervenou kiivkou oblast, ve které se s rostoucim

Q nage funkce f(t) stale rychleji ,vIni“.
Omega = 20.000

20

[ e B 4 B e S '\;'/‘/'\
-3 -2 -1 Vv \

-/r-\y \‘/u\ T o=
\J

/7 2 3
|
V t

V dalsim piikladu spoc¢téme Fourierovu transformaci derivace f’(t) pro néjakou
funkci f. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze f méa kompaktni nosié¢, tj, zejména
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F(f") 1 F(f) skutetné existuji a pocitejme metodou per partes:

A == [ re

1 7'Lwt
= N [e —iwt f(t)] / f(t) dt
= WwF(f)()

Vidime tedy, Ze Fourierova transformace prevadi (infinitesimalni) operaci derivovani
na (algebraickou) operaci prostého nasobeni proménnou. Samoziejmé miizeme tento
vzorec iterovat, tj.

F(f")w) = = F(f),..., F(f™M) = i"w" F(f).

Dalsi mimoradné dtlezitou vlastnosti je vztah mezi konvolucemi a Fourierovou
transformaci. Spoctéme, jak dopadne transformace konvoluce h = f * g, kde opét
pro jednoduchost predpokladame, ze funkce maji kompaktni nosice. Pfi vypoctu
prohodime poradi integrovanani, coZ je krok, ktery ovérime teprve v diferencialnim
a integralnim poctu pozdéji, viz V dalsim krtcku pak zavedeme substituci
t—x=u.

F(h)(w) \/ﬂ/ (/ f(z)g(t — ) dac) e Wt qt
\/ﬂ/ </ N g(t —x)e ! dt> dx
\/ﬂ / < / " gy i) du) da
([ emrac) ([ o)

= V2rF(f)- Flg)

Podobny vypocet ukazuje i obracené tvrzeni, ze Fourierova transformace sou¢inu
je, az na konstantu, konvoluce transformaci.

F(f-g9) = F(f) = F(g).

1
vors
Jak jsme si uvadéli vyse, konvoluce f * g velice ¢asto modeluje proces naseho pozo-
rovani néjaké sledované veliciny f. Pomoci Fourierovy transformace a jeji inverze
nyni mizeme snadno rozpoznat puvodni hodnoty této veli¢iny, pokud zname kon-
voluéni jadro g. Prosté spoc¢teme F(f * ¢g) a podélime obrazem F(g). Hovorime o
dekonvoluci.

Vratme se nyni jesté k prvnimu prikladu s inverzni transformaci k charakteristické funkci
fa intervalu [—9, Q]. Zkusme provést limitni pfechod pro € jdouci k nekone¢nu a oznaéme
V276(t) kyzenou limitni ,funkci* pro F~*(fa)(t). Pro soudin s libovolnym obrazem F(g)

plati
“fa F(9)(2) \ﬁ/ Y(fa)(z —t)dt.

P#i Q — oo prejde vyraz nalevo k F~(F(g))(2) = g(2), zatimco napravo dostavime

o) = [ otz -0y
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Nase hledana §(¢) tedy vypada na ,funkci”, kterd je viude nulovd, kromé jediného bodu ¢ = 0,
kde je tak ,nekone¢nd“, Ze integrovanim jejiho soucinu s libovolnou integrovatelnou funkci
g dostaneme pravé hodnotu g v bodé ¢ = 0. Neni to samozfejmé funkce v nasem smyslu,
nicméné jde o objekt asto pouzivany. Rika se ji Diracova funkce § a korektné ji Ize popsat
jako tzv. distribuci. Z nedostatku ¢asu nebudeme distribuce podrobnéji rozebirat a omezime se
na konstatovani, ze si lze dobte Diracovo § predstavit jako jednotkovy impulz v jediném bodé.
Fourierova transformace jej pak pfetransformuje na konstantni funkci F(9)(w) = \/% Naopak
mnohé funkce, které nejsou integrovatelné v absolutni hodnoté na R transformuje Fourierova
transformace na vyrazy s Diracovym §. Napfr.

F(cos(nt))(w) = \/§(5m —w)+0(n+w)).

7.10. Poznamky o dalSich transformacich. Pokud pouzijeme Fourierovu trans-
formaci na lichou funkci f(t), tj. f(—t) = —f(¢), prispévek integrace soucinu f(t) a
funkce cost se pro kladna a zaporna t vyrusi. Dostaneme proto pfimym vypoctem

F(f)(w) \;227;/ f(t) sinwt dt.

Vysledné funkce je opét lichd, proto ze stejného divodu i inverzni transformaci lze
spocist obdobné. Vynechdnim imaginarni jednotky ¢ dostavame vzajemné inverzni
transformace, kterym se fika Fourierova sinusovd transformace pro liché funkce:

= \/2/00o ft)sinwtdt, f(t) = \/Z/OOO fs(t) sinwt dt.

Obdobné se definuje Fourierova cosinovd transformace pro sudé funkce.

Fourierovu transformaci nelze dobte vyuzit pro funkce, které nejsou integrova-
telné v absolutni hodnoté pres celé R (minimalné nedostavame opravdové funkcee).
Laplaceova transformace se chova docela podobné jako Fourierova a tuto vadu
nema:

L) =) = [ pteye ae
0
Integralni operator £ ma velice rychle se zmensujici jadro, proto bude existovat
L(p(t)) napiiklad pro kazdy polynom p a vSechna kladné s. Obdobné jako pro Fou-

rierovu transformaci dostaneme prostym vypoctem per partes vztah pro Laplaceovu
transformaci derivované funkce pii s > 0:

C(7(1)(s) / F(t) et dt = [f(t)e I + s /0°° F(t)e di
0) + SL(f)(s).

Vlastnosti Laplaceovy transformace a fadu dalsich zejména v technické praxi pou-
zivanych transformaci je mozné snadno dohledat v literatufte.



KAPITOLA 8
Spojité modely s vice proménnymi

jedna promeénnd ndm k modelovani nestaci?
- nevadi, stact vzpomenout na vektory ...

1. Funkce a zobrazeni na R"

8.1. Funkce a zobrazeni. Na poc¢atku naseho putovani matematickou krajinou
snad Ctenaii vstiebali, ze s vektory lze pocitat velice podobné jako se skalary, jen
je tfeba si véci dobfe rozmyslet. Zcela obdobné si budeme pocinat nyni.

Pro praktické modelovani procestt (nebo objekt v grafice) jen velice ziidka
vystac¢ime s funkcemi R — R jedné proménné. Pfinejmensim byvaji potFebné funkce
zéavislé na parametrech a ¢asto pravé zména vysledki v zavislosti na parametrech

vvvvvv

flz1,29,...,zn) : R" = R

a budeme se snazit co nejlépe rozsifit nase metody pro sledovani zmén a hodnot do
této situace. Rikdme jim funkce vice proménnych.

Pro snazsi pochopeni budeme nejcastéji pracovat s pripady n = 2 nebo n =
3 a pritom budeme misto ¢islovanych proménnjch pouzivat pismena z,y,z. To
znamena, ze funkce f definované v ,roving“ R? budou znaceny

fiR?3 (z,y) — flz,y) €R
a podobné v ,,prostoru“ R?
f:R33 (z,y,2) — f(z,y,2) €ER.

Podobné jako u funkci jedné proménné hovorime o definiénim oboru A C R"™, na
kterém je ta kterd funkce deﬁnovénaﬂ

S kazdou takovou funkei vice proménnych byva uziteéné uvazovat jeji graf, tj.
podmnozinu G§ C R" x R = R"™! definovanou vztahem

Gy ={(z1,...,2n, f(z1,...,20)); (T1,...,2,) € A},
kde A je defini¢ni obor f. Napi. grafem funkce definované v roviné vztahem

f(x’y): rry

22 + y2
je docela pékna plocha na levém obrazku a jejim maximélnim defini¢nim oborem
jsou v8echny body roviny kromé pocétku (0, 0).

LGastou hiickou pro pisemky a ulohy je naopak tkol pro danou formuli pro funkci najit co
nejvétsi definiéni obor, na kterém ma tato formule smysl.

229
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1/2*Pi

1/3*Pi

4

N

o

'
N
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3 7/6*Pi

4/3*Pi 5/3+Pi
3 3/2+Pi

Pfi definici a zejména pii kresleni obrazku grafu jsme pouzivali pevné zvolené
soufadnice v roviné. Pro pevné zvolené = tak napt. dostdvame zobrazeni

R — Rg, Y = (mayvf(xvy))7

tj. kiivku v prostoru R3. Na obrazku jsou také ¢arami vyneseny obrazy takovychto
kiivek pro nékteré pevné zvolené hodnoty souradnic z a y. Kfivky ¢ : R — R"™ jsou
nejjednodussimi priklady zobrazeni F' : R™ — R™.

Stejné jako u vektorovych prostor, volba naseho ,pohledu na véc“, tj. volba
soufadnic, mize zdanlivé zjednodusit nebo zhorsit nase vnimani studovaného ob-
jektu. Zména souradnic je nyni na misté v daleko obecnéjsi formé nez jen u afinnich
zobrazeni v kapitole ¢tvrté. Opét je ale vhodné na zménu soufadnic pohlizet jako
na zobrazeni R™ — R". Velice obvykly ptiklad je zména nejobvyklejSich soufadnic
v roviné na tzv. polarni, tj. polohu bodu P zadavame pomoci jeho vzdélenosti od
pocatku soufadnic r = /22 + y? a Ghlem ¢ = arctan(y/z) (pokud je x # 0) mezi
spojnici s pocatkem a osou x. Prechod z polarnich soufadnic do standardnich je

Poolarni = (1) = (rcos ¢, 7sin 9) = Piarigsks

Je pritom zjevné, ze je nutné polarni souradnice vhodné omezit na podmnozinu
bodt (r, ¢) v roving, aby existovalo i zobrazeni inverzni. Kartézsky obraz pfimek v
polarnich souradnicich s konstantnimi soufadnicemi r nebo ¢ je na obrazku vpravo.

8.2. Euklidovské prostory. Bude velice uzite¢né pfipomenout a rosifit nase veé-
domosti o vlastnostech euklidovskych afinnich prostort. Za¢neme pfipomenutim
metrickych (topologickych) vlastnosti prostoru E,, = R™:

Prostor F, vnimame jako mnozinu bez volby soufadnic a na jeho zaméfeni
R™ pohlizime jako na vektorovy prostor moznych prirtistki, které umime k bodim
prostoru FE, pric¢itat. Navic je na R™ zvolen standardni skalarni soucin u - v =
Yo iy, kde w = (21,...,2,) a v = (Y1,...,Yn) jsou libovolné vektory. Tim je
na E, dédna metrika, tj. funkce vzdalenosti ||P — Q|| dvojic bod& P, Q pfedpisem

n
1P = QI% = |lul® =" a7,
i=1
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kde u je vektor, jehoz pfictenim k P obdrzime (). Napf. v roviné Es je tedy vzda-
lenost bodt Py = (x1,y1) a Po» = (x2,y2) déna

| Py — P2|)? = (21 — 22) + (y1 — v2)*.

Takto definovana metrika splinuje trojihelnikovou nerovnost pro kazdé tii body
P, Q, R

1P =R =[I(P-Q)+(Q- R <[(P-Q)I+(Q- R

viz 1) (nebo stejnou nerovnost ([5.4)) pro skalary). Muzeme proto bez probleému
prenést (rozsifit) pro body P; libovolného Euklidovského prostoru pojmy:

o Cauchyouvskd posloupnost — || P; — P;|| < €, pro kazdé pevné zvolené € > 0 az na
konecné mnoho vyjimec¢nych hodnot i, j,

e konvergentni posloupnost — ||P; — P|| < €, pro kazdé pevné zvolené ¢ > 0
az na konecné mnoho vyjimecnych hodnot i, j, bod P pak nazyvame limitou
posloupnosti P;,

e hromadny bod P mnoZiny A C E,, — existuje posloupnost bodi v A konvergujici

k P a vesmés ruznych od P,

uzavrend mnozina — obsahuje vSechny své hromadné body,

otevrend mnozina — jeji doplnék je uzavieny,

oteviené d—okoli bodu P — mnozina Os5(P) ={Q € E,; |P — Q| < ¢},

hranic¢ni bod P mnoziny A — kazdé d—okoli bodu P méa neprazdny prunik s A i

s komplementem FE,, \ A4,

vnitrni bod P mnoziny A — existuje d—okoli bodu P, které celé lezi uvnitt A,

e ohranicdend mnozina — lezi celd v n&jakém d—okoli nékterého svého bodu (pro
dostateéné velké 0),

e kompakini mnoZina — uzaviena a ohrani¢end mnozina.

Ctenaf by mél nyni investovat néco malo tsili do proéteni odstavci
a[5.11] a zkusit si promyslet definice a souvislosti vSech téchto pojmu.

Zejména by mélo byt z definic pfimo zfejmé, ze posloupnosti bodi P; maji
vlastnosti zminované v prvnich dvou bodech predchozim vyctu tehdy a jen tehdy,
kdyz stejné nazvané vlastnosti maji realné posloupnosti vzniklé z jednotlivych sou-
radnic bodu P; ve kterékoliv kartézské souradné soustaveé. Proto také z Lemma [5.9
vyplyva, ze kazda Caychovska posloupnost bodu v E,, je konvergentni.

Stejné jako v pripadé F; definujeme oteviené pokryti mnoziny a plati s drob-
nymi formula¢nimi tpravami i Véta [5.11}

Véta. Pro podmnoziny A C E, v euklidovskych prostorech plati:

(1) A je oteviend, prdvé kdyZ je sjednocenim nejvyse spocetného systému d—okoli,

(2) kaZdy bod a € A je bud vnitrni nebo hranicni,

(3) kaZdy hranicni bod je bud izolovanym nebo hromadngm bodem A,

(4) A je kompaktni, pravé kdyz kaZdd v ni obsaZend nekoneénd posloupnost md
podposloupnost konvergujici k bodu v A,

(5) A je kompaktni, pravé kdyz kaZdé€ jeji oteviené pokryti obsahuje konecné pokryti.

Diikaz z[5.11] Ize bez Gprav pouit v p¥ipadé tvrzeni (1)—(3), byt s novym chapani pojmil
a nahrazenim ,,otevienych interval(* jejich vicerozmérnymi d—okolimi vhodnych bodu.

Dukaz pro zbyla dvé tvrzeni je vSak tfeba dosti zasadné upravit. Nebudeme se tu zabyvat
detaily, ambiciéznéjsi ¢tenafi mohou zkusit samostatné princip ohranicovani stidle mensimi a
mensimi intervaly modifikovat s pouzitim d—okoli.
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8.3. Piklady.

8.3.1. Rozhodnéte o ndsledujicich podmnoZindch v E3, zda jsou oteviené, uzaviené
¢i kompaktni. Dale urcete jejich hranicni a vnitini body.

(1) M = {(x,0,0) € R3z € (0,1)}

(2) M = {(2,0,0) € Rz € (0,1)}

(3) M ={(x,y,2) € R3a? +y? + 22 < 1}
(4) M ={(z,y,2) e R®]a® +y> < 1}

(5) M = {(z.y,2) € B¥a? 1 2 = 1)

(6) M = {(x,y,2) € R}z +y> — 22 < 1}
(7) M = {(x,y,2) € R®*|z € N}

Reseni. V fesenich budeme ve zkratce uvdadét, Ze mnozina je napi. OU (oteviend
i uzavrend, neni kompaktni), O znamend, Ze nemd Zdadnou z uvedenijch vlastnosti,
mnoZzinu hranic¢nich bodu budeme znacit H, vnitrek mnoZiny jako V.

(1) 0, H=M,V =0

(2) UK, H=M,V =10

(3) UK, H = {(z,y,2) € R3|22+4?+22 =1}, V = {(z,9,2) € R3|22+4%+2% < 1},
M je koule

(4) U, H={(z,y,2) € R¥|22+y2 =1}, V = {(x,9,2) € R®|2? + ¢y < 1}, M je
(nekonecény) vdlec

(5) U, H=M,V =0, M je vdlcovd plocha

(6) U, H={(z,y,2) € R¥|2® +y? — 22 =1}, V = {(z,9,2) € R¥}a® +3° —2* < 1}
je dvojdilny hyperboloid

(7) U, H=M,V =0, M je sjednoceni nekonecné mnoha rovnobéznych rovin

O

8.4. Krivky v E,. Celd nase diskuse kolem limit, derivaci a integralt funkci
v 5. a 6. kapitole pracovala s funkcemi s jednou redlnou proménnou a redlnymi
nebo komplexnimi hodnotami s odivodnénim, ze pouzivame pouze trojihelnikovou
nerovnost platnou pro velikosti redlnych i komplexnich ¢isel. Ve skutecnosti se tento
argument do znacné miry prenasi na jakékoliv funkce jedné redlné proménné s
hodnotami v euklidovském prostoru F, = R"™.

Pro kazdou kfivklﬂ tj. zobrazeni ¢ : R — R™ v n—rozmérném prostoru, mizeme
pracovat s pojmy, které jednoduse rozsifuji nase tvahy z funkci jedné proménné:

o limita: lim;_,4, c(t) € R™
o derivace: ¢ (tp) = limy_y, ﬁ (c(t) —
o integrdl: ff c(t)dt € R™.

V pripadé integralu pfitom musime uvazovat kfivky ve vektorovém prostoru
R™. Dtvod je vidét uz v jednorozmérném pripadé, kde potfebujeme znat pocatek,
abychom mohli vidét ,,plochu pod grafem funkce®.

Opét je primo z definice zjevné, Ze limity, derivace i integraly lze spocist po
jednotlivych n soufadnych slozkidch v R™ a stejné se rozpozna i jejich existence.

c(to)) € R™

2y geometrii se vétsinou rozlisuje mezi kiivkou jakozto podmnozinou v E,, a jeji parametrizaci
R — R"™. My zde pod pojmem ,kfivka“ rozumime vyhradné parametrizované krivky.
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U integralu mtizeme také pfimo formulovat pro kfivky analogii souvislosti Ri-
emannova integrélu a antiderivace (viz [6.14): Necht ¢ je k¥ivka v R™, spojitd na
intervalu [a, b]. Pak existuje jeji Riemanntv integral f; c(t)dt. Navic je kfivka

t
() = / ¢(s)ds € R"
a

dobfe definovana, diferencovatelnd a plati C'(t) = ¢(t) pro vSechny hodnoty t €
[a, b].

Horsi je to s vétou o stfedni hodnoté a obecnéji s Taylorovou vétou, viz [6.2] a
Ve zvolenych soufadnicich je mtzeme aplikovat na jednotlivé souradné funkce
diferencovatelné kiivky c(t) = (c1(¢),...,cn(t)) na koneéném intervalu [a, b]. Do-
staneme napr. u véty o stfedni hodnoté existenci ¢isel ¢; takovych, ze

ci(b) = ci(a) = (b —a) - ¢(t:).
Tato ¢isla ale budou obecné riizna, nemizeme proto vyjadiit rozdilovy vektor kon-
covych bodu ¢(b) — ¢(a) jako nasobek derivace kiivky v jediném bodé. Napf. v
roving Ey pro diferencovatelnou kiivku c(t) = (x(¢),y(¢t)) takto dostavame
c(b) — c(a) = (&'(€)(b — a), ¥’ (n)(b — a)) = (b—a) - (2/(£),y'(n))

pro dvé (obecné rtizné) hodnoty &,n € [a,b]. Pofdd ndm ale tato ivaha staci na

nasledujici odhad

Lemma. Je-li ¢ kfivka v E,, se spojitou derivaci na kompaktnim intervalu [a,b],
pak pro vsechny a < s <t < b plati

lle(t) — c(s)]| < Vnmax,efap I/ (r)]| - [t — 5.
DUKAz. P¥imym pouzitim véty o stfedni hodnoté dostavame pro vhodné body

r; uvnitf intervalu [s, ¢]:

n

le(t) = e()|* = D (i) — ei(s))® < D (di(ra)(t = 5))°
i=1

i=1
n
< (t—s)? Z(ma’Xre[s,t] |C'¢(7")2
i=1
< 77/(r1'13'x7”€[s,t]7 i=1,....,n |C;(T)|>2(t - 8)2
< nmax, e q [[¢/(r)[*(t — 5)*.
(]
Dilezitym pojmem je tecny vektor ke k¥ivce ¢ : R — E, v bodé c(tg) € E,,

ktery definujeme jako vektor v prostoru zaméfeni R™ dany derivaci ¢/(tg) € R™.
Primka T zadand parametricky

T: C(to) + T Cl(to)

se nazyva tecna ke kiivce ¢ v bodé ty. Na rozdil od te¢ného vektoru, tecna T zjevné
nezavisi na parametrizaci kfivky c.

8.5. Pi¥iklad. Urdete parametrické i obecné rovnice teény ke kiivece ¢ : R — R3,
c(t) = (c1(t),ca(t),c3(t)) = (t,t2,#3) v bodé odpovidajicim hodnoté parametru
t=1.
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ResSeni. Parametru t = 1 odpovidd bod ¢(1) = [1,1,1]. Derivace jednotlivych
slozek jsou ¢} (t) = 1, ch(t) = 2t, c3(t) = 3t%. Hodnoty derivaci v bodé ¢t = 1 jsou 1,
2, 3. Parametrické vyjadreni te¢ny tedy zni:

x = d()s+c(l)=t+1
y = c()s+c(l)=2t+1
z = d(1)s+cs(1) =3t +1.
Vylou¢enim parametru ¢ dostavame obecné rovnice teény (nejsou dény kanonicky):
20—y =1
3x—z = 2.

O

8.6. Parcialni derivace a diferencial. Pro kazdou funkci f : R® — R a libovol-
nou kiivku ¢ : R — R™ mdme k dispozici jejich kompozici (f o ¢)(t) : R — R. Za
hladké nebo diferencovatelné funkce bychom tedy mohli napf. povazovat ty, jejichz
kompozice se vSemi hladkymi nebo diferencovatelnymi funkcemi jsou opét hladké
nebo diferencovatelné. Zacneme ale radéji s nejjednodussimi kfivkami, tj. pfimkami.

Rekneme, Ze f : R” — R ma derivaci ve sméru vektoru v € R" v bodé z € E,,,
jestlize existuje derivace d,, f(x) slozeného zobrazeni ¢t — f(z +tv) v bodé& t = 0, tj.

4o (@) = Ty = (o + 1) = f(@))

Casto se d,, f ¥iké smérovd derivace. Specidlni volbou piimek ve séru souiadnjch os
dostavame tzv. parcidlni derivace funkce f, které znacime %, i=1,...,n, nebo
i

bez odkazu na samotnou fukci jako operace %. Pro funkce v roviné tak dostavame

%f(xvy) = }E,I(l) %(f(x +t7y) - f(xay))a

0 1

9 = lim = t) — )

5y @) = m S (F(@y +0) = f(r.9)
Se samotnymi parcidlnimi nebo smérovymi derivacemi nevystac¢ime pro dobrou

aproximaci chovani funkce linedrnimi vyrazy. Podivejme se napf. na funkce v roviné

dané vyrazy

1 kdyzazy=0 1 kdyzy=a22#0
g@w—{ N ,h@w—{ . -
0 jinak 0 jinak
Evidentné zaddna z nich neprodluzuje vSechny hladké kiivky prochézejici bodem
(0,0) na hladké kiivky. Pfitom ale pro g existuji obé& parcidlni derivace v (0,0) a
jiné smérové derivace neexistuji, zatimco pro h existuji vSechny smérové derivace
v bodé (0,0) a je dokonce d,h(0) = 0 pro vSechny sméry v, takze jde o linedrni

zévislost na v € R2.
Budeme sledovat pripad funkci jedné proménné co nejdislednéji a podobné
patologické chovani vylou¢ime pfimo definici:

Definice. Funkce f : R® — R je diferencovatelnd v bodé x, jestlize

e v bodé z existuji véechny smérové derivace d, f(z), v € R",
e d, f(z) je linedrni v zévislosti na pfirtstku v a

e 0=lim, . ”11)—H(f(x+v) — f(z) — dvf(x)).
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Reéeno slovy pozadujeme, aby v bodé x existovalo dobré linearni piibliZeni
prirastkt funkce f linearni funkci prirtistki proménnych veli¢in. Linearni vyraz d,, f
(ve vektorové proménné v) nazyvame diferencidl funkce f vy¢isleny na piirastku v.
V literatuie se Casto také rika totdini diferencidl df funkce f.

Pro ilustraci se podivejme se, jak se chova diferencial funkce f(x,y) v roving
za prepokladu, Ze obé parcidlni derivace gf , ‘35 existuji a jsou spojité v okoli bodu
(z0,Y0). Uvazme jakoukoliv hladkou kiivku t — (x(¢),y(t)) s zo = x(0), yo = y(0).
S pouzitim véty o stfedni hodnoté na funkce jedné proménné v obou séitancich
dovodime

L) 5(0) ~ Fo,0)) = 1 (G0, 9(0) — F0),5(0)+
- %(f( (0), y(2)) — 1((0), 5(0))
= §a(t) = 2(0) - L (2(9).5(0) + 3 (1) = w(0) - 5 (2(0), ()

pro vhodni ¢isla & a n mezi 0 a t. Limitnim pfechodem ¢t — 0 pak diky spojitosti
parcialnich derivaci dostavame

GO0 = /05 (@0.30) + 5 O) 5 (0,0

coZ je prijemné rozsifeni platnosti véty o derivovani slozenych funkci. Samoziejmé,
specidlni volbou parametrizovanych pfimek

(@(t),y(t)) = (zo + 1€, yo + tn)
prechézi nas vypocet pii v = (§,1) na rovnost

dy f(z0,y0) = f€ f

a tento vztah mtzeme pékné vyjadrit zptusobem, kterym jsme v linearni algebie
zapisovali soufadnd vyjadieni linearnich funkci na vektorovych prostorech:
3]
daf = fd + id

Jy
Jinymi slovy, diferencial je linedrni funkce R™ — R na prirtstcich se soufadnicemi
danymi pravé parcidlnimi derivacemi. Na§ vypocet zaroven ukazal, ze skutecné
tato linearni funkce df ma aproximacni vlastnosti diferencidlu, kdykoliv parcialni
derivace jsou spojité v okoli daného bodu.

V piipadé funkci vice proménnych piseme obdobné
8f of of

1 _7 _ =
(8.1) df 1+8 dxg + - +axndl‘n

a plati:
Véta. Necht f : E,, — R je funkce n proménniyjch, kterd md v okoli bodu x € E,

spojité parcialni derivace. Pak existuje jeji diferencidal df v bodé x a jeho souradné
vyjadrent je dano rovnici .

DUKAZ. Odvozeni véty je naprosto analogické vyse uvedenému dikazu v pii-
padé n = 2. O
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8.7. Te¢na rovina ke grafu funkce. Uvazujme libovolnou diferencovatelnou
funkci f : E, — R. ProtoZe kazda smérova derivace je vycislena jako derivace
funkce jedné proménné ¢t — f(z + tv), mizeme i v této souvislosti vyuzit vétu o
stfedni hodnoté:

(8.2) flx+tv) — f(x) =t -df(x 4+ tov)(v) =t -dy f(x + tov)

pro vhodné ¢ty mezi nulou a ¢. Jinymi slovy, pfirastek funkénich hodnot v bodech
T+ tv a x je vzdy vyjadfen pomoci smérové derivace ve vhodném bodé na jejich
spojnici.

Pro pfipad funkce na F5 a pevné zvoleného bodu (zg,yo) € F2 uvazme rovinu
v E3 zadanou rovnici

z = f(xo,y0) + df (0, y0)(x — 0,y — Yo)
= f(zo0,v0) + %(170, Yo)(z — o) + %(iﬂo, Y0) (Y — vo)-

Tato rovina mé jako jediné ze v8ech rovin prochazejicich bodem (g, yo) vlastnost,
ze v ni lezi derivace a tedy i te¢ny vSech kiivek

c(t) = (z(t), y(1), f(x(), y(1)))-

Rikéme ji tecnd rovina ke grafu funkce f.
Na obrazku jsou zobrazeny dvé te¢né roviny ke grafu funkce

f(z,y) = sin(z) cos(y)-
Cervend ¢dra je obrazem kiivky c(t) = (¢, ¢, f(¢,1)).
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Pro funkce n proménnych definujeme te¢nou rovinu jako afinni nadrovinu v
E, 1. Misto zaplétani se do spousty index@i bude snad uziteénd vzpominka na
afinn{ geometrii: Je to nadrovina prochézejici bodem (z, f(z)) se zaméfenim, které
je grafem linedrniho zobrazeni df () : R™ — R, tj. diferencidlu v bodé = € E,,. Jesté
jinak muzeme také Tici, ze smérova derivace d, f je dan prirtistkem na tecné roviné
odpovidajicim pfirastku argumentu v.

7 téchto tvah vyplyva fada analogii s funkcemi jedné proménné. Zejména ma
diferencovatelna funkce f na F, v bodé x € E,, nulovy diferenciil tehdy a jen tehdy,
kdyz jeji slozeni s libovolnou kiivkou prochézejici timto bodem zde mé stacionarni
bod, tj. ani neroste ani neklesd v linearnim pfiblizeni. Jinak feceno, te¢na rovina
je rovnobéZné s nadrovinou proménnych (tj. jeji zaméfeni je E,, C E, 11 s nulovou
pfidanou soufadnici pro hodnoty f). To ovSem neznamend, Ze v takovém bodé
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musi mit f asponi lokdlné bud maximum nebo minimum. Stejné jako u funkci jedné
proménné mizeme rozhodovat teprve podle derivaci vyssich.

8.8. Piiklady.

8.8.1. Urcete, zda tecnd rovina ke grafu funkce f: RXxRT — R, f(z,y) = z-In(y)
v bodé [1, L] prochdzi bodem (1,2,3) € R3.

Reseni. Ur¢ime nejdiive parcialni derivace: % = In(y), of@y) —

oy = o jejich
hodnoty v bodé (1,1) jsou —1, e, dale f(1,2) = —1. Rovnice te¢né roviny je tedy

o () (D) 2 (1) o)

= —1l—-z+ey.
Této rovnici dany bod nevyhovuje, v te¢né rovniné tedy nelezi. 0

8.8.2. Urcete parametrické vyjadreni tecny k prisecnici grafi funkci f : R? — R,
flr,y) =22 4+a2y—6, g : RxRY =R, g(z,y) = 2 - In(y) v bodé [2,1].

Reseni. Tecna k prisecnici je prusecnici teénych rovin v daném bodé. Te¢né rovina
ke grafu funkce f prochézejici bodem [2,1] je

_ of (z,y) of (z,y)
z = f(2,1)+87x(2,1)(x—$0)+87y

= Bx+2y—12.

(27 1) (y - yO)

Tecéné rovina k grafu g je pak

dg(z,y)
ox

dg(z,y)

z = f<2’1)+ (271)<$_$0)+Ty(271)(y_90)

= 2y—2.

Pruise¢nici téchto dvou rovin je piimka danéd parametricky jako [2,¢,2t — 2], t € R

Alternativné: normala k plose uréené rovnici f(z,y,z) =0 v bodé b= [2,1,0] je
(fz(b), fy (D), f2(b)) = (5,2, —1), normala k plose urcené jako g(x,y, z) = 0 v tomtéz
bodé je (0,2, —1). Tecna je kolm4 na obé normaly, jeji smérovy vektor ziskdme tedy
napf. vektorovym souc¢inem normal, coz je (0,5, 10). ProtoZe te¢na prochdzi bodem
[2,1,0] je jeji parametrické vyjadieni (2,1 +¢,2¢], t € R.

O

8.9. Derivace vysSich radu. Jestlize vybereme pevny prirtistek v € R™, zadava
vyéisleni diferencial na tomto piiristku (diferencidlni) operaci na diferencovatel-
nych funkcich f: F, — R

frdof =df (”U)
a vysledkem je opét funkce df (v) : E,, — R. Jestlize je tato funkce opét diferencova-
telna, maze opakovat totéz s jinym priristkem atd. Zejména tedy muzeme pracovat
s iteracemi parcialnich derivaci. Pro parcidini derivace druhého tddu piSeme

0 0 0? 0?
Gz; © 90! = Bmm; ! T B af
ZZ?j €Z; €Z; SC]' €T $j
v pfipadé opakované volby ¢ = j piSeme také
0 0 0? 0% f
o0 o = o = o



238 8. SPOJITE MODELY S VICE PROMENNYMI

Uplné stejné postupujeme pii dalsich iteracich a hovotime o parcidlnich derivacich
k-tého Tadu
ok f

Obecnéji muzeme iterovat (u dostateéné diferencovatelnych funkci) také libovolné
smérové derivace, napf. d, o d,, f pro dva pevné prirustky v, w € R™.

Abychom si vSe ukdzali v co nejjednodussi formé, budeme opét pracovat chvili
v roviné E5 za prepokladu spojitosti parcidlnich derivaci druhého fadu. V roviné a
prostoru se Casto strucné znadi iterované derivace pouhymi odkazy jmen promén-
nych v pozici indext u funkce, napft.

f o*f *f o*f

0
ox’
Ukazeme, ze ve skutecnosti spolu parcialni derivace komutuji, tzn. neni potfeba
dbat na poradi, ve kterém je provadime.

Podle predpokladu existuje limita

fx:

feu(,9) = lim 2 (fale,y + 1) = fule,3)

t—0 t \s—0 s

= liml(liml(f(ac—&-s,y—&-t) —f(a:,y—i—t)—f(x—!—s,y)—l—f(m,y)))

.1
—tiny 5 (o 04 0 = Fan+0) = (a4 60) = Fo0) )
a je spojitd v (z, y). Oznaéme si vyraz, ze kterého bereme posledni limitu, jako funkci ¢(z,y, t)
a zkusme jej vyjadfit pomoci parcidlnich derivaci. Pro do¢asné pevné t si oznaéme g(z,y) =
flx+t,y) — f(z,y). Pak vyraz v posledni velké zavorce je roven

g(z,y+1t) —g(z,y) =t gy(z,y + to).

pro néjaké vhodné to, které je mezi nulou a ¢t (a na ¢ zavisi), viz rovnost (8.2]) s dosazenou
hodnotou pfirastku v = (0,1)). Nyni gy(x,y) = fy(z +t,y) — fy(x,y) a proto mizeme psét
© jako

| =

‘P(%yvt) = %gy(‘rvy_FtO) = (fy(:r+tay+t0) - fy(m,y +t0))'

Opétovnou aplikaci véty o stfedni hodnoté,

W(x7y7t) = fyl(‘73 +t17y+t0)
pro vhodné t1 mezi nulou a t. KdyZ ale velkou zavorku rozdélime na (f(x +t,y +t) — f(z +
t,y)) — (f(z,y+1t) — f(z,y)), dostaneme stejnym postupem s funkci h(x,y) = f(z,y+1t) —
f(z,y) vyjadreni

W(mv Y, t) = ny(ili + S0,y + 51)

s obecné jinymi konstantami so a si1. Protoze jsou druhé parcidlni derivace podle naseho
predpoklady spojité, musi i limita pro ¢t — 0 zarudit pozadovanou rovnost

Jay(2,9) = fyﬁ(xv )

ve viech bodech (z,v).
Stejny postup pro funkce n proménnych dokazuje nésledujici tvrzeni:

Véta. Necht [ : E, — R je k-krdt diferencovatelnd funkce se spojitymi parcidlnimi
derivacemi aZ do Tadu k véetné v okoli bodu x € R™. Pak vSechny parcialni derivace
nezavist na poradi derivovdni.
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DUKAZ. Dikaz pro druhy ¥ad byl proveden vyse pro n = 2 a postup v obecném pripadé
se nijak nelisi. Formalné miZeme obecny pripad u dvou derivaci odbyt i tvrzenim, ze se vzdy
celd argumentace odehraje ve dvourozmérném afinnich podprostoru.

U derivaci vyssiho fadu Ize dikaz dokondit indukci podle ¥adu. Skute¢né, kazdé poradi
indext lIze vytvorit zdaménami sousedicich dvojic. O

Definice. Je-li f: R" — R libovolna dvakrat diferencovatelna funkce, nazyvame
symetrickou matici funkci

pr o (BE@ - e
Hf(w) = <8x¢5)xj (z)) B o2t . o2f
896,,,[;;1 (33) v angzn (CL’)

Hessian funkce f v bodé .

Z pfedchozich tvah jsme jiz vidéli, ze vynulovani diferencidlu v bodé (z,y) € Fa
zarucuje stacionarni chovani podél vsech kfivek v tomto bodu. Hessian

o facx(xvy) fxy(xvy)
Hf(z.y) = (fw@,y) fyy(fv,y))

hraje roli druhé derivace.
Pro kazdou kfivku c(t) = (z(t), y(t)) = (xo+Et, yo +nt) budou totiz mit funkce
jedné proménné

B(t) = f(xo,y0) + %(%,yoﬁ + %(wo,yo)n

+ % (fzm(xm yO)fQ + 2fmy($07 yo)fﬁ + fyy(xm yo)ﬁ2>

stejné derivace do druhého faddu véetné (pfepoctéte!). Funkci 8 pfitom muZzeme
zapsat vektorové jako

() = fGoos) + dfao) - (8) + 56 - i)+ (5)

nebo 3(t) = f(zo,yo) +df (0, yo)(v) + 3 H f (z0, y0) (v,v), kde v = (&,7) je pFirtstek
zadany derivaci kiivky c(t) a Hessidn je pouzit jako symetrickd 2—forma.

To je vyjadreni, které jiz urcité pfipomind Taylorovu vétu funkci jedné pro-
ménné, presnéji feceno kvadratické priblizeni funkce Taylorovym polynomem dru-
hého fadu. Na nasledujicim obrazku je vynesena jak tecna rovina tak toto kvadra-
tické piiblizeni pro dva rtzné body a funkci f(x,y) = sin(z) cos(y).
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8.10. Taylorova véta. Vicerozmeérna verze Taylorovy véty je také prikladem ma-
tematického tvrzeni, kde slozitou ¢asti je nalezeni spravné formulace. Dtkaz je uz
pak snadny. Budeme postupovat ve vySe naznaceném sméru a zavedeme si znaceni
pro jednotlivé ¢asti DF f aproximaci vyssich fadt. Budou to vzdy k-linearni vyrazy
v prirtistcich a nas bude zajimat jen jejich vyc¢isleni na k stejnych hodnotéch. Jiz
jsme diskutovali diferencidl D' f = df v prvnim fadu a hessian D?f = Hf v fadu
druhém. Obecné pro funkce f : E, — R, body = = (x1,...,22) € F, a prirtstky
v=(&,...,&) klademe

DEf(x)(w) = )

1§i1,...,ik§n

ok f

6% PN 8:1:1,9

(xla"'7xn)'§’i1”'£ik'

Nézornym piikladem (s vyuzitim symetrii parcidlnich derivaci) je pro Es vyraz
tfetiho radu
*f 3
Jr -
0x0y? & 8y3n

&n+3

o3 o3
D ()6 m) = 5568+ 3.0

) 0x20y
a obecné
k
k orf
& . 9 ke
D f(xvy)<§a77) - ez:; (e) axkffaylf -

Véta. Necht f : E, — R je k—krdt diferencovatelnd funkce v okoli Os(x) bodu
x € E,. Pro kaZdy priristek v € R™ s velikosti ||v|| < ¢ pak existuje ¢islo 0 < 0 <1
takove, Ze

o+ 0) = 1(a)+ D@)(0) + D@0+ + s D))

1
+ HDkf(gc +6-v)(v).
DUKAZ. Pro pfirtistek v € R zvolme kiivku ¢(t) = z + tv v E,, a zkoumejme
funkei ¢ : R — R definovanou slozenim ¢(t) = f o ¢(t). Taylorova véta pro funkce
jedné proménné 1ikd (viz Véta

(83) (1) = 9(0) + (Ot + - + G EDO)EL 1 L o) (g

(k— 1) k!

Zbyva nam tedy jen ovérit, ze postupnym derivovanim slozené funkce ¢ dostaneme
pravé pozadovany vztah. To lze snadno provést indukci pres rad k.
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Pro k = 1 splyvéd Taylorova véta se vztahem v rovnosti (8.2)). P¥i jeho odvozeni jsme vysli
ze vztahu

Lo0) = 2L @) 10+ + g w(0) 20

ktery plati pro kazdou krivku a funkci f. To znamena, ze
D' f(c(t))(v) = D' f(e(8)) (¢ (1))
pro véechna t v okoli nuly. Stejné budeme postupovat pro funkce Dff. Misto pfirtistku v
mizeme psat ¢’ (t) a zapamatujme si, ze dal$i derivovani c(t) jiz vede identicky na nulu viude,
tj. ¢’ (t) = 0 pro vdechna t (protoZe jde o parametrizovanou p¥imku).
Predpokladejme, ze
D@m= Y 0, wa) ol (1)l ()
Ox;, ...0xs, Y “ v

1<iy,...,ip<n

a spoctéme totéz pro ¢ + 1. Derivovani slozené funkce da podle pravidla o derivani soucinu

(viz Véta
L@@ =% Y (@ eat) (1) 2 (1)
dt dt Ox;, ... 0x;, v “ e

n 041
B Z (Zma—aiaaa(ml(t)""v%(f))’x;(t)-mi-l(t)~~~w£,z(t))+o

1<iy,..,ip<n “j=1

a to skutecné je pozadovany vztah pro fad ¢ + 1. Taylorova véta nyni vyplyva z vydisleni v
bodé ¢t = 0 a dosazeni do ({8.3]). O

8.11. Priklady.

8.11.1. Napiste Tayloriv rozvoj druhého Fddu funkce f : R? — R, f(x,y) = In(x*+
y? 4+ 1) v bodé [1,1].

Reseni. Nejprve spo¢itame prvni parcialni derivace:

2z 2y
fﬂ? = 2 I fy 2 2 I
22 +y?+1 ¢ +y*+1
poté druhy totalni diferencial dany Hessianem:

2y2—2m2+2 4xy
Hp= @A TR

o 4xy 2x2 —Qy +2
@ D7 @)

Hodnota Hessidnu v bodé [1, 1] je

celkem tedy jiz muzeme napsat Tayloriv rozvoj druhého ¥adu v bodé [1,1]:

THLY = L)+ (L) -1+ 01+
—I—%(ac 1y —1)Hf(1,1) (;” - 1)
= W)+ o@D+ 1)+ g1
5@ D=1+ -1

1
= §(x2 + % + 8z + 8y — day — 14) + In(3).
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O
8.11.2. Urcete Tayloriv polynom druhého vddu funkce In(xz%y) v bodé [1,1].
Reseni.
T3 L1) =) + 22+ 2 + 2 1
ln(my+1)( s )* Il( )+Z(1’ Ty try—r—y— )
O
8.11.3. Urcete Tayloriv rozvoj druhého vadu funkce f : R? — R,
[z, y) = tan(zy +y)
v bodé (0,0).
Reseni.
Y+ zy.
O

8.12. Lokalni extrémy funkci vice proménnych. Zkusme se nyni s pomoci
diferencialu a hessianu podivat na lokalni maxima a minima funkci na F,,. Stejné
jako v pripadé funkce jedné proménné fekneme o vnitinim bodu xy € F,, defini¢niho
oboru funkce f, ze je (lokdlnim) mazimem nebo minimem, jestlize existuje jeho
okoli U takové, Ze pro vSechny body x € U splituje funkéni hodnota f(z) < f(zo)
nebo f(x) > f(zo). Pokud nastéva v predchozich nerovnostech ostra nerovnost pro
vSechny = # x(, hovorime o ostrém extrému.

Pro jednoduchost budeme nadale predpokladat, ze nase funkce f ma spojité
parcialni derivace prvniho i druhého fadu na svém defini¢nim oboru. Nutnou pod-
minkou pro existenci maxima nebo minima v bodé xg je vymizeni diferencialu v
tomto bodé, tj. df (xg) = 0. Skuteéné, pokud je df (z¢) # 0, pak existuje smér v, ve
kterém je d, f (o) # 0. Pak ovSem nutné je podél piimky x¢ + tv na jednu stranu
od bodu zy hodnota funkce roste a na druhou klesa, viz .

Vnitini bod = € E,, defini¢niho oboru funkce f, ve kterém je diferencial df (x)
nulovy nazyvame staciondarni bod funkce f.

Budeme opét pracovat s jednoduchou funkci v Es abychom zévéry pfimo mohli
ilustrovat. Uvazme funkci f(z,y) = sin(z) cos(y), kterd uz byla pfedmétem dis-
kuse a obrazka v odstavcich a Svym tvarem tato funkce pfipomina znama
kartonova plata na vajicka, je tedy predem zfejmé, Ze najdeme fadu extrémi, ale
jesté vice staciondrnich bodu, kterd ve skutecnosti extrémy nebudou (ta ,sedylka“
viditelnd na obrazku).
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Spoctéme si tedy prvni a poté druhé derivace:

fa(,y) = cos(x) cos(y), fy(x,y) = —sin(z)sin(y),
takze obé derivace budou nulové pro dvé sady bodi

(1) cos(z) =0, sin(y) = 0, to je (z,y) = (2L, ¢), pro libovolné k, £ € Z
2) cos(y) = 0, sin(z) = 0, to je (z,y) = (km, 252L7), pro libovolné k, ¢ € Z.
2

Druhé parcialni derivace jsou
A fex fo _ (—sin(z)cos(y) — cos(z)sin(y)
Hf(z,y) = (fzy fyi) (,y) = <— cos(z)sin(y) —sin(x) cos(y))

V nasich dvou sadach bodu tedy dostavame nésledujici hessiany:

1) Hf(kn+ Z . 4n) =+ L0 , pfiCemz znaménko + nastava, kdyz parity k a /¢
2 0 1

jsou stejné a naopak pro —,

(2) Hf(kr, br + ) = + (g ;

jsou stejné a naopak pro —.

), pricemz znaménko + nastava, kdyz parity k a /¢

KdyzZ se nyni podivame na tvrzeni Taylorovy véty pro fad k = 2, dostavame v
okoli jednoho ze stacionarnich bodt (zo, yo)

F(.5) = F(wo,0) + 5 H f(o + 0 — z0), 90 + 6y — 30)) (& — 70,y — po).

kde H f nyni vniméme jako kvadratickou formu vyéislenou na ptirtstku (z — g,y —
Yo). ProtoZze nase funkce ma spojity hessian (tj. spojité parcidlni derivace do dru-
hého fadu véetné), a matice hessidnu jsou nedegenerované, nastane lokdlni maxi-
mum tehdy a jen tehdy, kdyz nas bod (zg,yo) patii do prvni skupiny se stejnymi
paritami k£ a £. Kdyz budou parity opac¢né, pak bod z prvni skupiny bude naopak
bodem lokalniho minima.

Naopak, hessian u druhé skupiny boda se vzdy vy¢isli kladné na nékterych
prirustcich a zaporné na jinych. Proto se tak bude chovat i celd funkce f v malém
okoli daného bodu.

Abychom mohli zformulovat obecné tvrzeni o hessidanu a lokalnich extrémech
ve stacionarnich bodech, musime pfipomenout diskusi o kvadratickych forméch v
odstavcich 77-77 v kapitole o afinni geometrii. Zavedli jsme tam pro kvadratickou
formu A : E,, — R néasledujici privlastky

e positivné definitni, je-li h(u) > 0 pro vSechny u # 0



244 8. SPOJITE MODELY S VICE PROMENNYMI

e positivné semidefinitni, je-li h(u) > 0 pro vSechny u € V
e negativné definitni, je-li h(u) < 0 pro vSechny u # 0

e negativné semidefinitni, je-li h(u) < 0 pro vSechny u € V'
o indefinitni, je-li h(u) >0 a f(v) < 0 pro vhodné u,v € V.

Zavedli jsme také néjaké metody, které umoznuji pfimo zjistit, zda dana forma ma
néktery z téchto privlastku.

Zpisob naseho predchoziho vyuziti Taylorovy véty dokazuje i v obecném pii-
padé funkce f vice proménnych nésledujici vysledek:

Véta. Necht f: E, — R je dvakrdt spojité diferencovatelnd funkce a x € E, necht
je stacionarni bod funkce f. Potom

(1) f ma vz ostré lokdlni minimum, je-li H f(x) positivné definitnt,
(2) f md v x ostré lokdlni maximum, je-li H f(x) negativné definitnt,
(3) f nemd v bodé x lokdlni extrém je-li H f(x) indefinitni.

Vsimnéme si, ze véta nedava zadny vysledek, pokud je hessian funkce ve zkou-
maném bodé degenerovany a pritom neni indefinitni. Dtvod je opét stejny jako u
funkci jedné proménné. V takovych pripadech totiz existuji sméry, ve kterych prvni
i druhé derivace zmizi a my proto v tomto fadu pfiblizeni neumime poznat, zda se
funkce bude chovat jako t3 nebo jako +t* dokud nespoc¢teme alespoii v potfebnjch
smérech derivace vyssi.

8.13. Priklady.

8.13.1. Urcete staciondrni body funkce f : R? — R, f(z,y) = 2%y + y*x — 2y a
rozhodnéte, které z téchto bodi jsou lokadlni extremy a jakého druhu.

Reseni. Prvni derivace jsou f, = 2zy + y? — v, fy = 2% + 2xy — x. Polozime-li
obé parcidlni derivace soucasné nule, ma soustava nésledujici feseni: {x = y = 0},
{x =0,y =1}, {x =1,y =0}, {x =1/3,y = 1/3}, coz jsou ¢tyfi staciondrni body
dané funkce.

B . 2y 2x + 2y -1
Hessidn funkce H f je <2x +2y—1 2z )

Hodnoty ve stacionarnich bodech jsou postupné (_0 _1>, (1 1), <0 1>,

1 0 1 0 1 1
2 1
3

3
tedy prvni tii Hessidny jsou indefinitni, posledni pak pozitivné definitni, bod
[1/3,1/3] je tedy lokdlnim minimem. O

8.13.2. Urcete bod v roviné x +y + 3z = 5 leZici v R3, ktery md nejmensi vzdd-
lenost od pocédtku soutadnic. A to jak metodami linedrni algebry, tak metodami
diferencidlniho poctu.

Reseni. Jde o patu kolmice spusténé z bodu [0,0,0] na rovinu. Norméla k ro-
viné je (t,t,3t), t € R. Dosazenim do rovnice roviny dostaneme patu kolmice
[5/11,5/11,15/11].

Alternativné minimalizujeme vzdédlenost (resp. jeji kvadrat) bodt v roviné od
pocatku, tj. funkci dvou proménnych,

(5—y—32)2 +y% + 22
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Polozenim parcidlnich derivaci rovnych nule dostaneme soustavu
3y+10z2—15 = 0
2u+3z—-5 = 0,

ktera ma Teseni jako vyse. Protoze vime, Ze minimum existuje a jedna se o jediny
stacionarni bod, nemusime uz ani pocitat Hessian. ([

8.14. Zobrazeni a transformace. Koncept derivace a diferencidlu lze snadno
rozsifit na zobrazeni F : E,, — FE,,. Pfi zvolenych kartézskych souradnicich na
obou stranach je takové zobrazeni obyc¢ejna m—tice

F(z1, ... xn) = (fi(x1, .o s2n)y ooy fn(@1, .0y T0))

funkci f; : E,, — R. Rekneme, Ze F je diferencovatelné nebo spojité diferencovatelné
zobrazent, jestlize tuto vlastnost maji vSechny funkce fi,..., fim.

Diferencidly df;(x) jednotlivych funkei f; poskytuji linedrni pfiblizeni pfirastki
jejich hodnot. Lze proto oc¢ekavat, ze budou spolecné davat také souradné vyjadieni
linearniho zobrazeni D'F () : R" — R™ mezi zaméfenimi, které bude linedrné
aproximovat prirtustky naseho zobrazeni. Vysledna matice

of 15 6]
df () ¢h o .. &
dfa () sl g .. 3
S R B e [
Ofm  Ofm  Ofm

se nazyva Jacobiho matice zobrazeni F' v bodé z. Linedrni zobrazeni D' F(x) de-
finované na pfirtstcich v = (v1,...,v,) pomoci stejné znacené Jacobiho matice
nazyvame diferencidl zobrazeni F' v bodé x z defini¢niho oboru, jestlize plati
1

lim0 W(F(l +v) — F(z) — D'F(z)(v)) = 0.

v— v
Pfimé pouziti Véty o existenci diferencidlu pro funkce n proménnych na jed-
notlivé souradné funkce zobrazeni F' a sama definice euklidovské vzdalenosti vede
k néasledujicimu tvrzeni:

Dusledek. Necht F : E,, — E,, je zobrazeni, jehoZ vSechny soutadné funkce maji
spojité parcidlni derivace v okoli bodu x € E,. Pak existuje diferencidl D*F(x)
zadany Jacobiho matict.

Diferencovatelna zobrazeni F' : E, — FE,, kterd maji inverzni zobrazeni G :
E,, — E, definované na celém svém obrazu, se nazyvaji (diferencovatelné) trans-
formace. Piikladem transformace byl pfechod mezi kartézkymi a polarnimi soutrad-
nicemi, ktery jsme diskutovali hned na zacatku této kapito v [8.1]

8.15. Véta (,,Chain Rule“). Necht F : E,, — E,, a G : E,, — E, jsou dvé dife-
rencovatelnd zobrazeni, pricemzZ definicni obor G obsahuje cely obor hodnot F'. Pak
takeé sloZen€ zobrazeni G o F je diferencovatelné a jeho diferencidl je v kaZdém bodé
z definicéniho obodu F' kompozici diferenciali

DY(G o F)(x) = D'G(F(x)) o D'F(x).

Prislusnd Jacobiho matice je ddna soucinem prislusnych Jacobiho matic.
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DUKAzZ. V odstavci[8:6)a pii diikazu Taylorovy véty jsme odvodili, jak se chova
diferencovani pro slozena zobrazeni vznikla z funkci a kfivek. Tim jsme dokazali
specialni pfipady této véty s n = r = 1. Obecny ptipad se ve prakticky stejnym
postupem, jen budeme pracovat vice s vektory.

Zvolme libovolny pevny prirustek v a pocitejme smérovou derivaci pro kompo-
zici G o F. Ve skutecnosti to znamena spocist diferencial pro jednu ze souradnych
funkci zobrazeni G, pisme tedy jednoduseji g o F' pro kteroukoliv z nich.

t—0

.1
dy(g o F)(w) = lim = (g(F(x + tv)) — g(F())).
Vyraz v zavorce muzeme ovsem z definice diferencidlu g vyjadrit jako
g(F(xz +tv)) — g(F(x) = dg(F(z))(F(z + tv) — F(x)) + a(F(z + tv) — F(x))

kde « je definovana na okoli bodu F'(z), je spojita a lim, .o ma(w) = 0. Dosaze-
nim do rovnosti pro smérovou derivaci dostavame

dy(go F)(x) = lim %(dg(F(x))(F(a: +tv) — F(z)) + a(F(x + tv) — F(:c)))

t— t—

1 1
= dg(F(x)) (lin% 7 (F(:c +tv) — F(:Jc))) + lin(l) n <a(F(x + tv) — F(:Jc)))
= dg(F(z)) o D' F(z)(v) + 0,
kde jsme vyuzili skutecnosti, ze linearni zobrazeni mezi kone¢nérozmérnymi pro-
story jsou vzdy spojita a vlastnosti funkce .

Dokazali jsme tedy tvrzeni pro jednotlivé funkce g1, ..., ¢, zobrazeni G. Cela
véta nyni vyplyva z toho, jak se nasobi matice. O

Piiklad. UkaZme si na jednoduchém piikladé, jak funguje véta o derivovani sloze-
nych zobrazeni. Polarni soufadnice vzniknou z kartézskych transformaci F : RZ —
R?, kterou v soufadnicich (z,y) a (r,¢) zapiSeme takto (samoziejmé jen na vhod-
ném defini¢nim oboru)

r=+/x2 + 32, p = arctan L
x
Uvazme funkci g; : Fs — R, kterd ma v polarnich soufadnicich vyjadieni

g(r, o, t) = sin(r-t) .

Funkce ndm docela dobte priblizuje vlnéni povrchu hladiny po bodovém vzruchu v
pocatku v Case t (¢asem i uvidime pro¢), viz obrazek s hodnotou t = —7/2.
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Spoctéme nyni derivaci této funkce v kartézskych soufadnicich. Pouzitim nasi
véty dostaneme

[ _0g or dg Op

ox (x,y,t) - or (’I", QO)%(‘TJJ) + %(Tv Qp)%(l‘vy)

= cos(v/z2 +y? — t)L +0
/Z‘Q +y2
a podobné

Dy D9 O gD
8y(xay7t) - 67' <T7 (p)ay(xvy) + aQO(T’ 410) ay (.’E,y)

= cos(v/ax2 +y? — t)¢.

v Neorr
U funkci jedné proménné rozhodovala nenulovost prvni derivace o tom, je-li
funkce rostouci ¢i klesajici. Pak takovou musela byt i na néjakém okoli zvoleného
bodu a tudiz tam existovala i inverzni funkce. Jeji derivace pak byla pfevracenou
hodnotou derivace funkce puvodni. KdyZz tuto situaci interpretujeme z pohledu
zobrazeni Fy — Fj a linedrnich zobrazeni R — R coby jejich diferenciali, je ne-
nulovost nutnou a dostateénou podminkou k invertibilité pfislusného diferencialu.

Takto obdrzime tvrzeni platné pro koneénérozmérné prostory obecné:

8.16. Vé&ta (O inverznim zobrazeni). Necht F : E, — E, je spojité diferencova-
telné zobrazeni na néjakém okoli bodu xo € E,, a necht je Jacobiho matice D* f(z0)
invertibilni. Pak na néjakém okoli bodu xq existuje inverzni zobrazeni F~' a jeho
diferencidl v bodé F(z0) je inverznim zobrazenim k D*F(xq), tzn. je zaddn inverzni
matici k Jacobiho matici zobrazeni F' v bodé xg.

DUKAzZ. Nejdiive si zkusme ovéfit, Ze tvrzeni je rozumné a oc¢ekévatelné. Pokud
bychom predpokladali, ze inverzni zobrazeni existuje a je diferencovatelné v bodé
F(xg), véta o derivovani slozenych funkei si vynucuje vztah

idgn = DY(F~ o F)(20) = DY(F™') o D' F(z0)

coz ovétuje formuli v zavéru véty. Vime proto od zac¢atku, jaky diferencial pro F~!
hledat.

V dalsim kroku pfedpokladejme, ze inverzni zobrazeni existuje a je spojité a
budeme ovérovat existenci diferencidlu. Z diferencovatelnosti F' na okoli xg vyplyva,
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F(z) — F(zo) — D' F(zo)(z — 20) = az — z0)
s funkci o : R™ — 0 spliujici lim, ¢ Hi—ua(v) = 0. Pro ovéfeni aproximacni vlast-
nosti linedrniho zobrazeni (D' F(x())~! je tfeba spoéist limitu pro y = F(x) jdouci
k yo = F(x0)
1

. —1 _ 1 _ 1 To -1 —Yo))-
ylilgoiny—yoH(F (y) = F~(y0) — (D' F(20))"*(y — v0))

Dosazenim z predchozi rovnosti dostavame

lim #(iﬂ — a9 — (D'F(x0))” (D' F(xo)(2 — x0) + a(z — x0)))
y=o [y — yol|
: -1 1 -1
(8.4) = Jim e (D (20) 7 (0 - 20)
— (D'F(2))! lim ——(a(z — a0)),
v=vo ||y — yoll
kde posledni rovnost vyplyva ze skutecnosti, ze linedrni zobrazeni mezi kone¢néroz-
mérnymi prostory jsou vzdy spojita a diky invertibilité diferencialu jeho predrazeni
limitnimu procesu neovlivni ani existenci limity.

Vsimnéme si, ze jsme skoro dosahli iplného tspéchu — limita na konci naseho
vyrazy je v disledku vlastnosti funkce o nulové, pokud jsou velikosti || F/(2)— F(z)]|
vétsi nez Cl|z — xo|| pro néjakou konstantu C. Zbyva ndm tedy uz ,jen* dokézat
existenci spojitého inverzniho zobrazeni k F' a ziskat pritom dostatecnou kontrolu
nad chovanim hodnot F.

Pro dalsi avahy si zjednodusime praci prevedenim obecného ptripadu na o néco
jednodussi tvrzeni. Zejména bez ijmy na obecnosti lze vhodnou volbou kartézskych
soutadnic dosdhnout 29 =0 € R™, yg = F(z9) =0 € R".

Slozenim zobrazeni F' s jakymkoliv linedrnim zobrazenim G dostateme opét
diferencovatelné zobrazeni a vime také, jak se zméni diferencial. Volbou G(x) =
(D*F(0))~!(x) dostdavdme D (Go F')(0) = idg~. Miizeme tedy zrovna predpokladat

D'F(0) = idgn .

Uvazme nyni zobrazeni K (x) = F(x) — 2. Toto zobrazeni je opét diferencovatelné
a jeho diferencial v bodé 0 je zjevné nulovy.

Pro libovolné spojité diferencovatelné zobrazeni K v okoli pocatku R"™ plati
podle naseho odhadu v Lemmatu [8.4] a diky definici euklidovské normy

1K (z) — K(y)l| < Cn®|lz —yl,

kde C' je ohrani¢eno maximem pies vSechny parcidlni derivace G na sledovaném
okoli. Protoze v nasem pripadé je diferencial K v xg = 0 nulovy, muzeme volbou
dostatecné malého okoli U pocatku dosdhnout platnosti ohraniceni

1K () — K@)l < 2l - ]l

Déle dosazenim za definici K (x) = F(x) — x a pouzitim trojuhelnikové nerovnosti
(= v) + ol < [lu—= o[l + |[v]l, tj. v podobé [Jul| — ||v]| < [[u — v]|, dostévame

ly — =l = [[F(z) = F)ll < |F(z) = F(y) +y —af| < %Ily*xll
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a tedy také

(85) (1= )l —yll = 3z~ 9]l < |F(@) - F)I.

Timto odhadem jsme dosahli opravdu pékného pokroku: jsou-li na nasem malém
okoli U pocatku = # y, pak nutné musi byt také F(x) # F(y). Je tedy nase
zobrazeni vzajemné jednozna¢né. Pisme F~! pro jeho inverzi definovanou na obrazu
U. Pro ni nas odhad rika

1F~ (@) = F )l < 2]z —yll,

je tedy toto zobrazeni urcité spojité. Konec¢né, odhad také zajistuje existenci
a nulovost limity, kterou jsme v potfebovali pro pro aproximacni vlastnosti a
tudiz existenci diferencialu F~1.

Zdanlive jsme tedy jiz tplné hotovi (s diikazem), to ale neni pravda. Abychom
skuteéné dokoncili dikaz, musime ukazat, ze je F' zizené na dostatecné malé okoli
nejen vzajemné jednoznacné, ale ze také zobrazuje oteviené okoli nuly na oteviené
okoli nuly.

Zvolme si § tak malé, aby okoli V' = O5(0) lezelo v U vé&etné své hranice a zaroven
aby Jacobiho matice zobrazeni F' byla na celém V invertibilni. To je jisté mozné, protoze
determinant je spojité zobrazeni. Oznaéme B hranici mnoziny V' (tj. pfislusnou sféru). Protoze
je B kompaktni a F' spojité, ma funkce

p(z) = [|F ()]
na B maximum i minimum. Ozna¢me a = 1 min,ep p(x) a uvazujme libovolné y € O4(0).
Chceme ukazat, ze existuje alesponi jedno x € V' takové, ze y = F'(x), ¢imz bude celd véta o
inverzni funkci dokdzana. Za timto a¢elem uvazme (s nasim pevné zvolenym bodem y) funkci

h(z) = ||F(x) - y|*

Opét obraz h(V) U h(B) musi mit minimum. UkdZeme nejprve, Ze toto minimum nemize
nastat pro z € B. Plati totiz F/(0) = 0 a proto h(0) = |ly|| < a. Zaroveri podle nasi definice
a je pro y € Oq(0) vzdélenost y od F(x) pro € B alespofi a, protoze a jsme volili jako
polovinu minima z velikosti F'(x) na hranici. Minimum tedy nastava uvnitf V' a musi byt ve

staciondrnim bodé z funkce h. To ale znamena Ze pro véechna j = 1,...,n plati
oh, . < ofi
5 )= L2 —w) g2 =

Na tento systém rovnic se mizeme divat jako na systém linedrnich rovnic s proménnymi
& = fi(z) —y; a koeficienty zadanymi dvojnasobkem Jacobiho matice D' F(z). Pro kazdé
z € V ma takovy systém ovsem pouze jedno feseni a to je nulové, protoze Jacobiho matice je
podle naseho predpokladu invertibilni. O

8.17. Véta o implicitni funkci. Nasim dalsim cilem je vyuZit vétu o inverznim
zobrazeni pro praci s implicitné definovanymi funkcemi.

Uvazujme spojité diferencovatelné zobrazeni F(z,y) definované v Es a hle-
dejme body (z,y), ve kterych plati F(x,y) = 0. Pfikladem muze byt tfeba obvykla
(implicitni) definice pfimek a kruZnic:

F(z,y)=ar+by+c=0
F(ﬂc,y):(x—s)2—|—(y—t)2—r2:0, r > 0.

Zatimco v prvém piipadé je (pfi b # 0) predpisem zadand funkce
a c

y:f(x):*gf”*E
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pro vSechna x, ve druhém piipadé miZeme pro libovolny bod (a,b) spliiujici rovnici
kruZnice a takovy, ze b # t (to jsou totiz krajni body kruznice ve sméru soufadnice
x), najit okoli bodu a, na kterém bude bud y = f(x) =t + \/(x — s)2 — r nebo
y=f(z)=t—/(x—5)2—r.

Pfi naértnuti obrazku je divod zfejmy — nemutzeme chtit pomoci funkce y =
f(z) postihnout horni i dolni ptilkruznici zdroveri. Zajimavéjsi jsou krajni body
intervalu [t —r, t+7]. Ty také vyhovuji rovnici kruznice, plati v nich ale F, (s+r,t) =
0, coz vystihuje polohu te¢ny ke kruznici v téchto bodech rovnobéznou s osou y.
V téchto bodech skuteéné neumime najit okoli, na némz by kruznice byla popsana
jako funkce y = f(x).

Navic umime i derivace nasi funkce y = f(z) =t + /(z — $)? — r2, tam kde je
definovana, vyjadfit pomoci parcialnich derivaci funkce F':

() 1 2(x — s) -5 F,

2\ /(x—s)2—-r2 y—t E,

KdyZ prohodime roli proménnych x a y a budeme chtit najit zévislost x = f(y)
takovou, aby F(f(y),y) = 0, pak v okoli bodt (s £ r,t) bez problémt uspéjeme.
Vsimnéme si, ze v téchto bodech je parcidlni derivace F, nenulova.

Nasge pozorovani tedy (pro pouhé dva piiklady) fika: pro funkeci F'(x,y) a bod
(a,b) € E5 takovy, ze F(a,b) = 0, umime jednozna¢né najit funkci y = f(z)
spliujici F(x, f(z)) = 0, pokud je F,(a,b) # 0. V takovém piipadé umime i vypocist
f'(x) = —F,/F,. Dokézeme, ze ve skutecnosti toto tvrzeni plati vidy. Posledni
tvrzeni o derivaci pfitom je dobfe zapamatovalné (a pii peclivém vniméni véci i
pochopitelné) z vyrazu pro diferenciél dy = f/(z)dz a tedy:

0=dF = F,dx + F,dy = (F, + F, f'(z))dx.

Obdobné bychom mohli pracovat s implicitnimi vyrazy F(x,y, z) = 0, pfi¢emz
muzeme hledat funkei g(x,y) takovou, ze F(x,y, g(z,y)) = 0. Jako piiklad uvazme
tteba funkci f(z,y) = 2% + y?, jejimz grafem je rota¢ni paraboloid s pocdtkem v
bodé (0,0). Ten mizeme implicitné zadat také rovnici

0=F(z,y,2) =z — 2% —y>.

Nez sformulujeme vysledek rovnou pro obecnou situaci, vSimnéme si jesté, jaké
dimenze se mohou/maji v problému vyskytovat. Pokud bychom pro tuto funkci F’
chtéli najit kiivku ¢(x) = (¢1(x), ca(z)) v roviné takovou, ze

F(z,c(x)) = F(z,c1(x), ca(x)) =0,

pak to jisté budeme umét (dokonce pro vSechny pocateéni podminky = = a) také,
ale vysledek nebude jednoznaény pro danou pocateéni podminku. Stac¢i totiz uvazit
libovolnou kfivku na rota¢nim paraboloidu, jejiz primét do prvni soufadnice mé
nenulovou derivaci. Pak povazujeme 2 za parametr kiivky a za c(z) zvolime jeji
pramét do roviny yz.

Vidéli jsme tedy, ze jedna funkce m + 1 proménnych zadavé implicitné nadplo-
chu v R™*!, kterou chceme vyjadiit alespoii lokalné jako graf jedné funkce v m
proménnych. Lze o¢ekavat, ze n funkci v m +n proménnych bude zadavat prunik n
nadploch v R™*", coz je ve ,,vét$ing” ptipadii m-rozmérny objekt. Uvazujme proto
spojité diferencovatelné zobrazeni

F=(f1,..., fn) : R®"™™ & R,
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Jacobiho matice tohoto zobrazeni bude mit n fadkt a m + n sloupci a muzeme si
ji symbolicky zapsat jako

of1 df1 0f1 _Of
dx1 " Oxgm  OTmi1r T OTmgn
1 1 1 . . . . . .
DF:(DvaDyF): : .. : : .. : ’
afn af’”. a.f"L afn
0z e 0Ly, 8$m+1 e ax7n+n
kde (z1,...,Tmin) € R™™ zapisujeme jako (z,y) € R™ x R", DLF je matice s

n tadky a prvnimi m sloupci v Jacobiho matici, zatimco DéF je ctvercova matice
tfadu n se zbylymi sloupci. Vicerozmérnou analogii k pfedchozi ivaze s nenulovou
parcialni derivaci podle y je pozadavek, aby matice D; byla invertibilni.

Véta. Necht F : R™T" — R" je spojité diferencovatelné zobrazeni na otevieném
okoli bodu (a,b) € R™ x R™ = R™ ™, ve kterém je F(a,b) = 0 a det D,F # 0.
Potom ezistuje spojité diferencovatelné zobrazeni G : R™ — R™ definované na
néjakém okoli U bodu a € R™ s obrazem G(U), ktery obsahuje bod b, a takové, Ze
F(z,G(z)) =0 pro vSechny x € U.

Navic je Jacobiho matice D'G zobrazeni G na okoli bodu a zaddna soucinem

matic
D'G(z) = —(D,F)~'(z,G(x)) - D, F(z,G(x)).

DUKAZ. Pro zvyseni srozumitelnosti uvedeme napied kompletni diikaz pro nej-
jednodussi piipad rovnice F(z,y) = 0 s funkci F' dvou proménnych. Rozsifime
funkei F' na

F:R* = R?  (2,9) = (,F(z,y)).

Jacobiho matice zobrazeni F je

D'F(z,y) = <Fz(;,y) Fy(g,y)> '

Z predpokladu Fy(a,b) # 0 vyplyva, ze totéz plati i na néjakém okoli bodu (a,b)
a tedy je na tomto okoli funkce F invertibilni podle véty o inverznim zobrazeni.
Vezmeéme tedy jednoznac¢né definované a spojité diferencovatelné inverzni zobrazeni
F~1 na né&jakém okoli bodu (a,0).

Nyni ozna¢me 7 : R?2 — R projekei na druhou soufadnici a uvazujme funkci
f(x) = mo F~(x,0). To je dobfe definovana a spojité diferencovatelna funkce.
Méame ovérit, ze nasledujici vyraz

F(z, f(2)) = F(z,m(F~(z,0)))

bude na okoli bodu # = a nulovy. Piitom z definice F(z,y) = (x, F(x,y)) vy-
plyva, Ze i jeji inverze musi mit tvar F~1(x,y) = (2, 7F~(x,y)). Mizeme proto
pokracovat v predchozim vypoctu:

F(z, f(2)) = n(F(z,7(F(2,0)))) = n(F(F " (,0))) = n(z,0) = 0.

Tim mame dokdzanu prvni ¢ast véty a zbyva spocist derivaci funkce f(z). Tuto
derivaci muzeme odecist opét z véty o inverznim zobrazeni pomoci matice (Dlﬁ )~

Naésledujici vysledek je snadné ovéfit rozndsobenim matic. (Spocist lze také
pfimo explicitni formuli pro inverzni matici s pomoci determinantu a algebraicky

adjungované matice, viz odstavec [2.22))

(ni i) =G (e o).
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Dle definice f(x) = 7F~!(x,0) nas z této matice zajima prvni polozka na druhém
iadku, kterd je pravé Jakobiho matici D' f. V nasem jednoduchém piipadé je to
pravé pozadovany skalar —F, (z, f(x))/F,(z, f(x)).

Obecny diikaz je bezezbytku stejny, neni v ném potreba zménit Zadnou z uvedenych for-
muli, kromé posledniho vypoctu derivace funkce f, kde misto jednotlivych parcialnich derivaci
budou vystupovat p¥isluné &asti Jacobiho matice DLF a D;F. Samozrejmé je pritom treba
misto se skalary pracovat s vektory a maticemi. Pro vypocet Jacobiho matice zobrazeni G opét
pouzijeme vypoctu inverzni matice, neni ale az tak vhodné pfimo vyuZit postupu z odstavce
[2:22] Snadngjsi je nechat se p¥imo inspirovat ptipadem v dimenzi m +n = 2, oznaéit si matici

—1
17—-1y id]R'm 0 o A B
(D) = (DiF(x,y) DiF(w,y)> B (C D
s bloky danymi délenim na m a n fadka i sloupct (tj. napf. A ma rozmér m x m, zatimco C
je rozméru n x m) a pfimo spodist matice A, B, C, D z defini¢ni rovnosti pro inverzi:

idgm 0 (A B\ _ (idgm 0
DyF(z,y) DyF(z,y) C D)\ 0 idgn)"

Zjevné odtud plyne A = idgm, B =0, D = (D,F)"" a kone¢n& DLF + D)F -C = 0. Z
posledni rovnosti pak dostavame poZadovany vztah
D'G=C=—(D,F)""-D.F.

Tim je véta dokazana. O

8.18. Piiklad. Bud déno zobrazeni F : R* — R, F(z,y) = zysin (3zy?). Ukaite,
7e rovnost F'(x,y) = 1 zadavéa v néjakém okoli U bodu 1 implicitné funkei f: U —
R, tak ze F(x, f(x)) =1 pro x € U. Navic f(1) = 1. Urétete f'(1).

Reseni. F,(1,1) = xsin (Fay?)+ma?y? cos (Fay?) (1,1) = 1, tedy predpis F(z,y) =
1 zad4vé implicitné na okoli bodu (1, 1) funkci f : R — R. Pro jeji derivaci potom
plati

f(@) = —fﬁ;a,n —-1=-1

O

8.19. Gradient funkce. Jak jsme vidéli v minulém odstavci, je-li F' spojité di-
ferencovatelnd funkce n proménnych, zadava pfedpis F(z1,...,2z,) = b s néjakou
pevnou hodnotou b € R podmnozinu M C R", kterd miva vlastnosti (n — 1)-
rozmérné nadplochy. Presnéji feceno, pokud je vektor parcidlnich derivaci

DIF:(af af)

Ox’ " Oy,

nenulovy, miZeme lokalné mnozinu M popsat jako graf spojité diferencovatelné
funkce v n — 1 proménnych. Hovotrime v této souvislosti také o droviiovych mnoZzi-
ndch M. Vektor D'F € R" se nazyvéa gradient funkce F. V technické a fyzikalni
literatufe se Casto zapisuje také jako grad F'.

Protoze je M, zadano pomoci konstantni hodnoty funkce F', budou derivace
kiivek lezicich v M mit jisté tu vlastnost, Ze na nich bude diferencidl dF' vzdy
vy¢islen nulové — skuteéng, pro kazdou takovou kiivku bude F(c(t)) = b a tedy i

d oo
ZF(e(t) = dF (e (1) = 0.
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Naopak uvazme obecny vektor v = (vy,...,v,) € R™ a velikost pfislusné smérové
derivace
0 13}
o) = | 2Ly o 20 | cos o DAE o]
ox Oy,

kde ¢ je odchylka vektoru v od gradientu F', viz pojednani o odchylkach vektord a
primek ve ¢tvrté kapitole (deﬁnice. Odtud ovSem vyplyva, ze nulové jsou pravé
ty smérové derivace, které jsou kolmé na gradient, zatimco smér zadany gradientem
je praveé ten smér, ve kterém funkce f nejrychleji roste.

Je tedy zfejmé, Ze tecné rovina k neprazdné iroviiové mnoziné My, v okoli jejiho
bodu s nenulovym gradientem D!'F je uréena ortogonalnim doplitkem ke gradientu
a samotny gradient je tzv. normdlovym vektorem nadplochy M.

Napf. pro sféru v R? o poloméru r > 0 a st¥edu (a, b, ¢) zadanou rovnici

Fz,y,2) = (z—a)’ + (y = 0)* + (2 = ¢)* =17
dostédvame normalové vektory v bodé P = (zg, yo, 20) jako nenulovy nésobek gra-
dientu, tj. nasobek privodice
D'F = (2(wo — a),2(yo — b), 2(20 — 0))

a tecné vektory budou pravé vsechny vektory kolmé na gradient. Implicitné proto
jde vzdy te¢nou rovinu ke sféfe v bodé P popsat s pomoci gradientu rovnici

0= (zo — a)(z — x0) + (yo — 0)(y — yo) + (20 — ¢)(z — 20).
To je specialni pfipad obecné formule:

Véta. Pro funkci F' n proménngch a bod P = (a1,...,a,) € My v jehoz okoli je
My, grafem funkce (n — 1) proménngch je implicitni rovnice pro tecnou nadrovinu

_9f of
n o1 Oy,

DUKAz. Tvrzeni je zfejmé z predchoziho vykladu. Teénd nadrovina totiz musi
byt (n — 1)-rozmérnd, jeji zaméteni je proto zadané jako jadro linedrni formy dané
gradientem (nulové hodnoty pfislusného linedrniho zobrazeni R™ — R zadaného
nasobeni sloupce souradnic fadkovym vektorem grad F'). Zvoleny bod P pfitom
nasi rovnici zjevné vyhovuje. ([l

0 (P)-(x1 —ay)+---+ (P) - (xn, — an).

Piiklad. Uvazujme model osvétleni 3D objektu, kde zndme smér v dopadu svétla
na 2D povrch, tj. mnozinu M zadanou implicitné rovnici F(z,y, z) = 0. Intenzitu
osvétleni bodu P € M pak definujme jako I cosp, kde ¢ je tthel mezi normélou
zadanou gradientem a vektorem opac¢nym ke sméru svétla. Znaménko naseho vyrazu
pak bude oznacovat, kterou stranu plochy osvétlujeme.
Napf. smér osvétleni o intezité Iy muze byt v = (1,1, —1) (tj. ,Sikmo dola“)
a objektem miize byt tieba koule (tj. F(x,y,z) = 22 + y> + 22 — 1). Pro bod
P = (z,y,z) € M proto dostaneme intenzitu
1(P) = grad ' - v Io = —2w—2y+2z10.
| grad F'[|||v|] 2V3
Vsimnéme si, Ze dle ofekavani je maximélni (plnou) intenzitou I, osvétlen bod

P= %(—17 —1,1) na povrchu koule.
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8.20. Tecny a normaly k implicitné definovanym plocham. Piejdéme nyni
k obecnym dimenzim. Mame-li zobrazeni F : R™*t" — R", tj. n rovnic

filzr, oo Tman) =bsy, i=1,...,n,
pak za podminek véty o implicitni funkci je mnoZina vSech feSeni (z1,...,Tm+tn)
grafem zobrazeni G : R™ — R". Pro pevnou volbu b = (by,...,b,) je samo-

zfejmé mnozinou vSech FeSeni prinik nadploch M(b;, f;) prislusejicich jednotli-
vym funkcim f;. Totéz musi platit pro tecné sméry a normalové sméry. Je-li proto
D'F Jacobiho matice zobrazeni implicitné zadavajiciho mnozinu M s bodem P =

(a1y...,Qmin) € M, v jehoz okoli je M grafem zobrazeni,
df1 Of1
Oz ce OTm4n
D'F = : . :
Ofn Ofn
8361 e 8xm+n

potom bude afinni podprostor v R™*" obsahujici pravé vSechny teény bodem P
déan rovnicemi:

o o1

0= axl(P)'(l‘l—a1)+"'+87xn<P>'(l‘m+n—am+n)
Ofn ofn
0= 2P (o1 =)+ S ) i — ).

Tento podprostor se nazyva teény prostor k (implicitné zadané) plose M v bodé P.
Normdlovy prostor v bodé P je afinni podprostor generovany bodem P a gradienty
véech funkci fi,..., f, v bodé P, tj. fadky Jacobiho matice D'F.

Jako jednoduchy priklad si spoc¢téme teénu a normalovy prostor ke kuzelosecce
v R3. Uvazujme rovnici

0=f(z,y,2) =2z —Va?+y?
kuzelu s vrcholem v pocatku a rovinu zadanou
0=yg(z,y,2) =2z—2c+y+1.

Bod P = (1,0, 1) patii jak kuzelu tak roviné a prinik M téchto dvou ploch je kiivka
(namalujte si obrézek). Jeji te¢nou v bodé P bude piimka zadana rovnicemi

1 1
0=— ——=22 (r—1)— ———=2 cy+1-(z—1)
2\/x? + y2 z=1,y=0 - v a? + y2 r=1,y=0
=-—x+z

0==2@-1)+y+(:z-1)=-2ax+y+2z+1
zatimco rovina kolma k nasi kiivce bodem P bude parametricky dana vyrazem
(1,0,1) + 7(—=1,0,1) + o(—2,1,1)

S parametry 7 a o.
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8.21. Vazané extrémy. Nyni se dostavame k prvni opravdu vazné aplikaci di-
ferencidlniho poctu vice proménnych. Typickou tlohou optimalizace nebo fizeni je
najit extrémy hodnot zavisejicich na nékolika (ale koneéné mnoha) parametrech,
ovsem za néjakych dalsich podminek na vzajemné vztahy parametri.

Velice casto ma feSend uloha m+n parametri, které jsou vazany n podminkami.
V nasem jazyce diferencidlniho poc¢tu tedy hledame extrémy spojité diferencova-
telné funkce h na mnoziné bodtt M zadanych implicitné rovnici F(z1,. .., Tmin) =
0. K tomu mizeme pouzit tytéz postupy jako drive.

Pokud je M ve vSech svych bodech grafem hladkého zobrazeni v m proménnych,
musi byt kazdy extrém P € M staciondrnim bodem, tj. pro kazdou kiivku ¢(t) C
M prochézejici pfes P = ¢(0) musi byt h(c(t)) extrémem pro tuto funkci jedné
proménné. Proto také musi byt derivace

L h(e(t)) im0 = desyh(P) = dh(P)(E(0)) = 0.
To ale znamené, Ze diferencial funkce h se v bodé P nuluje na vSech teénych pii-
rustcich k M v bodé P. Tato vlastnost je ekvivalentni tvrzeni, ze gradient h lezi v
normdlovém podprostoru (pfesnéji v jeho zaméteni). Takové body P € M budeme
nazyvat staciondrni body funkce H vzhledem k vazbam F.

Jak jsme vidéli v minulém odstavci, normalovy prostor k nasi mnoziné M je
generovan tfadky Jacobiho matice zobrazeni F' a stacionarni body jsou proto ekvi-
valentné urceny nasledujicim tvrzenim, kterému se ¥ika metoda Lagrangeovych mul-
tiplikdtori:

Véta. Necht ' = (f1,...,fn) : R™T™ — R" je spojité diferencovatelnd v okoli
bodu P, F(P) =0 a M je zaddna implicitné rovnici F(z,y) = 0 a hodnost matice
D'F v bodé P je n. Pak P je staciondrnim bodem spojité diferencovatelné funkce
h:R™T" 5 R prdve, kdyz existuji redlné parametry M1, ..., \, takové, Ze

gradh = Ay grad f1 + -+ + A, grad f,.

Vsimnéme si poctu neznamych a rovnic v tomto algoritmu: gradienty jsou vek-
tory o m+n soutadnicich, tedy pozadavek z véty dava m-+n rovnic. Jako proménné
mame jednak soutadnice x1,..., T4y, hledanych stacionarnich bodu P, ale navic
také n parametra )\; v hledané linearni kombinaci. Zbyva vsak pozadavek, ze hle-
dany bod P patfi implicitné zadané mnoziné M, coz predstavuje dalsich n rovnic.
Celkem tedy mame n + m rovnic pro n + m proménnych a proto lze ocekavat, ze
feSenim bude diskrétni mnozina bodt P (tj. kazdy z nich bude izolovanym bodem).

8.22. P¥iklady.

8.22.1. Zkusme néjaky explicitni priklad. Za mnoZinu S zvolme opét jednotkovou
sféru vIR3 a K bude krusnice K C S vznikld prinikem této sféry s rovinou zadanou
rovnici x +y + z = 0. Budeme hledat extrémni hodnoty funkce

h(z,y,2) =2® + 93 + 23

na objektech zadanych implicitné pomoct bud jen funkce F nebo dvojice funkci F a
G, které jsou definovany vyrazy

F(z,y,2)=2"+y*+2°—1, Gz,y,2)=z+y+z
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ResSeni. Za¢néme hledanim stacionarnich bodt pro funkci h na sféfe S. Vipoétem
piislusnych gradientt (napt. grad h(z,y,2) = (322,3y2,322)) dostaneme systém
rovnic

0=3z%—2\z
0=3y>—2\y
0=322—-2\z

0=a?+y*+22 -1,

coz je systém Ctyr rovnic o ¢tyfech proménnych. Pred fesenim tohoto systému si
zkusme odhadnout, kolik lokdlnich vazanych extrémi bychom méli ¢ekat. Urcité
bude h(P) v absolutni hodnoté rovno na jednotkové sféfe nejvyse jedné a to na-
stane ve v8ech prunicich soufadnych os s S. Mame tedy pravdépodobné 6 lokdlnich
extrému. Déle uvniti kazdé osminy sféry vytcéené souradnymi rovinami muze, ale
nemusi, byt dalsi extrém. Jednotlivé kvadranty lze snadno oparametrizovat a pru-
béh funkce h coby funkce dvou parametrii ovéfit standardnim zptisobem (nebo si
nechat vykreslit tfeba v Maplu).

Regenim systému (af uz rukou nebo opét v Maplu) obdrzime ve skute¢nosti
spoustu stacionarnich bodi. Kromsé Sesti, o kterych uz vime (dvé souradnice nulové
a jedna +1) a u kterych je A = i%, jsou to napf. jesté body

V3 V3 V3
37373 )
ve kterych skutecné nastava lokalni extrém.
Jestlize omezime nas zdjem na body kruznice K, musime pridat dalsi funkci
G jeden dalsi volny parametr 1 coby koeficient u jejiho gradientu. Dostaneme tak
vétsi systém rovnic

Py = +(

0=3z2—-2\z—1n
0=3y2—2\y — 7
0=322—-2\z—1n
0= +y*+22-1

O=xz+y+=z
Protoze je i kruznice kompaktni mnozinou, nutné na ni musi mit A globalni maxi-
mum a globalni minimum. Dalsi rozbor ponechame na ¢tenafi. (]
8.22.2. Urcete, zda existuji mazima a minima funkce f : (RT)" = R, f(xq1,...,2,) =

Yxy Xy za podminky v + - +x, =c,c€RT, 2y >0,..., z, > 0.

Reseni. Normélovy vektor k nadroviné definované podminkou je (1,...,1). Extrém
muze nastat v bodech, kdy je gradient zkoumané funkce nasobkem normaly. Pro
tyto body tedy dostavame soustavu

1 1
— /T T T, =k, i=1,...n
n n/, n—1
Ty
Tato soustava mé na zkoumané mnoziné jediné feseni z1 = -+ = x,, k = 1,

coz odpovidd maximu dané funkce. Pokud bychom totiz v omezeni uvazovali z;
nezdpornd, jednalo by se o kompaktni mnozinu, tedy danéd funkce by na ni méla
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jak maximum, tak minimum. Minimum (nula) by nastévalo, pokud by libovolna z

proménnych byla nulova, v nalezeném bodé tedy musi nastat maximum. (I
Poznamenejme, ze predchozi piiklad je dikazem znamé AG nerovnosti. Pro n
realnych cisel x1, xo,...,xr, definujeme jejich aritmeticky primér jako ¢islo
Alxy,. .. xp) = ——.
n
Geometricky pramér nezadpornych realnych ¢isel xq, . . ., x, pak definujeme jako ¢islo
G(x1,...,xn) = w1 Ty
Zminéna nerovnost pak pravi, Ze pro nezaporna realna ¢isla x1, ..., x, plati
Ay, ... xn) > G(x1, ..., @),
pri¢emz rovnost nastava praveé pro xy = -+ = x,.

8.22.3. Rozhodnéte, zda funkce f : R® — R, f(z,y,2) = 2%y nabyvd extrémii na
plose 222 + 2y® + 22 = 1. Pokud ano, tak tyto extrémy naleznéte a urcete o jaké
extrémy se jednd.

Reseni. Protoze vysetiujeme extrémy spojité funkce na kompaktni mnoziné (elip-
soidu) — je to uzaviend a omezend mnozina v R” — musi na ném dand funkce nabyvat
jak minima, tak maxima. Navic, protoze vazebni podminka je dana spojité diferen-
covatelnou funkci a zkoumand funce je diferencovatelna, extrémy musi nastat ve
stacionarnich bodech vySetfované funkce na dané mnoziné. Pro staciondrni body
sestavime soustavu:

20y = dkx
? = 4dky
0 = 2kz

1

Jejim fesenim jsou body (j:%, 0) a (:l:%, — 75 0). Funkce nabyva pouze dvou

1
ﬁv
funkénich hodnot v téchto ¢tytech stacionarnich bodech. Z vyse uvedeného vyplyva,
ze prvni dva uvedené stacionarni body jsou maxima dané funkce na uvedeném

elipsoidu a druhé dva potom minima. O

8.22.4. Urcete, zda existuji mazima a minima funkce f : R® — R, f(x,y,2) =
2z — xy? na sfére

24y 22 =1
Pokud extrémy existuji, urcete je.

ResSeni. Resime soustavu

r = —ky?
y = —2kxy
z = k

Z druhé rovnice dostavame, ze bud y = 0, nebo x = fﬁ. Prvni moznost vede k

bodim (0,0,1), (0,0,—1). Druhad pak nemuzZe byt splnéna (dosazenim do rovnice

koule dostaneme rovnici
I S B
4k2 - 2k2 -

ktera nema feseni. Ve dvou vypoctenych bodech na dané sféie ma funkce maximum,
resp. minimum. O
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8.22.5. Rozhodnéte, zda existuji extrémy funkce f : R® — R, f(x,y,2) = zyz, na
elipsoidu uréeném rovnict

g(x,y,2) =ka* + 1y +22 =1, kRt

Pokud extrémy existuji, urcete je.

ReSeni. Nejprve sestavime rovnice, které musi spliiovat stacionarni body dané
funkce na elipsoidu:

dg Of B
Fr /\8;5 oyz =2)Mkx
dg of

A A =2
ay /\3y Tz Ay
dg |\ Of B

9. /\('“)z oxy =2\z.

Snadno nahlédneme, ze fesenim dané rovnice musi byt trojice nenulovych ¢isel. Po
vydéleni dvojic rovnic a dosazeni do rovnice elipsy dostaneme osm feSeni Dosta-
neme osm stacionarnich bodt x = j:\/%, y = :I:ﬁ, z = :t%, v nichz ovSem
funkce f nabyva pouze dvou rtznych hodnot. Protoze f je spojitd a dany elipsoid
je kompaktni, tak na ném f nabyva jak svého minima, tak maxima. Nebof navic
jak f tak g jsou spojité diferencovatelné, tak tyto extrémy musi nastat v stacio-
narnich bodech. Neni tedy jiné moznosti, nez ze ¢tyri z danych stacionarnich bodu

jsou lokalnimi maximy dané funkce s maximem 3%/@’ zbyvajici ¢tyti pak minima

1

s hodnotou REWeTE O
8.22.6. Rozhodnéte, zda funkce f : R® — R, f(x,y,2) = y?z nabyvd extrémii na
Usecce dané rovnicemi 20 +y+z2=1,

x—y+2z =0 aomezenim x € (—1,2). Pokud ano, tak tyto extrémy naleznéte
a urcete o jaké extrémy se jednd. Vsechna svoje rozhodnuti zduvodneéte.

Reseni. Hleddme extrémy spojité funkce na kompaktni mnoziné, funkce tedy bude
nabyvat na dané mnoziné jak svého minima tak maxima a to bud v bodech, kde je
gradient zkoumané funkce linearni kombinaci gradient funkci zadavajici vazebni
podminky, nebo v krajnich bodech usecky. Najdéme body spliujici podminku s
gradienty:

0 = 2k+1
20z = k-1
P o= k42
20 4+y+2z = 1
r—y+2z = 0,
kterd ma Feseni (z,y,2) = (3,0,—3%) a (z,y,2) = (5,%,—%) (proménné k a |
miizeme samoziejmé dopocitat také, ale nezajimaji nas). Krajni body dané usecky
jsou (—=1,2,3) a (2,—3,—3). Z téchto ¢tyr bodi nabyva funkce nejvétsi hodnoty
v prvnim z krajnich bodt (f(x,y,z) = %), tam tedy nabyvd maxima na dané
usecce a nejmensi hodnoty v druhém z krajnich bodu (f(x,y,2) = —%), tam tedy

nabyva svého minima na dané usecce. O
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2. Integrovani podruhé

Nyni se vratime k procesu integrovani, ktery jsme c¢asteéné popsali v druhé
Casti Sesté kapitoly. Neptijdeme do detailti a budeme se souttedit na rozsifeni tohoto
procesu pro veli¢iny zavislé na vice proménnych, piipadné zavislé na parametrech.

8.23. Integraly zavislé na parametrech. JestliZe integrujeme podle jedné pro-
ménné z funkci n + 1 proménnych f(z,y1,...,yn), potom vysledek bude funkei
F(y1,...,yn) v zbyvajicich proménnych.

Casto se v praktickych tlohach setkdvame s tikolem vySetfovat pravé takovou
funkci F'. Napf. muzeme hledat objem, povrch nebo obsah télesa zavisejiciho na pa-
rametrech a urcit tfeba minimalni a maximélni hodnoty (i s dodateénymi vazbami).
Z prvni ¢asti této kapitoly vime, ze pro takové cely mame nastroje opirajici se o
parcialni derivace funkci. Idealni by proto jisté bylo, kdybychom mohli operace
derivovani a integrovani prohodit a nasledujici véta to skutecné pro dosti Sirokou
t¥idu funkci potvrzuje:

Véta. Pro spojité diferencovatelnou funkci f(x,y1,...,yn) definovanou pro x z
koneéného intervalu [a,b] a na néjakém okoli bodu ¢ = (c1,...,c,) € R™ wvaZujme
integrdl

b
F(ylaayn):/ f(xvyla'-'7yn)d$-

Potom plati pro vsechny indexy j =1,...,n
Ja b
8—(c): ﬁ(ac,cl,...,cn)dav
dy; o O0yj

DUKAZ. Pro ovéfeni naseho vztahu je tieba vzpomenout definici Riemannova
integralu. Ta vy¢isluje pro libovolnou spojitou funkci jeho hodnotu pomoci aproxi-
maci kone¢nymi soucty (ekvivalentné hornimi, dolnimi nebo Riemannovymi soucty
s libovolnymi reprezentanty, viz odstavec v Sesté kapitole). Je zfejmé, ze pri
dikazu je tfeba brat v tvahu pouze souradnici y; parametr (ostatni jsou prosté
konstantni pro vSechny nase tvahy), proto si technicky formulace zjednodusime,
kdyZ se rovnou omezime na piipad n =1 a tedy y = (y1).

Zvolme proto néjaké déleni = intervalu [a,b] a jeho reprezentanty &; a zkou-
mejme jednotlivé s¢itance Riemannova souctu Sz ¢ pro integral derivované funkce
f- S vyuzitim véty o stfedni hodnoté dostavame pro kazdy maly prirtstek i para-
metru ¢ = (¢q):
of
f(& e+ h) = f(&i,0) = h@(fiﬂ)
s hodnotou y € [¢, ¢ + h]. Diky predpoklddané spojitosti parcidlnich derivaci a pfi
znamé normé déleni = 1ze proto odhadnout odchylku sc¢itance

of

dy

v Riemannové souctu od vyrazu v pfislusné aproximaci Riemannovymi soucty pro
derivaci integralu

1

L(F(e+ 1)~ F(@) = Y0 2 (7(& e+ b) = [ )i — ).

(&) (it1 — i)

%
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V limité pro h — 0 se tedy blizime pravé pozadovanému tvrzeni. Potfebujeme jiz
pouze ovérit, ze chybu v tomto odhadu budeme umét odhadnout pouze v zavislosti
na h, stejnomérné pres cely interval pies ktery integrujeme.

PFi ditkazu existence Riemannova integralu pro spojité funkce jsme dokazovali, ze funkce
spojitd na konecném intervalu je ve skutecnosti stejnomérné spojita, tj. rozdily hodnot umime
kontrolovat podél celého intervalu stejnomérné ohranienim vzdalenosti nezavisle proménné.
Jestlize se podivdme na tuto argumentaci pozornéji, zjistime, ze podstanou vlastnosti intervalu
byla pouze jeho kompaktnost. Proto plati, Ze i funkce vice proménnych spojité na kompaktnim
intervalu jsou zde spojité stejnomérné.

Odtud vyplyva, Ze pro zvolenou malou mez ¢ pro vzdélenost |y — ¢| < § mame k dispozici
univerzélni odhad |2L(&;,y) — 2L(&;,¢)| < €() a €(8) — 0 pfi & — 0. V nadem pfiblizeni

dy dy
Riemannovymi soucty miizeme proto pfimo nahradit diferenci parcialni derivaci, aniz bychom
chybu zvétsili o vice nez ¢(d). Tim je dikaz ukon&en. O

Predchozi véta ma Cetna vyuziti. Napf. ji mtzeme ocenit pfi zkoumani integral-
nich transformaci, kterym jsme se vénovali v druhé ¢asti pfedchozi kapitoly sedmé.
Derivacemi znamych vysledkt tak dostaneme v fadé pripadt snadno transformace
derivaci ptuvodné transformovanych funkci.

Také nase predchozi vysledky o extrémech funkci vice proménnych nyni maji
pfimé pouziti napf. pro minimalizaci ploch nebo objemi objektid zadanymi funk-
cemi v zavislosti na parametrech.

8.24. Integrace funkci vice proménnych. Tak jak jsme motivovali integrovani
predstavou o vypoctu plochy pod grafem funkce jedné proménné, muzeme prak-
ticky stejné postupovat u objemu ¢asti trojrozmérného prostoru pod grafem funkce
z = f(z,y) dvou proménnych. Misto vybéru malych intervalii [x;,z;y1] délicich
cely interval, pfes ktery integrujeme, a ptiblizenim pfislusné ¢asti objemu ploskou
obdélniku s vyskou danou hodnotou funkce f v reprezentantu tohoto intervalu &,
tj. vyrazem
&) (wigr — i),

budeme pracovat s délenimi v obou proménnych a hodnotami reprezentujicimi
vysku grafu nad jednotlivymi obdélnicky v roviné.

Prvné se ale musime vyporadat s oborem integrace, tj. oblasti v roviné promén-
nych, nad kterou chceme nasi funkci f integrovat. Piikladem muze slouzit funkce
z = f(x,y) = /1 — 2% — y?, kterd pro (x, y) uvniti jednotkového kruhu mé za sviij
graf povrch jednotkové sféry. Integrovanim této funkce na jednotkovém kruhu tedy
dostaneme objem poloviny jednotkové koule.

Nejjednodussim piistupem je uvazovat pouze obory integrace S, které jsou dany
jako souciny intervalii, tj. jsou zadany rozsahem x € [a,b] a y € [c,d]. Hovofime v
této souvislosti o vicerozmeérném intervalu. Pokud je S jind ohrani¢end mnozina v
R?2, pracujeme misto ni s dostateéns velikou oblastni [a, b] x [c, d], ale upravime nasi
funkei tak, ze f(z,y) = 0 pro v8echny body mimo S. Pro nasi kouli bychom tedy
integrovali na mnoziné S = [—1, 1] x [—1, 1] funkci

1—22—y2 proz?+y2<1

J(@,y) = {0 jinak.

Definice Riemannova integralu pak zcela vérné sleduje nas postup z odstavce
[6-13] Mizeme tak pfitom ¢init pro libovolny koneény pocet proménnych. Integral
existuje, jestlize pro kazdou volbu posloupnosti déleni = (nyni ve vSech proménnych
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zaroven) a reprezentantli jednotlivych krychlicek
& € [131',131'_;,_1] X ... X [Zj,Zj+1] Cc R™,

s maximalni velikosti mezi vSemi pouzitymi intervaly jdouci k nule, budou integralni
soucty (vSimnéme si, Ze potfebujeme tolik indexti pro oznac¢ovani subintervalii, kolik
mame soufadnic)

Sze= Y (& ) (@itn— i) (241 — 7).
iyeensd
konvergovat k jedné hodnoté, kterou zapisujeme

/f(x,...,z)dm...dz
s

Pro vsechny spojité funkce f opét lze dokazat existenci Riemannova integralu a
tento vysledek lze snadno rozsifit pro ,dostatecné spojité“ funkce na ,dostatecné
rozumnych“ oborech integrace.

Omezenou mnozinu S C R™ oznaCujeme za Riemannovsky meéritelnou, jestlize
je jeji charakteristickd funkce, definovana x(x1,...,2,) =1 pro (z1,...,2,) €S a
x(z1,...,2,) = 0 pro vSechny ostatni body v R™, Riemannovsky integrovatelna.

Tato definice Riemannova integralu nedava pfimo rozumny navod, jak hod-
noty integralt skutecné vypocist. Sama ale okamzité vede k zakladnim vlastnostem
Riemannova integralu (srovnejte s Vétou :

Véta. Mnozina Riemannovsky integrovatelnych funkci na vicerozmérném intervalu
S C R” je vektorovym prostorem a Riemanniv integrdal je na ném linedrni formou.

Pokud je obor integrace S zaddn jako disjunkini sjednocent koneéné mnoha Ri-
emannovsky méritelnych oboru S;, je integrdl funkce f pres S ddn souctem integrdli
pres obory S;.

DUKAZ. VSechny vlastnosti plynou pfimo z definice Riemannova integralu. Do-
porucujeme promyslet samostatné podrobnosti. (I

Prvni ¢ast véty lze zapsat obvyklou formuli fikajici, Ze integrace linedrni kom-

binace (nad skaldry v R) integrovatelnych funkci f; : R* = R, i =1,...,k, je vzdy
mozné a spocCte se takto:

/(a1f1($1,...,xn)—|—-~-—|—akfk(a:1,...,mn))dxl...dxn
s

=a,1/fl(xl,...,:cn)dxl...dmn—|—---—|—ak/fk(xl,...,mn)dajl...dxn.
S S

Druha cast pak fika ze pro disjukntni Riemannovsky méritelné mnoziny S; a S; a
na obou téchto mnozinach integrovatelnou funkci f : R™ — R plati

/ flzy,. .. zy)day .. day,
S1USo

= f(a:l,...,xn)d:vl...dxn+/ flxy,. .. xy)dey .. day,.
Sl S2
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8.25. Nasobné integraly. Riemannovsky integrovatelné mnoziny zejména zahr-
nuji pfipady, kdy 1ze S definovat pomoci spojité funkéni zavislosti soutfadnic hrani¢-
nich bodt tak, Ze pro danou prvni soufadnici z umime zadat dvémi funkcemi rozsah
dalsi soufadnice y € [p(x), ¥ (x)], poté rozsah dalsi soufadnice z € [n(x,y), {(x,y)]
apod. pro vSechny dalsi soufadnice.

V ptipadé nasi koule to skuteéné umime: pro x € [—1, 1] definujeme pro y rozsah
y € [—v1 — 22,41 — 22]. Objem koule pak miizeme bud spoditat integrovanim vyse
uvedené funkce f nebo muzeme integrovat charakteristickou funkci koule, tj. funkci
identicky rovnou jedné na oblasti S C R?, ktera je definovana jesté dalsim uréenim
2€[—y/1—a2—y2 /1 —22 —y2.

Podstatna je pritom nasledujici véta, ktera prevadi vypocet Riemannova in-
tegralu na postupny vypocet nékolika integralii v jedné proménné (a ostatni pro-
ménné jsou pritom povazovany za parametry, které se mohou objevovat i mezich
pro integraci)

Véta. Necht S je ohranicend mnoZina zadand jako vyse a f je spojitd funkce na
S. Pak je Riemanniv integrdl funkce f pres mnozZinu S vycislen formuli

/f(xl,;vg,...,xn)dx...dz
s

b P(x1) ((x,y,...)
:/ / / flar,xo, ... xy)day, | .. das | day
Ja \Je(z1) Jn(z,y,...)

DUKAZ. Vysledek vyplyva docela snadno pfimo z definice Riemannova integralu pomoci
kone¢nych soucti. Stadi si peclivé hlidat vhodné poskladani jednotlivych séitanct koneénych
soutd tak, aby vychazely postupné priblizeni integrali ve vnitfnich zavorkach. Diky stejno-
mérné spojitosti O

Dusledek. Pro vicerozmérny interval S = [ay,b1] X [az, ba] X ... X [an,by] a spojitou
funkei f(x1,...,2,) na S je nasobny integrdl

by bo by
/f(:vl,...,xn)dxl...dasn:/ / flzr, .. xn)dey .. day,
S a as

QAn,

nezavisly na poradi ve kterém postupné integraci provadime.

DUKAZ. V predchozi vété je v pripadé vicerozmérného intervalu S kterékoliv
poradi integrace vyjadfenim oblasti S v pozadovaném tvaru. Na vysledku integralu
tak pofadi integrace nemtize mit vliv. O

Tento diisledek jsme uz jednou dfive vyuzili pfi studiu vztahu Fourierovych
transformaci a konvoluci, viz odstavec

8.26. Zména souradnic pii integraci. Pfi vypoctu integrald funkei jedné pro-
ménné jsme pouzivali transformace soufadnic jako mimofadné silny nastroj. Zkusme
proto zavérem nasi diskuse o integrovani naznacit, jak lze transformace soufadnic
pouzivat pro integraly funkci vice proménnych.

Pfipomerime nejdiive (s vhodnou interpretaci pro nésledné zobecnéni), jak je to
s transformacemi pro jednu proménnou. Integrovany vyraz f(x) dx vyjadfuje plochu
obdélni¢ku ur¢eného (linearizovanym) pfiristkem proménné z a hodnotou f(z).
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Pokud proménnou transformujeme vztahem x = u(t), vyjadiuje se i linearizovany
prirtstek jako
du

do =
T

a proto i prislusny pfispévek pro integral je vyjadfen jako

(o),

pfiéemz bud predpoklddame, ze znaménko derivace u'(t) je kladné, nebo dojde k
obraceni mezi integralu, takze ve vysledku se znaménko neprojevi.

Intuitivné je postup v n proménnych docela podobny, pouze musime pouzit
znalosti z linearni algebry o objemu rovnobéznosténti.

V Riemannovych souctech prouzivame pro Riemannovy integraly pfiblizeni,
které bere objem (plochu) malého vicerozmérného intervalu a nésobi tuto hodno-
tou funkce v reprezentujicim bodé. Pokud pouzijeme transformaci souradnic, dosta-
neme nejen hodnotu funkce v reprezentujicim bodé v novém souradném vyjadrent,
ale musime také vést v patrnosti zménu plochy nebo objemu prislusného malého vi-
cerozmérného intervalu. Opét tu pajde o linearni pfiblizeni zmény a tu mame dobie
zvladnutou — jde preci o pusobeni linearniho pfiblizeni pouZité transformace, tj.
akci Jacobiho matice, viz Zména objemu je pfitom déna (v absolutni hodnoté&)
pomoci determinantu z této matice (viz nase ivahy na toto téma v linedrni algebfe,

zejména (4.25)).

Véta. Necht G(ty,...,t,) : R — R", (x1,...,2,) = G(t1,...,tn), je spojité
diferencovatelné zobrazeni, S = G(T) a T jsou Riemannovsky méritelné mnoZiny a
f S — R spojitd funkce. Potom plati

/f(xl,....,:cn)d:cl...xn:/f(G(tl,...,tn))|det(D1G(t1,...,tn))|dt1...dtn.
S T

DUKAZ. Podrobny formélni diikaz nebudeme prezentovat, je vSak pfimocarou
realizaci vySe uvedené tivahy ve spojeni s definici Riemannova integralu. (]

Abychom si priblizili obsah tvrzeni posledni véty, uvedeme jeho specialni pripad
pro integral funkce f(x,y) ve dvou proménnych a transformaci

G(s,t) = (g(s,1), h(s,1)).
Dostavame

LTI

g, P hzdu = [ 65,006,005 5~ G50

Uplné konkrétné, zkusme spocist integral z charakteristické funkce kruznice o
poloméru R (tj. jeji plochu) a integral z funkce f(t,6) = cos(t) zadané v polar-
nich souradnicich uvniti kruznice o poloméru %Tl’ (tj. objem schovany pod takovou
,Cepickou jarmulkou posazenou nad pocatek”, viz obrazek).
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Nejprve spocitdme Jacobiho matici transformace x = rcosf, y = rsinf

sinf  rcosf

DG — (cosﬁ —rsin@)

Proto je determinant z této matice roven
det D'G(r,0) = r(sin® 6 + cos® 0) = -

Mizeme tedy pfimo pocitat pro kruzmici S, kterd je obrazem obdélniku (r,0) €
[0, R] x [0,27] = T. Dostaneme tedy plochu kruZnice:

27 R R
/ dxdy = / / rdrdf = / 2rrdr = TR?.
s o Jo 0

Integrace funkce f probéhne s vyuzitim nasobného integrovani a integrace per par-

tés obdobneé:
27 pm/2
/ drdy = / / rcosrdrdd = 1 — 2.
s o Jo

8.27. Urdovani integrac¢nich mezi v R3. Pokud integrujeme ptes télesa, ktera
lezi v R?, miize ndm p¥i urcovani integra¢nich mezi pomoci prostorova predstavi-
vost. Uvadime obrazky nékterych ploch v R? a jejich rovnice v riiznych soufadnych
soustavach:

Koule se sttedem v bodé (9,90, 20) a polomérem rqo: (z — x9)? + (y — y0)% +

(z — 20)% =%
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Elipsoid se stiedem v bodé (0, 30, 20): a(z —20)% +b(y —y0)? + (y —v0)? = 2,
a,be RT.

Paraboloid a(z — x9)? + b(y — yo)®> = 2z — 20, a,b € RT, nebo a,b € R™.
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-2

Jednodilny hyperboloid s vrcholem v bodé (9,0, 20): a(x — x)?+b(y —
o)’ +(z — 20)?=1,a eR*, bER".

/

Dvoudilny hyperboloid s vrcholem v bodé (zg,%0,20): a(x — x0)%+b(y —
Y0)?+(z — 20)?=-1,a e R*, b R™.
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a,b € RT.

Demonstrujme si uréovani mezi na nasledujicim prikladu:

8.28. Priklady.

8.28.1. Urcete objem télesa v R3, které je ddno nerovnostmi x? + y? + 22 < 1,
322 +3y2 > 2%, 2 >0.

Reseni.
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Nejprve si uvédomme, o jaké téleso se jedna. Jde o ¢ast zadané koule, ktera lezi
vné daného kuzele (viz obr.).

Objem spocitame asi nejlépe jako rozdil objemu poloviny koule a poloviny
kulové vysece dané zadanym kuZelem (vSimnéme si, Ze objem télesa se nezméni,
nahradime-li podminku x > 0 podminkou z > 0 — vyse¢ fezeme bud ,,vodorovné*
nebo ,svisle“, ale vzdy naptil) Budeme pocitat ve sférickych souradnicich.

= rcos(p)sin(y)
= rsin(yp)sin(y)
z = rcos(y),

v € (0,2m), ¢ € (0,7), r € (0,00).

Tato transformace R? — R3 m4 Jakobian r2 sin(v)).

Urceme nejprve objem koule. Integracni meze: je vhodné si vyjadrit podminky,
kterymi je téleso omezeno v souradnicich, ve kterych budeme pocitat. Ve sférickych
soutadnicich je koule ddna nerovnici

22 +y? + 2% = 12 cos?(¢) sin® () + r?sin’(¢) sin® () + 2 cos?(¢)) = r? < 1.
Hledejme integracni meze nejprve napiiklad pro proménnou ¢. Oznacime-li w4 pro-
jekei na soufadnici ¢ ve sférickych soufadnicich (74(¢,0,r) = ¢), pak obraz pro-
jekce mg uvazovaného télesa ndm udiva integracni meze proménné ¢. Vime, Ze
7 (koule) = (0,27) (to vime bud diky nasi prostorové predstavivosti, nebo z rov-
nice koule 72 < 1, ve které proménna ¢ nevystupuje a nejsou na ni tedy kladena
zadna omezeni, nabyva tudiz vSech moznych hodnot).

Mame-li jiz meze jedné z proménnych urceny, mizeme urcit meze dalsi z pro-
ménnych. Tyto jiz mohou zaviset na proménnych, jejichz meze jsme jiz uréili (v
tomto pfipadé tomu tak nebude). Volime tedy libovolné ¢y € (0,27) a pro toto
¢o (déle jiz pevné zvolené) urc¢ime prinik télesa (koule) s plochou ¢ = ¢g a jeho
projekci 7y na proménnou 1. Opét jako pfi urcovani mezi pro ¢ neni proménna
nijak omezena (ani nerovnici 72 < 1, ani rovnici ¢ = ¢o] mtize tak nabyvat vsech

svych hodnot, ¢ € (0, 7).
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Koneéné hleddme pro libovolné (dale ale pevné) zvolené ¢ = ¢p a v = 1)y
priamét 7,.(U) objektu (Gsecky) U dané omezenimi r? < 1, ¢ = ¢g, ¥ = 1)p na
proménnou r. Jedinym omezenim na 7 je podminka 12 < 1, tedy r € (0, 1).

Vsimnéme si, Ze integra¢ni meze proménnych jsou na sobé nezavislé, miizeme
tedy integrovat v libovolném potadi. Je tedy

1 27 T 4
Vioule = /O /O /0 r2sin(¢)dwd¢dr:§7r.

Vypoétéme objem kulové vyse¢e dané podminkami x2 + y? + 22 < 1 a 322 +
3y? > 22. Opét vyjadieme podminky ve sférickych soufadnicich: 72 < 1, 3sin?(y) >
cos? (1)), neboli tan(vp) > % Opét jako v piipadé koule vidime, %e v podminkéch
se vyskytuji proménné nezavisle, intergracni meze jednotlivych proménnych tedy
budou na sobé nezavislé. Z podminky 72 < 1 mame r € (0, 1), z podminky tan () >
vyplyva ¢ € (0, ). Na proménnou ¢ zédné podminky neklademe, je tedy

%
¢ € (0, 2m).

27 1 % 9 _ 3
Vvyseé = /0 /0 /0 2 sin ¢ do dr dp = 3\[71',

2 2-3 m
V' = Vioule = Vagsec = 37 — ==

3 3 V3

celkem

Mohli bychom téz pocitat objem piimo:

T 1 E’T“ ) T
V:/ / / resiny dypdrde = —.
o Jo Jz V3

Ve vélcovych souradnicich
x = rcos(p)

rsin(p)
z

s Jakobidnem této transformace r, vypada vypocet objemu jako rozdilu objemu
koule a kulové vysece nasledovné:

2 27 % 1 T
V:ﬂr—/ / / rdzdrdy = —.
3 o Jo Jo V3

Vsimnéme si, ze ve valcovych souradnicich nemiizeme spocitat objem télesa primo,
musime ho rozdélit na dvé télesa dana navic omezenim r < %, resp. r > %

21 % V3r 21 1 V1—r2
V=m+V = / // rdzdrdgaJr/ // rdzdrde

0 o Jo 0 1 Jo

T

V3
O
Dalsi alternativou by byl vypocet objemu jako objemu rotac¢niho télesa, opét
bychom téleso rozdélili na stejné dvé c¢asti jako v predchozim piipadé a to na ¢ast
»pod kuzelem“ a ¢ast ,,pod sférou“. Tyto ¢asti vSak nejsou primo rotacnimi télesy,
které dostaneme rotaci podle nékteré z os. Objem prvni z nich spocitame jako rozdil
objemu valce 22 + y? < i, 0<2z< @ a Casti kuzele 322 +3y2 < 22, 0< 2 < @,
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objem druhé pak jako rozdil objemu rotacniho télesa vziklého rotaci ¢asti oblouku
y:\/(1—962),%gxglkolemosyzavélcex2+y2gi,nggg.

V3
vevir = (E50) (s [Tu-me- 5T

7T\/§ n T T
4 43 VB
8.28.2. Vypoctéte objem kulové tisece, ktery odiezdvd rovina z = 1 z koule x° +

Y2+ 22 =2

ReSeni. Spocitame integral v kulovych soufadnicich. Use¢ si mtizeme piedstavit
jako kulovou vyse¢ bez kuzele (s vrcholem v bodé [0,0,0] a kruhovou podstavou
z =1, 22 +y? = 1). V§se¢ je v téchto soutadnicich sou€inem intervalt (0,v/2) x
(0,27) x (0,7/4). Integrujeme tedy v danych mezich a to v libovolném poradi.

27 V2 T 4
/ / / r?sin(f) df drdy = = (V2 — 1)7.
o Jo Jo 3

Musime jesté odecist objem kuzele. Ten je roven %wRQV (kde R je polomér podstavy
kuzele a V' jeho vyska, v nasem pfipadé jsou obé hodnoty rovny jedné) tedy celkovy
objem je

4 1 1
Viysee — Viuzel = g(\@ -1) - §7T = §7T(4\/§ —5).

Stejnym zpusobem bychom mohli obecné spocitat objem kulové tsece o vySce
v v kouli o poloméru R:

Vo= vysec Vkuzel

/271- /arccos

v*(3R — )

A 1
/ 2 sin(6) dr df de — f7r(2Rv —v})(R —v)

O
8.28.3. Urcete objem cdsti vdlce 2% + 2% = 16, ktery leZi uvnity vdlce x2 +y? = 16.

Reseni.

Integral vypocteme v kartézskjch soutradnicich. Vzhledem k symetrii télesa
staci integrovat ptres prvni oktant (zdménime-li x za —x, ¢i y za —y, ¢i z za —z tak
se rovnice télesa nezméni). Cast télesa lezici v prvnim kvadrantu je ddna prostorem
leZicim pod grafem funkce z = /16 — 22 a nad ¢étvrtkruhem z2 + ¢ < 16, > 0,
y > 0. rovinou z = 0, je

16 Iz 4
S=38 ———dydx = 128.
/0 /0 V16 — x2 Y

O

8.28.4. Urcete objem Cdsti prostoru leZici uvnity vdlce 2 + y? = 4 a ohranicené
rovinami z =0 a z =z +y + 2.
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Reseni. V piikladu budeme pouzivat valcovych soufadnic danych rovnicemi z =
rcos(p), y = rsin(p), z = z s Jakobidnem této transformace J = r. Téleso rozdé-
lime na dvé ¢asti, lezici nad, respektive pod rovinou z = 0, jejich objemy oznacime
Vi, resp. V5. Déle si vSimnéme, ze Casti télesa o objemu V; je i jehlan s vrholy
[0,0,0],[0,0,2],[-2,0,0],[0, —2,0]. Cast télesa lezici nad rovinou z = 0 tedy rozdé-
lime jesté na dvé ¢asti, jejichz objem spocitame zv1ast.

2
16
V- Viewan = [ [ r(sino) +cos(e)) + 2rdrdp = 6m + .
—m/2
4
Vjehlan - 3
Dale

2
Vi—Vo= / 77/ r2(sin(p) + cos(p)) + 2r drdy = 8,

tedy Vi + Vo = 4m + 2. O

8.28.5. Urcete téziste cdsti elipsy 322 + 2y? = 1 leZici v pronim kvadrantu roviny

R2.

Reseni. Spocitejme nejprve obsah dané elipsy. Transformaci souradnic x = %x' ,

Y= fy s Jakobidnem f dostaneme

1 —3'02 2
73 5 1 1 Vi-x
:/ 3/ dydx:—/ / dy' da’ =
o Jo V6 Jo Jo
Dalsi potfebné integraly mizeme spocitat ptfimo v kartézkych souradnicich x a
FopVEE 7 1—3a2
T, = / / xdydx:/ T dex =
0 0 0 2
1/§ [1-3t,_ V2
2 Jo 2 187
oV 1 3x
ydydz = dx =

/f1—3 ﬁ
8

o
I

Souradnice t6zi$t¢€ jsou potom [%, 7\[} O

8.28.6. Urcete objem a souradnice téziste kuzele o kruhové podstavée s polomérem
r a vysce h.

Reseni. Oto¢ime-li kuzel vrcholem dolti a ten umistime do poéatku soufadnic, pak
ve valcovych souradnicich:
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/2 pr  ph 1
V:4/ / / pdzdpdyp = —mwhr?.
0 0o Jkp 3

Teézisté zjevné lezi na ose z. Pro z-tovou souradnici pak mame

1 1 /2 pr ph 3
z== de:—/ / / zpdzdpdy = —h.
V' Jkuzel vV Jo 0o Jip 4

Teziste tedy lezi ve vysce ih nad stfedem podstavy kuzele. O

8.28.7. Urcete objem télesa v R3, které je ddno prinikem koule 2 +y?> +2%2 =4 s
vdlcem 2% +y? = 1.

Opét vzhledem k symetrii télesa spoc¢itame pouze objem ¢asti télesa lezici v prv-
nim oktantu. Integrujeme ve valcovych souradnicich danych rovnicemi & = r cos(y),
y = rsin(p), z = z, s Jacobidnem dané trasformace J = r, a to ¢ast prostoru mezi
rovinou z = 0 a grafem funkce z = \/4 — 22 — y2 = /4 — r2. Miizeme tedy rovnou
psat dvojny integral

Reseni.

w/2 rl 9
V:8/ / r\/4—r2drdap:§(8—3\/§)7r.
0 0
(]

8.28.8. Urcete objem télesa v R3, které je ddno prinikem koule 2 +y? + 22 =2 s
paraboloidem z = x% + y2. Pougijeme opét vdlcovyjch soutadnic.

Reseni.

21 1 pa/(2-12) NG
Vz/ / / rdzdrdy = fﬂ-—ﬁ.
0 0 Jr2 3 6

O

8.28.9. Urcete objem télesa v R, které je ohraniceno eliptickym vdlcem 4x2% +1y% =
1, rovinami z = 2y a z = 0, leZici nad rovinou z = 0.

Reseni. Vzhledem k symetrii tilohy bude viyhodné zavést souradnice z = %r cos(yp),
y = rcos(p), z = z, s Jakobidnem prislusné transformace J = %7’. Elipticky valec
mé v téchto soufadnicich rovnici r? = 1.

T 1
1
V = rsin(¢)=rdrde
o Jo 2
T 1 5 . ™1 ) )
r*sin(p)drde = —sin(p)dp = =.
0o Jo o 3 3

8.28.10. Urcete objem télesa v R®, které je ohraniceno paraboloidem 22 + 3% = z
a rovinou z = 2.

O

Reseni. Obdobné jako v predchozi tiloze volime ,specialni soufadnice respektujici
symetrii tlohy: z = %r cos(yp), y = rsin(yp), z = z s Jacobidnem J = %r. Rovnice
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paraboloidu je v téchto soufadnicich z = 72 a pro objem télesa mfizeme psat

/2 V2 2 1
4/ / —rdzdrdy =
0 0 r2 \/§

/2 V2 /2
= 2\/5/ / 2rfr3drdg0:2\@/ dyp =
0 0 0
Vo

Vv

O
8.28.11. Vypoctéte objem elipsoidu x? + 2y% + 322 = 1.
Reseni. Uvazime soufadnice
x = rcos(¢)sin(f)
= %r sin(¢) sin(6)
z = -Lrcos(f)
V3
Odpovidajici determinant z Jakobianu je pak %7‘2 sin(f), objem je tedy
2 T 1 1 ) 4 3
—r“sin(f)drdfdp = —=ar°.
I i
O

8.28.12. Vypoctéte objem télesa omezencho paraboloidem 2x% + 5y? = z a rovinou
z=1.

ResSeni. Volime soutadnice

= %rcos(d))
v = Erino)
z = z

Determinant Jakobidnu je ﬁ, objem je tedy

2 01l -
——dzdrd¢ = :
b b st

8.28.13. 2. Urcete objem télesa leZictho v prunim oktantu a ohraniceném plochamsi
Y2 +22=9ay? = 32.

O

Reseni. Ve valcovych soufadnicich
/2 3 é cos? () 9
/ / / rdxdrdtpzlw.
0 o Jo 16

8.28.14. Urcete objem télesa v R3, které je ohraniceno cdsti kuZele 222 4 y? =
(2 —2)%, 2 > 2 a paraboloidem 222 +y* = 8 — 2 (malyj ndvrh: uréete nejprve prinik
zadanych ploch)

O
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Reseni. Zjistime nejprve prinik zadanych ploch:
(2—2)%=—-2+8, 2>2,

tedy z = 4 a dostavame rovnici priniku danych ploch 222 + y = 4. Substituci
T = %r cos(), y = rsin(p), z = z prevedeme dané plochy na tvar r? = (2 — 2)?,
z>2ar?=8—z tedy z = r+2 pro prvni plochu a z = 8 — r? pro druhou plochu.
Celkem je pramét daného télesa do soufadnice ¢ roven intervalu (0, 27), pro dané
wo € (0,27) je potom primét priniku télesa s rovinou ¢ = ¢y do soufadnice r
roven (pro lib ¢p) intervalu (0,2). Pro dané ¢ a (g je pak pramét priniku télesa
s piimkou r = rg, ¢ = (o na soufadnici z roven intervalu (rg + 2,8 — 73). Jakobian

uvazované transformace je J = %7', celkem tedy mtizeme psat

21 2 p8—1?
164/2
Vz/ // Ldzdrdgp: 6\[71
o Jo Jry2 V2 3

8.28.15. Urcete objem télesa leZictho wvnity vdlce y* + 2% = 4, ddle v poloroviné
x> 0 a konecné ohranicencho plochou y? + 2z + 2z = 16.

O

Reseni. Ve vélcovych souradnicich

o 2 8-
/ / / rdzdrde = 287.
o Jo Jo

3. Diferencialni operatory

8.29. Linearni a nelinearni modely. Pojem derivace jsme zavedli, abychom
mohli pracovat s okamzitymi zménami studovanych veli¢in. Ze stejnych divodt
jsme kdysi v tvodni kapitole zavadeéli diference a pravé vztahy mezi hodnotami
veli¢in a zménami téch samych nebo jinych veli¢in vedly k rovnicim. Nejjednodussim
modelem bylo troceni vkladi nebo ptijéek (a totéz pro tzv. Malthusidnsky model
populace). Prirtstek byl imérny hodnoté, viz V ramci spojitého modelovani
by stejny pozadavek vedl na rovnici vztahujici derivaci funkce y'(z) s jeji hodnotou

(8.6) y'(z) =r-y(r)
s konstantou tmeérnosti r. Je snadné uhodnout feseni této rovnosti
y(z) =Ce™

s libovolnou konstantou C'. Tuto konstantu uré¢ime jednoznacné volbou tzv. pocd-
tecni hodnoty yo = y(xo) v néjakém bodé xg. Pokud by ¢ast ristu v nasem modelu
byla ddna konstatnim ptisobenim nezavislém na hodnoté y nebo z (jako jsou napt.
pausalni poplatky za vedeni i¢tu nebo prirozeny tbytek populace t¥eba v disledku
porazek na jatkach), mohli bychom pouzit rovnici s konstantou s na pravé strané

(8.7) y'(z) =71 y(z)+s.
Zjevné bude FeSenim této rovnice funkce
y(e) = Cer™ -2

7".
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K tomuto zavéru je velice lehké dojit, pokud si uvédomime, Ze mnozinou véech
FeSeni rovnice je jednorozmérny vektorovy prostor, zatimco FeSeni rovnice
se obdrzi pri¢tenim kteréhokoliv jednoho jejiho fesSeni ke vSem feSenim piedchozi
rovnice. Lze pak snadno najit konstantni feseni y(x) = k pro k = —2.

Podobné se ndm v odstavci podarilo vytvorit tzv. logisticky model popu-
la¢niho rtstu zaloZeny na predpokladu, Ze pomér zmény velikosti populace p(n +
1) — p(n) a jeji velikosti p(n) je v afinni zavislosti na samotné velikosti populace.
Nyni bychom tentyz vztah pro spojity model patrné formulovali pro populaci p(t)
zavislou na case t jako

(8:8) P =p(t) (~p®) +7),

tj. pti hodnoté p(t) = K pro velkou konstantu K je ptiristek nulovy, zatimco pro
p(t) blizké nule je pomér rychlosti rustu populace k jeji velikosti blizky 7, coz je
malé ¢islo v fadu setin vyjadiujici rychlost riistu populace za dobrych podminek.

Neni jisté snadné vyfesit bez znalosti teorie takovou rovnici (i kdyz pravé tento
typ rovnic zanedlouho zvlddneme), nicméné jako cviceni lze jisté ovéfit, ze nésle-
dujici funkce fesenim pro kazdou konstantu C' je

(t)fL
P =T CK et

1001 [ 1007
801 801
601 601
y ] ]
40 40
201 201
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

Srovnanim cerveného grafu (levy obrazek) této funkce s volbou K = 100, r =
0,05 a C =1 (prvni dvé jsme takto pouzili v posledni odpovida piiblizné
pocéate¢ni hodnoté p(0) = 1) s pravym obrdzkem (FeSeni diferen¢ni rovnice z
vidime, ze skute¢né oba pristupy k modelovani populaci dévaji docela podobné
vysledky. Pro srovnani vystupu je také do levého obrazku zelené vkreslen graf feseni
rovnice s touz konstantou r a poc¢atecni podminkou.

8.30. Diferencilni rovnice prvniho fadu. Obecné rozumime (obyéejnou) di-
ferencialni rovnici prvniho fddu vztah mezi derivaci funkce y'(z) v proménné x, jeji
hodnotou y(x) a samotnou proménnou, ktery lze zapsat jako

F(y,(l’),y($),l’) =0

néjakou pevnou funkci F, ktera kazdé trojici redlnych ¢isel prifadi jedno realné ¢islo.
Zépis pripomind implicitné zadané funkce y(x), nicméné navic je tu zavislost na
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derivaci hledané funkce y(z). Pokud je alespoii rovnice explicitné vyfesena vzhledem
k derivaci, tj.
y'(z) = f(z,y(2)),

muzeme si dobie graficky predstavit, co takova rovnice zadava. Pro kazdou hodnotu
(x,y) v roviné si totiz muZzeme pfedstavit Sipku udavajici vektor (1, f(z,v)), tj.
rychlost se kterou nam rovnice grafu feSeni prikazuje pohybovat se rovinou. Napf.
pro rovnici (8.8)) dostaneme takovyto obrazek (i s vynesenym feSenim pro pocatecéni
hodnotu jako vyse).

=
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Intuitivné lze na zakladé takovych obrazki ocekavat, ze pro kazdou pocatecéni
podminku bude existovat pravé jedno feseni nasi rovnice. Takové tvrzeni skutecné
plati pro vSechny rozumné funkce f, my si vysledek sformulujeme pro dosti velkou
tfidu rovnic takto:

Véta (O existenci a jednoznacnosti feseni ODE). Necht funkce f(z,y) : R> — R
md spojité parcidlni derivace. Pak pro kazdy bod (x9,vo) € R? existuje interval
[xo — a,z0 + a], s a € R kladngm, a prdvé jedna funkce y(x) : R — R, ktera je
resenim rovnice

y'(z) = f(z,y(2)).
DUKAZ. VSimnéme si, ze funkce y(x) je feSenim nasi rovnice tehdy a jen tehdy, kdyz
@ =+ [ y@di=w+ [ fay)ds
xQ zo
Prava strana tohoto vyrazu je ovSem, az na konstantu, integrdlni operator
L)@ =+ | foy@)do
o
a pri feSeni diferencialni rovnice vlastné hleddme pevny bod pro tento operator L, tj. chceme
najit funkei y = y(z) s L(y) = y.
Pro operator L mizeme docela lehce odhadnout, jak se lisi jeho hodnoty L(y) a L(z) pro

rizné argumenty y(x) a z(x). Skuteénég, diky spojitosti parcialnich derivaci funkce f (ve skute¢-
nosti vyuZzivdme pouze tzv. Lipschitzovy podminky pro parcidlni derivaci podle y) dostdvame,
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viz 77

[(L(y) = L(2))(2)| =

/ " fay(@) - fla2(x)) do
< / (@) — f =) da
<o / " y(@) - 2(2)| de

< D|x — zo|dz
pro vhodné konstanty C' a D. Pro a dostate¢né malé proto bude platit

SUP|; g |<a [L(Y)(2) — L(2)(2)| < sUP|,_p1<a y(2) — 2(2)]-

Takovymto operatoriim se fika kontrakce.
Dokoncit — poznamka o vété o kontrakci... 77777777 O

8.31. Rovnice se separovanymi proménnymi. Uzitenym typem rovnic, pro
ktery méame elementarni postup k feSeni jsou tzv. rovnice se separovanymi promén-
nyms:

(8.9) y'(x) = f(z) - g9(y(x))

pro dvé dostatecné hladké funkce jedné realné proménné f a g. Obecné feseni tu
Ize ziskat integraci, tj. nalezenim primitivnich funkci

G = [ @)= [ 1@

9(y)’

Pak totiz spo¢tenim funkce y(x) z implicitné zadaného vztahu F'(z)+C = G(y) s li-
bovolnou konstantou C vede k FeSeni, protoze derivovanim této rovnosti (s pouzitim

pravidla pro derivovani slozené funkce G(y(z)) dostaneme skuteéné ﬁ Y (z) =

f(@).

Jako ptiklad najdéme feseni rovnice
y'(z) =z y(a).

Pfmym vypoétem dostaneme In |y(z)| = 322 + C. Odtud to vypada (alespon pro
kladnd y) na

y(gj) = e%w2+C =D. 6%12,

kde D je nyni libovolna kladna konstanta. Zastavme se ale pozornéji u vysledné
formule a znamének. Konstantni feseni y(z) = 0 vyhovuje nasi rovnici také a pro
zapornda y muzeme pouzit stejné feseni s zapornymi konstantami D. Ve skutecnosti
muze byt konstanta D jakakoliv a nasli jsme feSeni vyhovujici jakékoliv pocatecni
hodnoté.



— NN\ o
7777:777// T
——————N\A\Y S
77/]//////}&\\\\\\\\
7777//////\\A\\\\\\\

aci

tabilitu rovnice v
brazku. Tuto rovnici

8. SPOJITE MODELY S VICE PROMENNYMI

~———NNN\ N S
~~~~~~\~\\\\[l/ /s
SSSSNNANNA # ] 777
SNONNANANAA N 111777777
ANANANAANVAY I T T )]/
TA T TTAT TS TR T TV TN &
s/ & 7T TH VAN ANRNNS
o227 7 7 7 TEILN N NN~
e 72 7 7 TR N NN S
\\\\\\\\\\////////77
\\\\\\\\\\ NN NS

2 2 f TN N N
e 2 7 TR N SN S
s o 7 T\ N O
—— e 7 ] NN TN T

1177777///$&\\\\\\LL
—————a\\\[ S
—————o N\ S
————N\ N\
S~ S e

i na nes
icim o

.’

asleduj

énnych.

.

4 ukazuj
é nan

1, kter

vé Feseni
1—a-y(z),

iditeln

anl vi

¢ateéni podmince y(zo) = 0.

a po
y'(z)

hov.
i separace prom

ic

énime rovnici na

v

278

~———SNNANN\H S
~~~~~NN\\\[l/ /s
SONSNNNNAN y ] 777
SNNNNNNANNAE T
///////)##-N~N\\\\\\
T S TTANT T ST T T T TV TN &R
77 & 7LV AN NNRNNN
e & 7 7 7 TR AN NN
\\\\\\\\\N%}////////
\\\\\\\\\N}///////]i

e 2 7 7 BN N NS ———e
\\\\\\\\\\%//////777
o o 7 TR NSNS
o o 7 I\ NS
LL\\\\\\\\Kf///77711

t pomoc

Tesi

k na stabiln

0, které odpovid

()

Jestlize lehce pozm

’

Na obrazku jsou vynesena d
narazime naopa.

le neumime

v

pocateénim podminkédm: Jestlize pro libovolné zy volime yy blizké nule, pak se
nam dramaticky méni chovani vysledného feSeni. Navic si povS§imnéme konstatniho

uz a

feSeni y

/
B N A T A\
LLL\\\\\\\\\\\\\#/
N
AN

—_—— e m > o )]

S e oo
e s e 2 7 7 ] AN
o777 [T NNNNNS
o777 7 7 TV NN NNNSNNN
AN TN NN NN NN NN

Yy(x)

|
N |
S e\
7 N\
—_—— e e e e -~ N

e B AN

= [N\

el AN
e e e e - 7 [N
e e e e o s N
B RS (L NN

—————e e s s s - - o 7 AN
LLL\\\\\\\\\\\\\#//
e NN
B e 4 A NN
e e e 7 7 7 T TN NNN
o777 T ANNNNN
e e NANRRRARRR R R

TN RN S S S
) [t} ~ o) — [t}
o~ — o

y(x)

3

azi
€ v cisticce

da rychlosti 2m3/s
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1422
8.31.2. Cisticka vody o objemu 2000 m? byla znecisténa olovem, které se nach

142

dx

dy
tvi 10 g/m3. Do ¢isticky pritékd

a stejnou rychlosti i vytekd. Za jak dlouho poklesne obsah olova ve vod

v

.

€V Nt v mnozs

v

Zato umime stejnym postupem vyftesit nelinearni model z pfedchoziho odstavce,

ktera popisovala logisticky model populace. Zkuste si jako cviceni.
Reseni. y = 1““’_*& . (pouzijte souctového vzorce pro tangens).

8.31.1. Vyreste diferencidlni rovnici pro funkci y = y(x)

ve vod
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pod 10 ug/m? (coZ je hygienickd norma pro obsah olova v pitné vodé podle smér-
nice Evropského spolecenstvi), predpokladame-li, Ze voda je neustdle rovnomérné
promichavdna?

Reseni. Oznaéme objem vody v nadrzi jako V (m?), rychlost vytékani vody jako v
(m3/s). Za infinitezimélni (nekone¢né malou) ¢asovou jednotku dt vytece z nddrze
¥ - vdt grami olova, pro zménu hmotnosti mnozstvi olova v ¢isti¢ce tedy miizeme
sestavit diferencialni rovnici

m
dm = —— - vdt.
\%
Separaci proménnych dostavame rovnici
dm v
— = ——dt,
m \%

integraci obou stran rovnice a odlogaritmovanim dostaneme feseni ve tvaru m(t) =
moe~ v, kde my je mnozstvi olova v nadrzi v ¢ase t = 0. Po dosazeni ¢iselnych
hodnot zjistime, ze t = 6 h 35 min. O

8.31.3. Rychlost sireni zpravy v populaci o P lidech je primo umeérnd poctu lidi,
kteri zprdvu jesté meslyseli. Urcete funkci f popisujici pocet lidi v case, kteri jiz
zpravu slyseli. Je vhodné tento model $itent zprdvy pouZivat pro mald nebo velkd
p?

Reseni. Sestavime diferencialni rovnici pro f. Rychlost &ifeni zpravy % = f'(t)
mé byt pfimo tmérnd poctu lidi, kteff o ni jesté neslyseli, tedy hodnoté P — f(t).
Celkem of

)]
Separaci proménnych a zavedenim konstanty K (pocet lidi, ktefi znaji zpréavu v
¢ase t = 0 musi byt P — K) dostavame FeSeni

ft)y=P— Ke ™™,
kde k je kladna realna konstanta.

Tento model ma zrejmé smysl jen pro velka P. O
8.31.4. Rychlost, kterou se $iTi epidemie v dan€ uzavrené populaci o P lidech je
primo umérnd soucinu poctu lidi, kteri jsou nakaZeni, a poctu lidi, kteri jsou jesté
nenakazeni. Urcete funkci f(t) popisugici pocet nakaZengch v case.

Jako v prechozim ptikladé sestavime diferencidlni rovnici

Reseni.
daf
L=k ) (P (1)
Opét separaci proménnych a zavedenim vhodnych konstant K a L dostavame
K
)= —— .
f( ) 1 _|_ Le_Kkt

O

8.31.5. Rychlost, kterou se rozpadd dany izotop daného prvku, je primo umérnd
mnoZstvi dancho izotopu. Polocas rozpadu izotopu Plutonia, 23° Pu, je 24 100 let.
Za jak dlouho ubude setina z nukledrni pumy, jejiz aktivni sloZkou je zminovany
izotop?
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Reseni. Oznaéime-li mnozstvi Plutonia jako m, tak pro rychlost rozkladu mtzeme

napsat diferencialni rovnici

dm .

a0
kde k je néjaka neznama konstanta. ReSenim je tedy funkce m(t) = moe™**. Dosa-
zenim do rovnice pro polocas rozpadu (e_k't = %) ziskdme konstantu k = 2, 88-10°.

Hledany cas je pak priblizné 349 let. O

8.31.6. Zmeéna rychlosti predmétu padajictho v konstantnim gravitacnim poli v pro-
stredi s jistym odporem je dana vztahem:

% =g~ kv,
kde k je konstanta udavajict odpor prostredi. Byl vypusten predmét pohybujici se po-
édteénd rychlosti 5ms~1 v gravitacnim poli g = 10ms—2, konstanta odporu prostredi
je k= 0.55"1. Jakd bude rychlost predmétu za 3 vteriny?

Reseni.
v =

RIS
|
—
NS
|
<
[=)
N~—
®
=
T

po dosazeni v(3) = 20 — 15¢~ 2ms L. O

8.31.7. 1. Rychost ndriustu populace odmocninoveého brouka je meprimo umeérnd
jejgi velikosti. 'V case t = 0 citala populace 100 brouki. Za meésic se populace zdvoj-
ndsobila. Jak bude populace velkd za dva mésice?

Reseni. Uvazujme spojitou aproximaci po¢tu broukti a ozna¢me jejich pocet P.
Pak mtizeme sestavit nasledujici rovnici:

Pk

dt P’
P = /Kt + c. Dopoétenim ze zadanych hodnot P(2) = /7 - 100, coz je odhad
skutecného mnozstvi broukt (coz musi byt ptirozené ¢islo). (]

8.32. Systémy obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu. Na feSeni
rovnice y'(z) = f(z,y) lze také pohliZet jako na hledani (parametrizované) kiivky
(z(t),y(t)) v roving, kde jsme jiz pfedem pevné zvolili parametrizaci proménné
x(t) = t. Pokud ale akceptujeme tento pohled, pak mizeme jednak zapomenout na
tuto pevnou volbu pro jednu proménnou a hlavné pfibrat libovolny pocet promén-
nych.
Napriklad v roviné mizeme psat takovy systém ve tvaru
a'(t) = f(t,x(t),y(t), y'(t)=g(t,2(t),y(t))
se dvémi funkcemi f, g : R — R se spojitymi derivacemi. Obdobné pro vice pro-
ménnych.
Jednoduchym ptikladem v roviné muze slouzit systém rovnic
2'(t) = —y(t), y'(t)=x(t).
Snadno lze uhddnout (nebo aspoii ovéfit), Ze feSenim takového systému je napf.
x(t) = Rcost, y(t) = Rsint

s libovolnou nezapornou konstantou R a kfivky feseni budou pravé parametrizované
kruznice o poloméru R.
Na takové systémy umime primo rozsitit platnost véty o jednoznacnosti a reseni:
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Véta (O existenci a jednoznacnosti FeSeni systémtt ODE). Necht funkce f;(t,x1,...,x,) :

R S R, i =1,...,n vSechny maji spojité parcidlni derivace. Pak pro kazdy bod
(to, 21, - - -, 2n) € R? existuje interval [ty —a,to+al, s a € R kladnym, a prdvé jedna
funkce y(t) : R — R"™, kterd je feSenim systému rovnic

2 (z) = filt,z1(t), ... w0 (), ... 2 (2) = fult,z1(t), ..., 20(x))

s pocdtecni podminkou

xl(to) == Z1y-- .,xn(to) = Zn-

DUKAZ. Dukaz je skoro identicky s diilkazem existence a jednoznaénosti pro jednu rovnici
s jednou neznamou funkci, viz Véta Nezndma funkce y = (z1(t),...,zn(t)) je kfivkou
v R™ vyhovujici nejen zadané rovnici ale také jsou jeji komponenty opét vyjadfitelné pomoci
integrald
t t
wi(t) =aito) + [ alltydt =0+ [ filty(e) de
to to
Opét tedy pracujeme s integrdlnim operatorem y — L(y), tentokrat definovanym na k¥ivkach
v R™ a hleddme jeho pevny bod. Protoze je euklidovska vzdéalenost dvou bodi v R™ vzdy shora
odhadnuta souétem velikosti rozdilil jednotlivych komponent, ditkaz se dokondi stejné jako v
pripadé [8:30] Je pouze zapotrebi si povSimnout, e velikost vektoru

1ft 21, 2n) = &y, yn)l
je odhadnuta shora sou¢tem

Hf(t,zl,...,zn) _f(tvth?”-vzn)H +"'+||f(t7y17"'7y’ﬂ*17zn)_f(t’ylv"'vyn)”'
O

vvvvv A

Jako o néco slozitgjsi priklad systému rovnic prvniho faddu si uvedme klasicky
populacni model ,,dravec — korist“, ktery zavedli ve dvacatych létech minulého sto-
leti panové Lotka a Volterra.

Ozna¢me z(t) vyvoj poc¢tu jedinct v populaci kofisti a y(t) totéz pro dravce.
Piepokladdme, ze piirtstek kofisti by se ¥idil Malthusidnskym modelem (tj. expo-
nencidlni riist), kdyby nebyli loveni. U dravce naopak oc¢ekdvame, ze by bez kofisti
pouze prirozené vymiral (tj. exponencidlni pokles stavi). Pfitom ale je$té musime
uvazit interakci dravce s koristi, kterou ocekdvame pfimo timérnou poctu obou.
Dostavame tak tzv. Lotka—Volterra model

'(t) = ax(t) — By(t)=(t)
Y (t) = —7y(t) + 3Ba(Dy(t)
kde koeficient § vyjadiuje efektivitu riastu populace dravea v dasledku lovu.
Tento model je krasnym prikladem pro studium stability ¢i nestability feseni v

dtisledku volby pocatecnich hodnot, nebudeme zde vSak zachézet do podrobnosti.
O tomto a podobnych modelech lze nalézt nepfeberné mnozstvi literatury.

8.33. Rovnice vysSich fadu. Obycejnou diferencialni rovnici fadu k (vyfFeSenou
vzhledek k nejvyssi derivaci) rozumime rovnici

y®P (@) = fla,y(@), 9 (@), ..,y" (@),
kde f je zndmé funkce v k + 1 proménnych, x je nezivisle proménna a y(x) je
neznama funkce v jedné proménné.
Ukazeme, ze takova rovnice je vzdy ekvivalentni systému k rovnic prvniho radu:
Zavedeme nové nezndmé funkce v proménné x takto: yo(z) = y(x), y1(z) = yj(x),
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ooy Yk—1(x) = yj._o. Nyni je funkce y(x) feSenim nasi pivodni rovnice tehdy a jen
tehdy, kdyz je prvni komponentou feseni systému rovnic

Yo(z) = y1(x)
y1(z) = y2(2)

Yn—2(2) = yn-1(x)
y;fl(ﬂf) = f(xa y0($)7 Y1 (ZE)7 s :yn—l(l’))-
Primym disledkem Véty je proto nasledujici

Véta (O existenci a jednoznacnosti feseni ODE). Necht funkce f(z,yo,...,Yk—1):
R+ — R, md spojité parcidlni derivace. Pak pro kaZdy bod (o, 20, - . ., 21—1) € R?
existuje interval [xo — a, o+ a|, s a € R kladngm, a prdvé jedna funkce y(x) : R —
R™, kterd je rovnice

y (@) = fla,y(2), v (2),...,y* D(2))

s pocdtecni podminkou

y(wo) = 20, -, Yk—1(%0) = 2x—1.

Vidime tedy, ze pro jednoznacné zadani feSeni obycejné diferencialni rovnice k—
tého fadu musime zadat v jednom bodé hodnotu a prvnich k — 1 derivaci vysledné
funkce.

8.34. Linearni diferencialni rovnice. JiZ jsme pfemysleli o operaci derivovani
jako o linedrnim zobrazeni z (dostateéné) hladkych funkei do funkei. Pokud derivace
( d%)j jednotlivych fada j vynasobime pevnymi funkcemi a;(z) a vyrazy seCteme,
dostaneme tzv. linedrni diferencidlni operdtor:

y(@) = D(y)(z) = ax(2)y™ (@) + - + ar(2)y' (2) + aoy(x).

Resit piislusnou homogenni linedrni diferencidlni rovnici pak znamena najit funkci
y splitujici D(y) = 0, tj. obrazem je identicky nulova funkce.

Ze samotné definice je zfejmé, Ze soucet dvou feSeni bude opét feSenim, protoze
pro libovolné funkce y; a yo plati

D(y1 + y2)(x) = D(y1)(2) + D(y2)().

Obdobné je také konstantni nasobek FeSeni opét feSenim. Celd mmnozina vSech
feSeni linearni diferencialni rovnice k-tého fadu je tedy vektorovym prostorem. Pfi-
mou aplikaci piedchozi véty o jednoznacnosti a existenci feSeni rovnic dostavame:

Dusledek. Vektorovy prostor vsech feseni homogenni linedrni diferencidlni rovnice
k—tého rddu je vZdy dimenze k. Proto muZeme vZdy Teseni zadat jako linedrni kom-
binaci libovolné mnoziny k linedrné nezdvislych teseni. Takovd TeSent jsou zaddna
jednoznacné linedrné nezdvislymi poédtecnimi podminkami na hodnotu funkce y(x)
jejich prunich (k — 1) derivaci.
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8.35. Tlumeny oscilator. Zkusme si popsat jednoduchy model pro pohyb néja-
kého télesa upnutého k jednomu bodu silnou pruzinou. Je-li y(t) vychylka naseho
télesa od bodu yg = y(0) = 0, pak lze uvazovat, ze zrychleni y”(t) v ¢ase t bude
amérné velikosti vychylky, avsak s opa¢nym znaménkem. Dostavame tedy tzv. rov-
nici oscilatoru

y'(t) = —y(t).
Tato rovnice odpovida systému rovnic

a'(t) = —y(t), y'(t) =x(t)
z Resenim takového systému je
x(t) = Reos(t —7), y(t) = Rsin(t — 1)

s libovolnou nezapornou konstantou R, kterd urc¢uje maximalni amplitudu, a kon-
stantou 7, ktera urcuje fazovy posun.

Pro urceni jednoznac¢ného feseni potiebujeme proto znat nejen pocatecni po-
lohu yo, nybrz také rychlost pohybu v tomto okamziku. Témito dvéma tidaji bude
urcena jak amplituda tak fazovy posun jednoznacné.

Predstavme si navic, ze vlivem vlastnosti materidlu pruziny bude jesté doda-
tecné pusobit sila, kterd bude imérna okamzité rychlosti pohybu naseho objektu,
opét se znaménkem opacnym nez je amplituda. To vyjadiime dodatecnym ¢lenem
s prvni derivaci a nase rovnice je

y'(t) = —y(t) — ay/(t),
kde « je konstanta, kterd vyjadiuje velikost tlumeni. Na néasledujicim obrazku jsou
vyneseny tzv. fazové diagramy pro feSeni s dvémi riznymi pocateénimi podminkami
a to nalevo pfi nulovém tlumeni, zatimco napravo je pouzit koeficient o = 0.3

Tlumene oscilace Tlumene oscilace

Samotné oscilace jsou vyjadieny hodnotami na ose y, hodnoty = zobrazuji rych-
lost pohybu.

8.36. Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty. To vSe jisté
pfipominé situaci s homogennimi linedrnimi diferenénimi rovnicemi, se kterymi
jsme se potykali v odstavci treti kapitoly. Analogie jde i dale v okamziku, kdy
jsou vSechny koeficienty a; diferencidlniho operatoru D konstantni. Uz jsme vidéli u
takové rovnice prvniho radu , ze Tesenim je exponenciala s vhodnou konstantou
u argumentu. Stejné jako u diferen¢nich rovnic se podbizi vyzkouset, zda takovy
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Az

tvar FeSeni y(x) = e** s nezndmym parametrem A\ muZe splnit rovnici k—tého fadu.

Dosazenim dostaneme
D(e) = (arA* + ap_ A1+ agh + ag()) e

Parametr )\ tedy vede na feSeni linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi ko-
eficienty tehdy a jen tehdy, kdyz je A kofenem tzv. charakteristického polynomu
agA*® 4+ - -+ a1\ + ap. Pokud mé tento polynom k rizngch kofentl, dostdvame bazi
celého vektorového prostoru feSeni. Pokud je A nasobny kofen, pfimym vypoctem
s vyuzitim toho, Ze je pak také korenem derivace charakteristického polynomu, do-
staneme, Ze je feSenim i funkce x e’®. Podobné pak pro vyssi ndsobnost ¢ dostavame
¢ riiznych feseni e*, x e, ... xfel?.

U obecné linearni diferencialni rovnice predepisujeme nenulovou hodnotu dife-
rencidlniho operatoru D. Opét uplné analogicky k tivahdm o systémech linearnich
rovnic nebo u linedrnich diferen¢nich rovnic pfimo vidime, Ze obecné feSeni takovéto
(nehomogenni) rovnice

D(y)(z) = b(x)
pro néjakou pevné zadanou funkci b(x) je souétem jednoho jakéhokoliv FeSeni této
rovnice a mnoZziny vech moznych FeSeni pfislusné homogenni rovnice D(y)(z) = 0.
Cely prostor feseni je tedy op&t pékny koneénérozmérny afinni prostor, byt ukryty
v obrovském prostoru funkci.

8.37. Piiklady.

8.37.1. 1. Urcete obecné resent rovnice

y' 43y + 2y =e %",

Reseni. Nejprve vyfesime zhomogenizovanou rovnici
y"'+ 3y +2y=0.
Jeji charakteristicky polynom je
2?2 +3r+2=(x+1)(x+2),
s kofeny x1 = —1 a x5 = —2. Obecné feseni zhomogenizované rovnice je tedy
cre”" + cpe 2,

kde c1, co jsou libovolné redlné konstanty.
Nyni metodou neurcitych koeficienti nalezneme (néjaké) partikuldrni feseni
ptvodni nehomogenni rovnice. Podle tvaru nehomogenity a protole —2 je kofenem

charakteristického polynomu dané rovnice hledame feseni ve tvaru yo = azxe 2%,
kde a € R.
Dosazenim do ptivodni rovnice obdrzime
a[—4e™%" 4 dae " 4 3(e 2 — 2272 + 2we” H] = 727,
odkud a = —1. Partikularnim feSenim dané rovnice je tedy funkce —ze =2, obecnym
fesenim potom prostor funkci cie™® + cae™ 2% — ze ™%, ¢1,c0 € R. O

8.37.2. Urcete obecné 1eseni rovnice

1

y'+y' =1
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Reseni. Charakteristicky polynom dané rovnice je 22 4 z s kofeny 0 a —1, obecné
feSeni zhomogenizované rovnice je tedy c¢; + coe™", kde ¢1,co € R.

Partikularni feseni hledame ve tvaru ax, a € R. Po dosazeni do ptivodni rovnice
dostavame a = 1. Obecné feSeni dané nehomogenni rovnice je c¢; + coe™* + x,
c1,c9 € R. U

8.37.3. Urcete obecné resent rovnice

y" + 5y + 6y = e 2%,

Reseni. Charakteristicky polynom rovnice je 22 + 5z + 6 = (x + 2)(x + 3), jeho
kofeny jsou —2 a —3, obecné feseni zhomogenizované rovnice je tedy cie™2* +
c2e 3% ¢y, cy € R. Partikularni feSeni hleddme metodou neuréitych koeficientt ve
tvaru axe ?*, a € R (-2 je kofenem charakteristického polynomu). Dosazenim
do ptivodni rovnice ziskdme a = 1. Obecné feSeni dané rovnice je tedy cie™2* +
Coe 3T 4 pe— 2T, O

8.37.4. Urcete obecné 1esent rovnice
" ’
Yy —y =5.

Reseni. Charakteristicky polynom je z2 — z s kofeny 1, 0, obecné Feseni zhomo-
genizované rovnice je tedy c; + coe”, kde c1,co € R. Partikularni feseni hleddme
metodou neurcitych koeficientit ve tvaru ax, a € R, dostavame a = —5. Obecné
feseni dané rovnice je tvaru c¢; + coe” — bx. [l

8.37.5. Urcete jedinou funkeiy vyhovujici linedrni diferencidlng rovnici y® +3y" +
3y +y =4 s poddtecnimi podminkami y(0) = 1, y'(0) = 0, y”(0) = 0.

Reseni. Charakteristicky polynom zhomogenizované rovnice je 2® + 322 + 3z +
1= (z+1)® s trojnadsobnym kofenem —1. Obecné feseni zhomogenizované rovnice
je tedy cre™ + cowe™™ + csx?e™?, c1,co,c3 € R. Partikuldrni feSeni hledame ve
tvaru konstanty a dosazenim snadno zjistime, ze jim je konstanta 4. Nyni hledame
takové obecné Feseni dané nehomogenni rovnice, tedy funkei tvaru y,(z) = cie™" +
core ™ + c3x?e™™ + 4, c1, ¢y, c3 € R, které splituje poc¢atecni podminky:
yp(0)=1 = a+4 =1
y,(0)=0 = —c14+c=0
y;,’(O):O = c¢1—2c0+2c3=0

Tato linedrni soustava mé jediné feseni ¢; = —3, co = —3, ¢c3 = —%. Jedinou
funkei spliujici danou diferencialni rovnici s uvedenymi pocateénimi podminkami
je funkce

y(x) = —3e ™ —3ze™* — %I’267E +4.

8.37.6. Urcete jedinou funkci y vyhovujict linearni diferencialni rovnici
y® =3y — 2y = 2¢",
s poédtecnimi podminkami y(0) =0, y'(0) =0, y”(0) = 0.
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Reseni. Charakteristicky polynom je 23 — 3z — 2 s kofeny 2 a dvojnasobnym
kofenem —1, partikularni feSeni hledame ve tvaru ae”, a € R, snadno zjistime ze

je jim funkce f%ex, obecné Teseni dané rovnice je tedy

1% + coe™ 4 care” T — i(zm.

Dosazenim do pocatecnich podminek ziskdme jedninou funkci vyhovujici zadani

2 2x + 5 7:z:+ 1 —x 1 x
—e —e —xe ¥ — —e’.
9 18 3 2

4. Poznamky o numerickych metodach

Kromé tak jednoduchych rovnic, jako jsou ty linearni s konstantnimi koeficienty
se v praxi vétSinou setkdvame s postupy, jak priblizné spocist feSeni rovnice, se
kterou pracujeme.

Uz jsme podobné tvahy délali v§ude tam, kde jsme se zabyvali aproximacemi
polynomech a Fourierovych fadach). S trochou odvahy miizeme také povazovat
diferenc¢ni a diferencidlni rovnice za vzajemné aproximace. V jednom sméru nahra-
zujeme diference diferencidly (napf. u ekonomickych nebo popula¢nich modelt), ve
druhém pak naopak.

Zastavime se na chvilku u nahrazovani derivaci diferencemi. Nejdiive si vSak
zavedeme obvyklé znaceni pro zapis odhadi chyb.

8.38. Odhady ,,velké O%“. Pro funkci f(z) v proménné x fekneme, Ze je v okoli
hromadného bodu zy svého defini¢niho oboru #didu velikosti O(p(x)) pro néjakou
funkci ¢(x), jestlize existuje okoli U bodu ¢ a konstanta C' takova, ze

[f(@)] < C o)

pro vSechny x € U. Limitni bod x¢ byva ¢asto i nevlastni hodnota +oco.

Nejobvyklejsi piiklady jsou O(zP) pro polynomidlni 7dd velikosti a to v nule
nebo v nekoneénu, O(lnz) pro logaritmicky 7dd velikosti v nekone¢nu atd. Vsim-
néme si, ze logaritmicky fad velikosti nezavisi na volbé zakladu.

Dobrym prikladem je aproximace funkce jejim Taylorovym polynomem fadu k
v bodé xy. Taylorova véta pro funkce jedné proménné rika, ze chyba této aproximace
je O(hF*+1), kde h je piirfistek argumentu z — x¢ = h.

Podobné tvahy jsme délali i u Fourierovych fad.

8.39. Eulerova metoda. V pripadé obycejnych diferencidlnich rovnic je nejjed-
nodussim schématem aproximace tzv. Eulerovymi polygony. Budeme ji prezentovat
pro jednu obyé&ejnou rovnici s jednou nezavislou a jednou zavislou veli¢inou. Uplné
stejné ale funguje pro systémy rovnic, kdyz skalarni veli¢iny a jejich derivace v case
t nahradime vektory zavislé na casu a jejich derivacemi.

Uvazujme tedy opét rovnici (pro jednoduchost a bez ijmy na obecnosti prvniho
fadu)

y'(t) = f(t.y(t)).

Oznac¢me si diskrétni pfirtstek ¢asu h, tj. t, = to + nh, a y, = y(t,). Z Taylorovy
véty (se zbytkem druhého faddu) a nasi rovnice vyplyva, ze

Yn+1l = Yn + y/(tn)h + O(h2) =Yn+ f(tna yn)h + O(hz)
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Jestlize tedy od tg do t,, udélame n takovych kroku o priristek h, bude ocekavany
odhad celkové chyby vyplyvajici z lokdlnich nepfesnosti nasi linedrni aproximace
nejvyse hO(h?), tj. chyba bude v fadu velikosti O(h). Ve skute¢nosti vstupuji pii
vypoctu do hry jesté zaokrouhlovaci chyby.

Pfi numerickém feSeni Eulerovou metodou postupujeme tak, ze za priblizné
feSeni povazujeme po ¢astech linearni polygon definovany vyse.






KAPITOLA 9

Kombinatorické metody

ze tak casto myslime radéji v obrdzcich?
- ano, ale spocist zvladneme jen diskrétni véci ...

V této kapitole se vratime k problémim, ve kterych jde o vzdjemné vztahy nebo
vlastnosti kone¢nych mnozin objektt. Tzv. kombinatorické tilohy jsme naznadili jiz
v druhé ¢asti prvni kapitoly a zavedly nés také k rekurencim v ¢asti nasledujici.
Ctendr si jisté ulehéi dalsi praci pfipomenutim odstavet

1. Grafy a algoritmy
Zacneme dvéma piiklady docela typickych kombinatorickych postupt:

9.1. Dva priklady. Na vecirku se néktefi navstévnici po dvojicich znaji a jiné
dvojice se naopak neznaji. Kolik lidi musime pozvat, abychom zarucili, ze se alespon
tf hosté budou bud navzajem znéat nebo neznat?

Situace, jako je tato si umime dobfe predstavit pomoci obrazku. Puntiky nam
predstavi jednotlivé hosty, plnou ¢arou spojime ty dvojice, které se znaji, ¢arko-
vanou ty ostatni. Nase tvrzeni pak zni: pfi jakém poctu puntikti vzdy nejdeme
trojuhelnik, jehoZ strany jsou bud vSechny plné nebo vSechny ¢arkované?

¢’ |

Na levém obrazku se ¢tyrmi puntiky takovy trojihelnik neni, uprostied je.
Snadno ovérime, ze jej najdeme vzdy, kdyz pocet hostt bude alespon pét:

Skutecné, mame-li vecirek s n hosty, bude z kazdého puntiku vychazet n — 1
car. Pfi n > 5 budou jist¢ bud aspon tii plné nebo aspon tii ¢arkované. Situace
je znazornéna na pravém obrazku. Ve zobrazeném kousku celé situace se sledovany
host se tfemi jinymi znd, zbylé puntiky jsou spojeny ¢arkované — to by znamenalo,
7ze mame trojihelnik hosti, ktefi se neznaji. Pokud by se ale jedna dvojice z nich
znala, vznikl by naopak trojuhelnik hostt, ktefi se znaji.

Nyni predpokladejme, ze mame krabicku, ktera pozira jeden bit za druhym
(tfeba podle toho, jestli dvefmi zrovna proSel muz nebo Zena — jednicka necht
oznaCuje tieba Zenu), a m4 svitit bud modfe nebo ¢ervené podle toho, zda byl

289



290 9. KOMBINATORICKE METODY

posledni bit nula nebo jednicka (a bodle barvy svétla tedy mtizeme tedy poznat,
zda je za dvefmi muz nebo zena). Opét si schéma mizeme pékné zndzornit:

S [re) )
- 1 o

0 BLUE 0

Tteti uzel, ze kterého pouze vychazi dvé Sipky naznacuje start pred prvnim
zaslanym bitem.

9.2. Zakladni pojmy grafu. V obou ptikladech mame spole¢né schéma. Mame
néjakou kone¢nou mnozinu objekti, kterou si znazornujeme jako uzly a jejich vlast-
nosti, které znazornujeme spojnicemi mezi nimi. Uz dédvno vime, ze takové situace
umime popisovat pomoci tzv. relaci, viz. text zacinajici odstavcem [1.43| v Sesté
Casti prvni kapitoly. Treba ¢tenafe neodstrasi ukazka, jak se jednoduchym vécem
da slozité fikat: V nasem prvnim piikladu pracujeme na stejné mnoziné hostu se
dvémi komplementarnimi symetrickymi a antireflexnimi relacemi, ve druhém pak
jde o priklad dvou antisymetrickych relaci na tfech prvcich.

My ted ale mtZzeme na relace pozapomnét a budeme pracovat s terminologii
odpovidajici nasim obrazkim. Nenechte se zmast novym vyznamem slova graf, pro
ktery jsme jiz méli vyznam u funkci. Ve skute¢nosti neni vécnd podobnost az tak
vzdalena.

Definice. Grafem G = (V, E) rozumime mnozinu V jeho vrcholid spolu s podmno-
Zinou E mnoziny (‘2/) vSech dvouprvkovych podmnozin ve V. Prvkim E fikdme
hrany grafu. Vrcholim ve hrané e = {v,w}, v # w, fikdme hranicni vrcholy hrany
e. O hranach, které maji dany vrchol v za hrani¢ni fikdme, Ze z vrcholu v vychdzeji.

Orientovangm grafem G = (V,E) rozumime mnozinu V jeho vrcholi spolu
s podmnozinou £ C V x V. Prvnimu z vrcholi definujicich hranu e = (v, w)
tikdme pocdtecni vrchol hrany, druhému pak koncovy vrchol. Hrana e vychdzi ze
svého pocatecniho vrcholu a wvchdzi do koncového. U orientovanych hran mohou
byt koncovy a pocatecni vrchol totozny, hovorime pak o smycce.

Sousedni hrany grafu jsou ty, které sdili hrani¢ni vrchol, u sousednich hran
orientovaného grafu musi byt vrchol pro jednu koncovy a pro druhou pocatecéni.
Naopak, sousedni vrcholy jsou ty, které jsou hrani¢nimi pro tutéz hranu.

Grafy jsou mimofadné dobrym jazykem pro premysleni o postupech a odvo-
zovani vztaht tykajicich kone¢nych mnozin objektt. Jsou totiz péknym prikladem
kompromisu mezi pfirozenym sklonem k ,pfemyslenim v obrazcich“ a pfesnym ma-
tematickym vyjadfovanim. Obecny jazyk teorie grafi ndm v konkrétnich tlohéach
také umoznuje pfidévat informace o vrcholech nebo hranach. MuZeme tak napf.
wobarvit“ vrcholy podle pfislusnosti objektt k nékolika disjunktnim skupinam nebo
muzeme oznacit hrany nékolika riznymi hodnotami apod. Existence hrany mezi vr-
choly rtznych barev muze naznacit ,konflikt“. Napt. kdyz modré a ¢ervené uzly
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predstavuji panskou a damskou ¢ast vecirku, pak hrana mezi vrcholy raznych ba-
rev mize znamenat potencidlni nevhodnost sdileni pokoje pro prenocovani. Nas
prvni priklad v pfedchozim odstavci muzeme tedy chapat jako graf s obarvenymi
hranami. Dokdzané tvrzeni v této fe¢i zni: V grafu K, = (V, (‘2/)) s n vrcholy a se
vsemi moznymi hranami obarvenymi na dvé barvy je vZdy alespor jeden trojuhelnik
2z hran o stejné barve, pokud je pocet vrcholi alespor Sest.

Vy8e znazornény orientovany graf s oznacenymi hranami (hodnotami nula nebo
jedna) predstavuje jednoduchy koneéng automat. Tento ndzev odrazi predstavu, ze
graf popisuje proces, ktery se vzdy nachazi ve stavu popsanym nékterym z uzli a
dalsi stav nastane procesem, odpovidajicim jedn z hran, které z vrcholu vychazi.
Teorii koneénych automatt se zde nebudeme podrobnéji zabyvat.

9.3. Priklady uziteénych jednoduchych grafi. Nejjednodussim grafem je graf
bez hran, pro ten si ale ani nebudeme zavadét zvlastni oznaceni.

Opacny extrém je naopak uziteény a grafu se vSemi moznymi hranami fikdme
Uplnyg graf. Zna¢ime symbolem K, kde n je pocet vrchola grafu. Graf Ky a Kj
jsme jiz vidéli, K3 je trojuhelnik, K> je tisecka.

Dalsim dilezitym grafem je cesta, tj. graf, kde existuje usporadani vrcholt
(vo,...,vy) takové, ze E = {ey,...,e,}, kde ¢; = {v;_1,v;}, pro vSechny i =
1,...,n. Hovofime o cesté délky n a znacime ji P,,. Pokud cestu upravime tak, zZe
posledni a prvni vrchol splyvaji, dostaneme kruznici délky n a znacime Cp. Na
dalsim obrazku vidime K3 = C3, C5 a Ps

AN OVl

Dalsim piikladem je tzv. Gplny bipartitni graf, ktery vznikne tak, Ze vrcholy si
obarvime dvémi barvami a pak pfidame vSechny hrany, které spoji vrcholy riznych
barev. Znac¢ime jej K, ,,, kde m a n jsou pocéty vrcholi s jednotlivymi barvami. Na
obrazku je vidét K173, K273 a K373.

VoW M

Dobrym prikladem grafu je také tzv. hyperkostka H,, v dimenzi n, ktera vznikne
tak, ze vrcholy jsou vSechna ¢isla 0,...,2" — 1. Hrany spoji pravé ta cisla, ktera
se v zapisu v dvojkové soustaveé lisi v pravé jednom bitu. Na obrazku nize je Hy a
popis vrcholi je naznacen.

Vsimnéme si, Ze pfimo z definice vyplyva, Ze hyperkostku v dané dimenzi vzdy
cky dostaneme tak, ze vhodné spojime hranami dvé hyperkostky o jednu dimenzi
mensi. Na obrazku je to naznaceno tak, ze ptislusné hrany mezi dvémi disjunktnimi
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kopiemi Hj jsou ¢arkované. Samoziejmé ale muzeme timto zpisobem rozlozit H,
mnoha rtznymi zpisoby.

1110 1111

0000 0001

Posledni dva priklady jsou tzv. cyklicky Zebrik C'L,, s 2n vrcholy, ktery je slozen
propojenim dvou kopii kruznice C,, tak, ze hrany spoji odpovidajici vrcholy dle
poradi a tzv. Petersentv graf, ktery je sice docela podobny C'Ls, ale ve skutecnosti
je to nejjednodusi ,,vyvrace¢ nespravnych uvah“ — graf, na némz se vyplati testovat
tvrzeni, nez je zacneme dokazovat.

priLY

9.4. Morfismy grafti a podgrafy. Jako u vSech matematickych pojmii, kli¢ovou
roli hraji zobrazeni mezi objekty, ktera zachovavaji uvazovanou strukturu.

Definice. Pro grafy grafy G = (V,E) a G’ = (V', E’) budeme za morfismus f :
G — @ povazovat zobrazeni fiy : V — V'’ mezi mnozinami vrcholt takové, ze je-li
e = {v,w} hrana v E, pak ¢/ = {f(v), f(w)} musi byt hranou v E’. V daldim textu
nebudeme ve znaceni odliSovat morfismus f a zobrazeni fi . Zaroven pak takové
zobrazeni fy urcuje i zobrazeni fr: E — E’, f(e) = ¢/, kde e a €’ jsou jako vySe.

Pro orientované grafy je definice shodn4, jen pracujeme s usporadanymi dvoji-
cemi e = (v, w) v roli hran.

Vsimnéme si, ze u grafi tato definice znamend, ze pokud f(v) = f(w) pro
dva rtizné vrcholy ve V| pak mezi nimi nesméla byt hrana. U orientovanych grafi,
takova hrana je pfipustna, pokud je na spole¢ném obrazu smycka.
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Specidlnim pfipadem je morfismus libovolného grafu G do tuplného grafu K,,.
Takovy morfismus je ekvivalentni vybranému obarveni vrcholt grafu V pomoci
m ruznych jmen uzli K, tak, Ze stejné obarvené uzly nejsou spojeny hranou.
Hovofime v tomto pfipadé o barveni grafu pomoci m barev.

V pfipadé, Ze je morfismus f : G — G’ bijekei na vrcholech takovou, ze i f~1
je morfismem, hovorime o izomorfismu graf. Izomorfni grafy se 1isi pouze riznym
pojmenovanim vrchold.

Snadno si budeme umét naértnout az na izomorfismus vSechny grafy na malo
vrcholech (t¥eba t¥ech nebo ¢tyfech). Obecné jde ale o nesmirné slozity kombinato-
ricky problém a i rozhodnuti o konkrétnich dvou danych grafech, zda jsou izomorfni
je obecné mimoradné obtizné.

Jednoduchymi a mimoradné uzitenymi pfiklady morfismi grafi jsou pojmy
cesta, sled a kruznice v grafu:

Cestou délky n v grafu G rozumime morfismus p : P, — G takovy, Ze p je
injektivni zobrazeni (tj. v8echny obrazy vrcholt vy, ...,v, z P, jsou rtzné). Sled
délky n v grafu G je jakykoliv morfismus s : P, — G (tj. v obrazu se mohou
opakovat vrcholy).

Sled si mizeme predstavit jako drahu ,,pfic¢inlivého ale tapajiciho“ poutnika z
uzlu f(vg) do uzlu f, . Poutnik se totiZz v Zddném uzlu nezastavi, ale klidné se po
cesté grafem vraci do uzli nebo i dokonce po hranach, kterymi diive Sel. Cesta je
naopak pruchod grafem z po¢ateéniho uzlu f(vg) do koncového f(vy,,) bez takovych
zbytecnych oklik.

Obrazy cest i sledu jsou prikladem tzv. podgrafi, ne vsak stejnym zptsobem.
Definujme nejprve obecné, co je to podgraf.

Uvazujme graf G = (V, E) a néjakou podmnoziny V' C V. Indukovany podgraf
jegraf G' = (V', E’), kde e € E patii i do E’ pravé, kdyz oba krajni vrcholy hrany
e patii do V'. Podgraf G' = (V,E’) je takovy graf, ktery mé stejnou mnozinu
vrcholti jako G, ale jeho mnozina hran E’ je libovolnou podmnozinou. Obecné
miiZeme pro konstrukci podgrafu pouzit oba procesy — napfed zvolime V' C V a
pak v indukovaném podgrafu vybereme cilovou mnozinu hran E’. Uplné formalné
tedy dostavame:

Definice. Graf G’ = (V', E’) je podgrafem v grafu G = (V, E), jestlize V' C V,
E' CE.

Snadno je vidét, ze kazdy obraz homomorfismu (tj. obraz jak vrchold tak hran)
tvori podgraf. Podgraf, ktery je homomorfnim obrazem cesty nazyvame také cestou.
Je ztejmé, kazda takova cesta o n > 2 vrcholech v grafu vznika préavé dvéma zpisoby
jako homomorfni obraz P,, které se li§i v poc¢ateénim a koncovém uzlu. Naopak,
jestlize obraz sledu obsahuje k uzlli, miizeme obecné pro n > k najit nepfeberné
zpusob, jak takovy obraz obdrzet.

Kruznice v grafu G je injektivnim homomorfnim obrazem grafu C,, v G. VSim-
néte si, ze sama kruznice C), je také homomorfnim obrazem cesty P,, kdy prvni a
posledni bod cesty zobrazime do téhoz vrcholu a zvolime orientaci cesty.

Najdéte si v predchozich obrazcich cesty nebo kruznice obsazené ve vétsich
grafech.

9.5. Kolik je vlastné neizomorfnich grafa? Odpovédét presné je désné tézké. Odhad-
nout, ze je neizomorfnich grafi moc, je pomérné snadné:

Vsech moznych grafii na n vrcholech je tolik, kolik je vSech podmnozin v mnoziné vsech
hran. Véech podmnoZin o mohutnosti N je 2. Isomorfnich grafii nemiize byt vic, ne? kolik je
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bijekci na n vrcholech. Téch je n!. Neizomorfnich grafti tedy nemize byt méné nez
2(3)

n! -

k(n) =

Jestlize si tuto funkci zlogaritmujeme p¥i zdkladu 2, dostaneme (s vyuZitim zjevného vztahu

n! <n")
2
1 21
log, k(n) = <Z> —log, n! > % (1 - %)

Pro n — oo tedy zjevné dostdvame
1
log, k(n) = §n2 — O(nlogyn)

viz terminologii pro odhady z To znamena, Ze pocet neizomorfnich grafii na n uzlech
roste asymptoticky stejné rychle jako mnozstvi vSech moznych grafi, tj. ¢islo 2(2) Mdizeme
to nepresné formulovat tak, ze velkd vétsina vsech moznych grafii bude po dvou neizomorfni.

9.6. Piiklad.

9.6.1. Urcete, kolik existuje homomorfismi grafi

a) z Py do K5,

b) z K3 do K;

Reseni.

a) 5-4-4=80.

b) 5-4-3 = 60.

Jediné omezeni je, ze se uzly mezi kterymi vede hrana nesmi zobrazit na tentyz
uzel. 0

9.7. Stupné uzlu a skére grafu. Izomorfni grafy se od sebe 1isi pouze piejme-
novanim vrchol. Proto musi mit stejné vSechny ciselné charakteristiky, které se
presislovanim vrcholii neméni. Jednoduché iidaje tohoto typu mutizeme dostat sle-
dovanim poc¢tt hran vychézejicich z jednotlivych vrcholi.

Pro vrchol v € V v grafu G = (V, E) fikdme, Ze jeho stuper je k, jestlize v E
existuje k hran, jejichz hrani¢nim vrcholem v je. PiSeme v takovém piipadé

degv = k.
Skore grafu G s vrcholy V = (v1,...,v,) je posloupnost
(deg vy, degus,...,degu,)

Je ztejmé, ze pro izomorfni grafy se jejich skére mize lisit pouze permutaci hodnot.
Pokud tedy porovname skére graft set¥idéné podle velikosti hodnot, pak rizna skére
zarucuji neizomorfnost grafu. Naopak ale snadno najdeme piiklad grafi se stejnym
skére, které izomorfni byt nemohou, napt. G = C3 U C3 ma skdre (2,2,2,2,2,2),
stejné jako Cg. Zjevné ale izomorfni nejsou, protoze v Cg existuje cesta délky 5,
kterd v druhém grafu byt nemize.

Zajimaji nas samoziejmé také kritéria, jaka skére mohou viubec grafy mit. Pro-
toze kazda hrana vychéazi ze dvou vrcholii, musi byt v celkovém souctu skére za-
poctena kazda hrana dvakrat. Proto plati

(9.1) > degv =2|E|.
veV
Zejména tedy musi byt soucet vSech hodnot skére sudy.
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Nasledujici véta je nasi prvni ivahou o operacich nad grafy. Protoze je dilaz
konstruktivni, jde vlastné o navod, jak pro dané skére bud zjistit

Véta (Algoritmus na sestrojeni grafu s danym skére). Pro libovolnd prirozend cisla
0<dy <---<d, ezistuje graf G na n vrcholech s témito hodnotami skore tehdy a
jen tehdy, kdyz existuje graf se skore

(dla d2a s 7dn—dn - 17dn—d"+1 - 17 sty dn—l - 1)
na n — 1 vrcholech.

DUKAZ. Na jednu stranu je implikace jednoducha: Pokud existuje graf G’ o
n — 1 vrcholech se zadanym skdre, pak mtzeme pridat ke grafu G’ novy vrchol v,
a spojit jej hranou s poslednimi d,, uzly grafu G’. Tim dostaneme pozadovany graf
G s predepsanym skore.

Naopak je to o néco tézsi. Postup ndm zéaroven ukaze, jak méalo skére urcuje
graf, z néhoz vzniklo. UkdZzeme, Ze pii pevné zadaném skére (dy,...,d,) s 0 < d; <
- <d, vzdy existuje graf, jehoz uzel v,, je spojen hranou pravé s poslednimi d,,
uzly vn_d,, .., Un_1.

Idea je jednoducha — pokud néktery z poslednich d,, uzlt v, neni hranou
spojen s v,, musi byt v,, spojen s nékterym z vrcholi diivéjsich. Pak bychom méli
umeét prohodit koncové vrcholy dvou hran tak, aby v, a v; spojeny byly a skére se
nezménilo. Technicky to lze provést takto: Uvazme vSechny grafy G s danym skdre a
oznacme si pro kazdy takovy graf ¢islo v(G), které je nejvétsi index vrcholu, ktery
neni spojen hranou s v,. Necht G je nyni pevné zvoleny graf s v(G) nejmensim
moznym. Pak bud je v(G) = n —d, — 1 a tedy jsme ziskali pozadovany graf nebo
jev(G) > n—d,.

V poslednim ptipadé ale musi byt v,, spojen hranou s nékterym v;, i < v(G).
Protoze je degv,(g) > deguv;, nutné existuje také hrana spojujici v,(g) s ve pro
¢ < i. Nyni zdménou hran {ve, v,(q)} s {ve,vi} a {vi,vn} s {vy(q), vn} dostavame
graf G’ s tymz skdre, ale mensim v(G’), coz je spor s nasi volbou. (Namalujte si
obrazek!)

Nutné tedy plati prvni z moznosti a diikaz je hotov. O

Vsimnéme si, ze skuteéné véta dava presny postup, jak zkonstruovat graf se
zadanym skdre. Pokud by takovy graf neexistoval, algoritmus to po cesté pozna.
Postup je takovy, ze od zadaného vzestupné usporadaného skére postupné odprava
od hodnot odecitdme tolikrat jednicku, kolik je nejvétsi hodnota d,,. Usporadame
znovu vysledné skére postupujeme stejné, dokud bud neumime piimo graf se za-
danym skére napsat nebo naopak nevidime, Ze takovy neexistuje. Jestlize graf v
nékterém z krokt sestrojime, zpétnym postupem pridavame vzdy jeden novy uzel
a hrany podle toho, jak jsme odecitali jednicky. Zkuste si nékolik jednoduchych
prikladd sami. Dtlezité upozornéni — lgoritmus sestrojuje pouze jeden z mnoha
grafl, které mohou k danému skére existovat!

U orientovanych graft rozlisujeme vstupni stuperi deg, v vrcholu v a vystupni
stuperi deg_ v. Rikdme, Ze orientovany graf je vyvdZeny, kdyz pro viechny uzly plati
deg_ v =deg, v.

9.8. Algoritmy a reprezentace grafu. Jak jsme jiz naznacovali, grafy jsou ja-
zykem, ve kterém casto formulujeme algoritmy.

Samotny pojem (grafového) algoritmu muzeme (pro nase potfeby) formalizovat
jako postup, kdy v néjakém orientovaném grafu prechazime z uzlu do uzlu podél
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orientovanych hran a pfitom zpracovavame informace, které jsou urceny a ovlivnény
vysledkem predchozich operaci, uzlem, ve kterém se zrovna nachazime, a hranou,
kterou jsme do uzlu vstoupili. P¥i zpracovani informace se zaroven rozhodujeme,
kterymi vystupnimi hranami budeme pokracovat a v jakém poradi. Pokud je graf
neorientovany, muzeme vSechny hrany povazovat za dvojice hran orientované opac-
nymi smery.

Abychom mohli dobfe takové algoritmy realizovat (vét$inou s pomoci pocitace),
je tfeba umét uvazovany graf efektivné zadat. Jednou z moznosti je tzv. hranovy
seznam (Edge List). Graf G = (V, E) si v ném reprezentujeme jako dva seznamy V'
a I propojené ukazately tak, ze kazdy vrchol ukazuje na vSechny z néj vychazejici
hrany a kazda hrana ukazuje na sviij pocatecni a koncovy vrchol. Je vidét, ze pamét
potfebna na uchovani grafu je v tomto ptipadé O(|V| + |E|), protoze na kazdou
hranu ukazujeme pravé dvakrat a na kazdy vrchol ukazujeme tolikrat, kolik je jeho
stupen a soucet stupmiu je také roven dvojnasobku poc¢tu hran. Az na konstantni
nasobek jde tedy stale o optiméalni zptusob uchovavani grafu v paméti.

Zcela jiny zptlisob je zadani tzv. matice sousednosti grafu. Uvazme (neoriento-
vany) graf G = (V| E), zvolme uspotradani jeho vrcholt V' = (vy, ..., v,) a definujme
matici A = (a;5) nad Zy (tj. zaplnénou jen nulami a jednickami) takto:

1 jestlize je hrana e;; = {v;,v;} v E
a;j =
Y 0 jestlize neni hrana e;; = {v;,v;} v E

Popremyslejte samostatné, jak vypadaji matice graft z ptrikladu na zacatku této
kapitoly.

Pii nejjednodussim zpusobu uchovavani matic v poli je zadani grafu pomoci
matice sousednosti velice neefektivni metoda. Potfebuje totiz vidy O(n?) mista v
paméti. Pokud je ale v grafu méalo hran, dostavame tzv. fidkou matici se skoro
vSemi prvky nulovymi. Existuji ovSsem postupy, jak tyto ridké matice uchovavat v
pameéti efektivnéji.

Promyslete si podrobné, jak se v obou zpusobech zadani grafu zpracuji zékladni
operace nad grafem, kterymi rozumime:

e odebrdni hrany

e pridani hrany

e pridani vrcholu

e odebrdni vrcholu

e délent hrany nové pridanym vrcholem

Jako jednoduchou aplikaci maticového poctu si uvedeme nasledujici tvrzeni:

9.9. Véta. Necht G = (V, E) je graf s usporadanymi vrcholy V. = (v1,...,v,) a
matici sousednosti Ag. Oznacme Ak, = (al(.f)

(ai;). Pak agf) je pocet sledi délky k mezi vrcholy v; a v;.

) pruky k-té mocniny matice Ag =

DUkAzZ. Tvrzeni je pouze jinym vyjadienim definice matice sousednosti pro
pripad k£ = 1 a cely dikaz povedeme indukci pres délku k. Predpokladejme tedy, ze
véta plati pro néjaké k a zkoumejme, kolik je sledtt délky % + 1 mezi vrcholy v; a v;
pro néjaké pevné indexy ¢ a j. Jisté kazdy takovy sled obdrzime pomoci jedné hrany
z v; do néjakého uzlu v, a néjakého sledu délky k mezi v, a v;. Rizné volby piitom

davaji vady rizné vysledky. Proto, oznacime-li a}) pocet rizngch sledi délky k z
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v do v;, pak ndmi hledany pocet sledi délky £ 4 1 bude
k . k
az('jﬂ) = Zail : agj)'
(=1

To je ale pravé formulka pro nasobeni matice Ag s mocninou A’é. Dokazali jsme,
(k+1)

ze nase Cisla a;; " jsou prvky matice Ak -

Dusledek. Jsou-li G = (V,E) a Ag jako v predchozi vété, pak lze vSechny vrcholy

G spojit cestou prdvé, kdyz md matice (A + 1,)" " samé nenulové cleny (zde 1,
oznacuje jednotkovou matici s n tadky a sloupci).

DUkaz. Diky distributivité ndsobeni matic a skute¢nosti, Ze jednotkova matice
I,, komutuje s kazdou jinou matici stejného rozméru, dostaneme roznasobenim

(A+Hn)n1_An1+<n_1)An2+"'+<n_1>A+In.
1 n—2

Vyslednd matice ma za ¢leny ¢isla (ve znaceni jako v minulé vété)
n—1 n—1 n—2 n—1 n—1—¢ .
a )+( : )aﬁj )+---+< , )agj oot (n— D)ayj + 64,

kde d;; = 1 pro vSechny 7 a 6;; = 0 pro ¢ # j.

Toto c¢islo evidentné zadava soucet poctu sledt délek 0, ..., n — 1 mezi vrcholy
v; a v; vynasobenych kladnymi konstantami. Bude proto nenulové prave tehdy,
jestlize mezi témito vrcholy existuje néjaka cesta. O

9.10. Poznamka. Jesté si véimnéme vlivu permutace nadeho usporadani uzl( V' na matici
sousednosti grafu. Neni obtizné si uvédomit, Ze permutace uzl( grafu G ma za nasledek jednu
a tutéz permutaci fadkd a i sloupcii matice Ag. Kazdou takovou permutaci mizeme zadat
pravé jednou tzv. permutacni matici, tj. matici z nul a jednicek, ktera ma v kazdém radku a
kazdém sloupci pravé jednu jednic¢ku a jinak nuly. Je-li P takova parmutacni matice, pak nova
matice sousednosti izomorfniho grafu G’ bude

Ag =P -Ag- P,

kde PT zna&i transponovanou matici a te¢kou oznalujeme nasobeni matic. Kazdou permutaci
umime napsat jako sloZeni transpozic a proto prislusnou permutaéni matici dostaneme jako
soucin prislusnych matic pro transpozice.

V pripadé permutaénich matic je matice transponovana zdroven matici inverzni. Tyto
Gvahy lze déle rozvijet a pfemyslet o souvislostech matic sousednosti a matic linearnich zob-
razeni mezi vektorovymi prostory. Nebudeme zde zachazet do podrobnosti.

9.11. Prohledavani v grafu. Mnoho uziteénych algoritmi je zaloZeno na postup-
ném prohledavani vSech vSech vrcholu v grafu. Zpravidla mame zadany poc¢atecni
vrchol nebo si jej na zacatku procesu zvolime. V pritbehu procesu vyhledavani pak
v kazdém okamziku mame vrcholy

e jiZ zpracované, tj. ty, které jsme jiz p¥i béhu algoritmu prochézeli a definitivné
zpracovali;

o aktivni, tj. ty vrcholy, které jsou detekovany a pripraveny pro zpracovavani;

e spici, tj. ty vrcholy, na které teprve dojde.
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Zaroven si udrzujeme pfehled o jiz zpracovanych hranach. V kazdém okamziku
musi byt mnoziny vrcholi a/nebo hran v téchto skupinich disjunktnim rozdélenim
mnozin V a F vrchold a hran grafu G a néktery z aktivnich vrcholu je aktudlné
zpracovavan. Sledujme nejprve princip obecné na prikladé prohleddvani vrchold.
V dalsich odstavcich pak budeme postup pouzivat pro algoritmy fesici konkrétni
ulohy.

Na pocatku prubéhu tedy méame jeden aktivni vrchol a vSechny ostani vrcholy
jsou spici. V prvnim kroku projdeme vsechny hrany vychézejici z aktivniho vrcholu
a jejich prislusnym koncovym vrcholtim, které jsou spici, zménime statut na aktivni.
V dalsich krocich vzdy u zpracovédvaného vrcholu probirame ty z ného vychéazejici
hrany, které dosud nebyly probrany a jejich koncové vrcholy pridavame mezi aktivni.
Tento postup aplikujeme stejné u orientovanych i neorientovanych graft, jen se
drobné méni vyznam adjektiv koncovy a pocatecni u vrchold.

V konkrétnich tilohéach se také miizeme omezovat na nékteré z hran, které vy-
chézi z aktualniho vrcholu. Na principu to ale nic podstatného neméni.

Pro realizaci algortimti je nutné se rozhodnout, v jakém poradi zpracovavame
aktivni vrcholy a v jakém poradi zpracovavame hrany z nich vychazejici. V zasadé
prichazi v avahu dvé moznosti zpracovavani vrcholt:

(1) vrcholy vybirdme pro dalsi zpracovani ve stejném pofadi, jak se stavaly aktiv-
nimi (fronta)

(2) dalsim vrcholem vybranym pro zpracovani je posledni zaktivnény vrchol (z&-
sobnik).

V prvnim piipad€ hovotime o prohleddvani do sirky, ve druhém o prohleddvdni do
hloubky.

Na prvni pohled je zfejma role volby vhodnych datovych struktur pro uchova-
vani udaji o grafu. Hranovy seznam umoznuje projit vSechny hrany vychazejici z
pravé zpracovavaného vrcholu v ¢ase linedrné amérném jejich poctu. Kazdou hranu
pritom diskutujeme nejvyse dvakrat, protoze ma praveé dva konce. Zjevné tedy plati:

Véta. Celkovy éas realizace vyhleddvdni do §ivky i do hloubky v ¢ase O((n+m)*K),
kde n je pocet vrcholi v grafu, m je pocet hran v grafu a K je cas potrebny na
zpracovdni jedné hrany, resp. jednoho vrcholu.
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Nasledujici obrazky slouzi pro ilustraci prohledavani do sifky a do hloubky:

Je na nich zachyceno prvnich osm krokt prohledévani do Sifky Petersenova
grafu na 10 vrcholech.

Zakrouzkovany vrchol je ten pravé zpracovavany, modré velké puntiky jsou jiz
zpracované uzly, ¢arkované cervené hrany jsou jiz zpracované a cervené drobné uzly
jsou ty aktivni (poznaji se také podle toho, Ze do nich jiz vede néktera zpracovand
hrana). Hrany zpracovavdme v pofadi orientace proti hodinovym ruckdm, pficemsz
za ,prvni“ bereme smeér ,kolmo dold“.

Totéz je dalsich obrazcich postupem ,,do hloubky“. Vsimnéte si, ze prvni krok
je stejny jako v predchozim pripadé.

9.12. Souvislé komponenty grafu. Kazdy graf G = (V, E) se pfirozené rozpadd
na disjunktni podgrafy G; takové, ze vrcholy v € G; a w € G jsou spojeny néjakou
cestou praveé, kdyz i = j.

Tento postup si mizeme formalizovat takto: Necht je G = (V, E) neorientovany
graf. Na mnoziné vrcholi grafu G zavedeme relaci ~ tak, ze v ~ w pravé kdyz
existuje cesta z v do w. Promyslete si, Ze tato relace je dobfe definovana a Ze se
jedné o ekvivalenci. Kazd4 tfida [v] této ekvivalence definuje indukovany podgraf
G C G a disjunktni sjednoceni téchto podgrafi je ve skutecnosti ptivodni graf
G. Skutecné, podle definice nasi ekvivalence, zadné hrana pivodniho grafu nemiize
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propojovat uzly z riznych komponent. Podgrafim G|, fikdme souvislé komponenty
grafu G.

Je-li graf G orientovany, pak postupujeme uplné stejné, pouze u definice relace
vyslovné pozadujeme aby cesta existovala z uzlu v do uzlu w nebo naopak z uzlu
w do uzlu v.

Jako skutecné jednoduchy ptiklad prohledavani v grafu si mtzeme uvést algo-
ritmus na vyhledani vSech souvislych komponent v grafu. Jedinou informaci, kterou
musime zpracovavat je, kterou komponentu aktualné prochazime. Samotné prohle-
davani, tak jak jsme jej prezentovali, projde pravé vsSechny vrcholy jedné kom-
ponenty. Kdykoliv pii béhu algoritmu skonc¢ime s préazdnou mnozinou aktivnich
vrcholi ke zpracovani, mame nachystanu jednu celou komponentu na vystup. Staci
pak vzit jakykoliv dalsi dosud spici vrchol a pokracovat dale. Teprve az nebudou
ani zadné spici vrcholy, ukonc¢ime algoritmus.

Definice. Rekneme, ze graf G = (V, E) je
e souvisly, jestlize ma pravé jednu souvislou komponentu;
e vrcholové k—souvisly, jestlize ma alespon k + 1 vrcholt a bude souvisly po ode-
brani libovolné podmnoziny k& — 1 vrcholi;

e hranové k—souvisly, jestlize bude souvisly po odebrani libovolné podmnoziny
k — 1 hran.

vevs

Pripad k = 1 v definici jen opakuje souvislost grafu G. Silnéjsi souvislost grafu
je zadouci napf. u sifovych aplikaci, kdy klient pozaduje zna¢nou redundanci po-
skytovanych sluzeb v ptipadé vypadku nékterych linek (tj. hran) nebo uzld (tj.
vrcholil).

Obecné lze dokézat tvrzeni tzv. Mengerovy véty, kterou ted nebudeme dokazo-
vat:

Tvrzeni. Pro kazdé dva vrcholy v a w v grafu G = (V, E) je pocet hranové rizngch
cest zv do w roven minimdlnimu poctu hran, které je treba odstranit, aby se v a w
ocitly v ruzngch komponentdch vzniklého grafu.

Specidlnim piipadem je 2—souvisly graf. To je takovy souvisly graf o alespon
tfech vrcholech, kdy vynechanim libovolného vrcholu nenarusime jeho souvislost.
Na tomto prikladu si odvodime nékolik péknych charakterizaci:

Véta. Pro graf G = (V, E) s alespori tremi vrcholy jsou ndsledujici podminky ekvi-
valentni:

o (G je 2—souvisly;

o kazdé dva vrcholy v a w v grafu G lezi na spolecné kruznici;

o graf G je mozné vytvorit z trojuhelniku K3 pomoci postupnich délent hran.

DUKAZ. Na jednu stranu je implikace zfejma: Jestlize kazdé dva vrcholy sdileji
kruznici, pak jsou mezi nimi vzdy alespon dvé razné cesty a tedy odebrani vrcholu
nemizeme pokazit souvislost.
minimalni délky cesty spojujici vrcholy v a w. Pokud vrcholy sdili hranu e, pak diky
2—-souvislosti je i graf bez této hrany souvisly a je v ném proto cesta mezi v a w.
Spolu s hranou e tato cesta vytvari kruznici. Predpokladejme, ze umime takovou
sdilenou kruznici sestrojit pro vSechny vrcholy spojitelné cestou délky nejvyse k a
uvazujme vrcholy v a w a je spojujici nejkratsi cestu (v = v, e1,. .., v, = w) délky
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k + 1. Pak v; a w umime spojit cestou o délce nejvyse k a proto lezi na spolecné
kruznici. Ozna¢me si Py a Py piislusné dvé riizné cesty mezi v; a w. Graf G\ {v1}
je ale také souvisly, existuje tedy cesta P z v do w, kterd neprochazi vrcholem wq
a tato nutné musi nékdy poprvé narazit na jednu z cest P; a P». Predpokladejme,
7e se tak stane ve vrcholu z na cesté P;. Pak je cesta, ktera vznikne slozeni ¢asti
cesty P z v do z, ¢asti cesty P; ze z do w a opac¢nou cestou k P, z w do v hledanou
kruZnici (nakreslete si obrazek!). O

9.13. Metrika na grafech. V poslednim dikazu jsme pouzivali délku cest pro
méfeni ,vzdalenosti“ vrcholi. UkaZzeme, Ze takto skutecné lze matematicky vybu-
dovat pojem vzdalenosti na grafu:

Na kaZdém (neorientovaném) grafu definujeme vzddlenost uzli v a w jako ¢islo
de (v, w), které je rovno poctu hran v nejkrat$i mozné cesté z v do w. Pokud cesta
neexistuje, pisSeme dg (v, w) = oco.

Budeme v dalsim uvazovat pouze souvislé graf G. Pak pro takto zadanou funkci
dg :V x V — N plati obvyklé tfi vlastnosti vzdalenosti:

e dg(v,w) > 0 a pfitom dg (v, w) = 0 pravé, kdyz v = w;
e vzdalenost je symetrickd, tj dg(v, w) = dg(w,v);
e plati trojuhelnikova nerovnost, tj. pro kazdou trojici vrchold v, w, z plati

dg(v, z) < dg(v,w) + dg(w, 2).

Rikédme, Ze dg je metrika na grafu G.
Kromé téchto standardnich tii vlastnosti spliiuje metrika na grafu evidentné
jesté
o dg (v, w) mé vidy nezdporné celoéislené hodnoty;
e je-li dg(v,w) > 1, pak existuje néjaky vrchol z rizny od v a w a takovy, ze
de(v,w) = dg(v, 2) + dg(z,w).
Lze dokazat, ze pro kazdou funkci dg s vyse uvedenymi péti vlastnostmi na V' x V pro

kone¢nou mnozinu V' lze nadefinovat hrany E tak, aby G = (V, E) byl graf s metrikou d¢.
Zkuste si ukazat jako cviceni!

9.14. Dijkstruv algoritmus pro hledani nejkratsich cest. D4 se tusit, Ze
nejkratsi cestu v grafu, kterd vychézi z daného uzlu v a kon¢i v jiném uzlu w budeme
umét hledat pomoci prohledévani grafu do sitky. Pi tomto typu prohledévani totiz
postupné diskutujeme vrcholy, do kterych se umime dostat z vychoziho vrcholu po
jediné hrané, poté projdeme vSechny, které maji vzdalenost nejvyse 2 atd. Na této
jednoduché tuvaze je zalozen jeden z nejpouzivanéjsich grafovych algoritmd — tzv.
Digkstruv algoritmus.

Tento algoritmus hledd nejkratsi cesty v realistictéjsi podobé, kdy jednotlivé
hrany e jsou ohodnoceny ,vzdélenostmi“, tj. kladnymi redlnymi ¢isly w(e). Kromé
aplikace na hledani vzdélenosti v silni¢nich nebo jinych sitich to mohou byt také
vynosy, toky v sitich atd. Vstupem algoritmu je graf G = (V, E) s ohodnocenim
hran a poéatecni vrchol vg. Vystupem je ohodnoceni vrcholt éisly dy,(v), kterd
udavaji nejmensi mozny soucet ohodnoceni hran podél cest z vrcholu vy do vrcholu
v. Postup dobfe funguje v orientovanych i neorientovanych grafech.

Pro konec¢ny chod algoritmu a jeho vysledek je skute¢né podstatné, ze vSechna
nase ohodnoceni jsou kladna. Zkuste si rozmyslet tfeba cestu P; se zaporné ohod-
nocenou prostfedni hranou. Prfi prochéazeni sledu mezi krajnimi vrcholy bychom
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wvzdalenost” zmensovali kazdym prodlouzenim sledu o priichod prostfedni hranou
tam a zpét.

Dijkstriav algoritmus vyzaduje jen drobnou modifikaci obecného prohledavéani
do sitky:

e U kazdého vrcholu v budeme po cely chod algoritmu udrzovat ¢iselnou hodnotu
d(v), ktera bude hornim odhadem skuteéné vzdalenosti vrcholu v od vrcholu
V9.

e Mnozina jiz zpracovanych vrcholi bude v kazdém okamziku obsahovat ty vr-
choly, u kterych jiz nejkratsi cestu zname, tj. d(v) = dy,(v).

e Do mnoziny aktivnich (pravé zpracovavanych) vrchold W zafadime vzdy prévé
ty vrcholy y z mnoZiny spicich vrchold Z, pro které je d(y) = min{d(z); z € Z}.
Predpokladame, ze graf G ma alespon dva vrcholy. Formalnéji lze Dijkstruv

algoritmus popsat takto:

(1) Iniciaéni krok: Nastavime hodnoty u vsech v € V,

d(v) = {0 pro v = vg

00 Pro v # vy,

nastavime Z =V, W = 0.

(2) Test cyklu: Jestlize ohodnoceni vSech vrcholl y € Z je rovno rovno oo, algorit-
mus konéi, v opacném piipadé pokracujeme dalsim krokem. (Algoritmus tedy
zejména kondi, pokud je Z = (.)

(3) Aktualizace statutu vrcholi:

e Najdeme mnozinu N vech vrcholtt v € Z, pro které d(v) nabyva nejmensi
mozné hodnoty
6 =min{d(y); y € Z};
e posledné zpracované aktivni vrcholy W pfesuneme do mnoziny zpracova-
nych a za nové aktivni vrcholy zvolime W = N a odebereme je ze spicich,
tj. mnoZina spicich bude nadale Z \ N.
(4) Teélo hlavniho cyklu: Pro vSechny hrany v mnoziné Ey z vSech hran vychazeji-
cich z nékterého aktivniho vrcholu v a konéicich ve spicim vrcholu y opakujeme:
e Vybereme dosud nezpracovanou hranu e € Eyz;
e Pokud je d(v) + w(e) < d(y), nahradime d(y) touto mensi hodnotou.
Pokracujeme testem v kroku 2.

9.15. Véta. Pro vsechny vrcholy v v souvislé komponenté vrcholu vy najde Dijskt-
riv algoritmus vzddlenosti d,, (v). Vrcholy ostatnich sowvisljch komponent zistanou
ohodnoceny d(v) = co. Algoritmus lze implementovat tak, Ze ukonéi svoji praci v
case O(nlogn +m), kde n je pocet vrcholi a m je pocet hran v grafu G.

DUKAzZ. Napred ukazeme spravnost algoritmu, tj. budeme muset ovérit, ze
e algortimus po konceném poctu kroka skonéi;
e vystup v okamziku ukonceni bude mit pozadované vlastnosti.

Formulace testu cyklu zarucuje, ze pti kazdém jeho priichodu se zmensi pocet spicich
vrcholi alespon o jeden, protoze N bude vzdy neprazdna. Nutné tedy algoritmus
po kone¢ném poctu kroku skondi.

Po priichodu inicia¢nim cyklem zjevné plati

(9.2) d(v) > dy(v)
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pro vsechny vrcholy grafu. Predpokladejme tedy, ze tato nerovnost plati pti vstupu
do hlavniho cyklu algoritmu a ovéfime, ze plati i po vystupu z cyklu. Skutecné,
pokud v kroku 4 ménime d(y), pak je to proto, ze jsme nasli vrchol v s vlastnosti

du(y) < dw(v) +w({v,y}) < d(v) +w({v,y}) = d(y),

kde napravo jiz mame nové zménénou hodnotu.

Rovnost bude proto jisté platit i v okamziku ukonceni algoritmu a zbyva
nam oveérit, ze na konci algoritmu bude platit i nerovnost opacné. Za timto tcelem
si promysleme, co se vlastné déje v krocich 3 a 4 v algoritmu. Oznac¢me si 0 =
dy < -++ < dj vSechny existujici riizné konecéné vzdalenosti d,(v) vrcholt grafu G
od pocatecniho vrcholu vg. Tim mame zaroven rozdélenu mnozinu vrcholi grafu G
na disjunktni podmnoziny V; vrcholtl se vzdalenosti pravé d;. Pfi prvnim priichodu
hlavnim cyklem mame N = V = {vg}, ¢islo 6 bude pravé d; a mnozinu spicich
vrchold zménime na V' \ V. Predpoklddejme, Ze by tomu takto bylo az do j—tého
prichodu vcetné, tj. pii vstupu do cyklu by platilo N = V;, 6 = d; a ngoVi =
V' '\ N. Uvazme néjaky vrchol y € Vji1, tj. dyy = djy1 < 00 a existuje cesta
(vo,€1,V1,-..,0p,€041,Y) celkové délky dj41. Pak ovSem jiste

(9.3) dw(ve) < djr — w({ve, y}) < desa

Podle naseho ptedpokladu tedy jiz diive (v nékterém z predchozich prichodu hlav-
nim cyklem) byl vrchol vy aktivni a tedy jiz v tom priichodu bylo jeho ohodnoceni
rovno d,(v¢) = d(ve) = d; pro nékteré i < j. Proto pfi stdvajicim priichodem
hlavnim cyklem bude vysledkem nastaveni

d(y) = dwve + w({ve,y}) = djt1

a toto v dalsich prichodech jiz nikdy nebude ménéno. V nerovnosti tedy ve
skutec¢nosti nastava po ukonceni chodu algoritmu rovnost.

Nase analyza priichodu hlavnim cyklem ndm zaroven umoznuje odhadnout cas
potiebny na chod algoritmu (tj. pocet elementérnich operaci s grafem a dalsimi
objekty s nim spojenymi). Je totiz vidét, ze hlavnim cyklem projdeme tolikrét,
kolik v grafu existuje raznych vzdalenosti d;. Kazdy vrchol pfi jeho zpracovani v
kroku 3 budeme uvazovat pravé jednou a budeme muset pfitom umét setiidit dosud
spici vrcholy. To déva odhad O(nlogn) na tuto ¢ast algoritmu, pokud budeme
pouzivat pro uchovavani grafu seznam hran a vrcholi obohaceny o ohodnoceni hran
a spici vrcholy budeme uchovéavat ve vhodné datové struktrufe umoznujici vyhledani
mnoziny N aktivnich vrchold v ¢ase O(logn + |N|). To lze dosdhnout datovou
strukturou, které se rika halda. Kazda hrana bude pravé jednou zpracovavana v
kroku 4 protoze vrcholy jsou aktivni pouze pii jednom priichodu cyklem. O

Vsimnéme si, Ze pro nerovnost , ktera byla podstatna pro analyzu algo-
ritmu, je nutny predpoklad o nezapornych vahach vSech hran.

V praktickém pouziti byvaji pridavana rtuzna heuristicka vylepseni. Napf. neni
nutné dopocitavat cely algoritmus, pokud nés zajima pouze nejkratsi cesta mezi
dvéma vrcholy. V okamziku, kdy totiz je vrchol vytazovan z aktivnich vime, ze jeho
vzdalenost je jiz spoCtena spravneé.

Také neni nutné na zacatku algoritmus iniciovat s nekone¢nou hodnotou. Sa-
moziejmé by to pii programovani ani neslo, muzeme vsak postupovat jesté daleko
lépe nez jen priradit dostatec¢né velikou konstantu. Napfiklad pifi poc¢itani nejkratsi
cesty po silniéni siti muzeme jako iniciaci volit pfedem zname vzdusné vzdalenosti
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bodii. Pak totiz zname piedem odhady vzdalenosti d2 (v) vrcholt v a vy takové, ze
pro vSechny hrany e = {v,y} plati

ey (v) = |d3y ()] < wle)
a tato nerovnost nam staci pro dikaz spravnosti algoritmu.

9.16. Eulerovy sledy a Hamiltonovy kruznice. Kazdy si asi pamatujeme na
hficky typu ,nakreslete obrazek jednim tahem®.
V reci graf to zachytime takto:

Definice. Sled, ktery projde vSechny hrany grafu pravé jednou a zacina a konci
ve stejném vrcholu se nazyva eulerovsky sled a souvislym graftim, které takovy sled
pripousti fikdme eulerovske.

Eulerovsky sled samoziejmé projde zaroven kazdy vrchol grafu alespon jednou,
muze ale vrcholy prochazet i vicekrat. Nakreslit graf jednim tahem, ktery zacina a
konéi v jednom vrcholu, tedy znamena najit eulerovsky sled. Terminologie odkazuje
na klasicky pfibéh o sedmi mostech ve mésté Krélovec (Koénigsberg, tj. Kaliningrad),
které se mély projit na prochazce kazdy pravé jednou, a dikaz nemoznosti takové
prochazky pochéazi od Leonharta Eulera z roku 1736.

SRRV

Situace je znazornéna na obrazku. Nalevo neumély nacrt feky s ostrovy a mosty,
napravo odpovidajici (multi)graf. Vrcholy tohoto grafu odpovidaji ,souvislé pev-
niné“, hrany mostim. Pokud by ndm vadily ndsobné hrany mezi vrcholy (coz jsme
zatim formélné nepfipoustéli), stac¢i do hran za kazdy most pfidat jesté jeden vr-
chol, tj. rozdélit hrany pomoci novych vrcholid. Kupodivu je obecné feseni takového
problému dosti snadné, jak ukazuje nasledujici véta. Samoziejmé také ukazuje, ze
se Fuler zamyslenym zptisobem prochézet skutecné nemohl.

Véta. Graf G je eulerovsky tehdy a jen tehdy, kdyz je souvisly a vSechny vrcholy v
G maji sudé stupne.

DUkAzZ. Je-li graf eulerovsky, nutné musime p¥i prochdzeni vSech hran kazdy
vrchol stejnékrat opustit jako do néj vstupujeme. Proto nutné musi byt stupen kaz-
dého vrcholu sudy. Kdo diikaz této implikace formalizovanéjsi, mtze uvazit kruznici,
ktera zacne a skonci ve vrcholu vy a projde vSechny hrany. Kazdy vrchol bude je-
denkrat nebo vicekrat na této cesté a jeho stupen bude roven dvojnasobku pocétu
vyskytu.

Predpokladejme naopak, ze graf G ma vsechny vrcholy jen sudjych stupnu, a
uvazme nejdelsi mozny sled (vg, e1, ..., vr) v G bez opakujicich se hran. Pfedpokla-
dejme na okamzik, ze vy # vy. To znamend, Ze do vy vchazi nebo vychazi v tomto
sledu jen lichy pocet hran a tedy jisté existuje néjaka hrana vyhazejici z vy, kterd v
tomto sledu neni. To by ale znamenalo, Ze jej umime prodlouzit, aniz bychom opa-
kovali hranu, coz je spor. Nutné proto musi byt v nasem sledu vy = vg. Definujme
nyni podgraf G’ = (V', E’) v grafu G tak, Zze do néj ddme prévé vSechny vrcholy a
hrany v nasem pevné zvoleném sledu. Pokud V' # V, pak diky souvislosti grafu G
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nutné existuje hrana e = {v,w} takové, ze v € V' a w ¢ V’'. Pak ovSem muZeme
nas pevné zvoleny sled zacit a skoncit ve vrcholu v a nasledné pokracovat hranou
e, coZ je opét spor s jeho nejvétsi moznou délkou. Proto nutné V' = V. Zbyva tedy
uz jen ukézat, ze také E' = E. Pfedpokladejme, Ze by hrana e = {v,w} ¢ V'. Opét
stejné jako vyse mizeme nas sled zacit a skoncit ve v a poté pokracovat hranou e,
coz by opét byl spor. O

Dusledek. Graf lze nakreslit jednim tahem pravé, kdyZ md vsechny stupné vrcholi
sudé nebo md prave dva vrcholy lichého stupné.

DUKAZ. Necht G je graf s pravé dvéma vrcholy lichého stupné. Uvazme graf G/,
ktery vznikne z GG pfidanim jednoho nového vrcholu w a dvou hran, které spojuji
w s dvéma vrcholy lichého stupné. Tento graf uz bude eulerovsky a eulerovsky sled
v G’ vede na pozadovany vysledek.

Naopak, pokud jde graf G nakreslit jednim tahem, ktery kon¢i v riznych vr-
cholech, bude nutné nas graf G’ eulerovsky a proto ma G pozadované stupné vr-
chold. (]

Obdobny pozadavek na prichod grafem, ovsem tak, abychom prosli praveé jed-
nou kazdym vrcholem (tj. zroven nejvyse jednou kazdou hranou), vede na obtizné
problémy. Takovy priuchod grafem je realizovan kruznici, kterd obsahuje vSechny
vrcholy grafu G, hovoiime o hamiltonovskych kruznicich v grafu G. Graf se na-
zyva hamiltonovsky, jestlize ma hamiltonovskou kruznici. Lze ukézat, Ze neexistuje
algoristmus, ktery by v polynomialnim ¢ase rozhodnul, zda je graf hamiltonovsky.

Problém nalezeni hamiltonovské kruznice je podstatou mnoha problému v lo-
gistice, tj. kdyz fesime optimalni cesty pfi dodavkach zbozi.

9.17. P¥iklady.

9.17.1. Dokazte, Ze vrcholovy graf musi byt vrcholoveé 2-souvisly. Udejte priklad
grafu, ktery je vrcholové 2-souvisly a presto v ném neezistuje hamiltonovska kruz-
nice.

Reseni. V hamiltonovském grafu vedou mezi libovolnymi dvéma uzly dvé neproti-
najici se cesty (,oblouky“ hamiltonovské kruznice). Odstranénim jednoho bodu, se
tedy zjevné neporusi souvislost grafu (odstranény bod muze lezet pouze na jedné
ze dvou cest). O

9.17.2. Dokazte nebo vyvratte:
a) Kazdy graf s méné nez deviti hranami je rovinng.
b) Graf, ktery nend rovinng, neni ani hamiltonovsky.
) Graf, ktery neni rovinny, je hamiltonovsky.
) Graf, ktery nent rovinng, neni eulerovsky.
) Graf, ktery neni rovinny, je eulerovsky.
)
)

- 0O 0

Kazdy hamiltonovsky graf je rovinny.
Kazdy eulerovsky graf je rovinny.

o

Reseni.
a) Ano. Trividlni disledek charakterizace rovinnych grafti (K53 i K5 maji mini-
malné 9 hran)
b) Ne. (K33)
¢) Ne. (k libovolnému nerovinnému grafu ptriddme jeden vrchol a ten spojime
jedinou hranou s libovolnym vrcholem ptivodniho grafu)
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d) Ne. (Protiptiklad K3)
e) Ne. (Kg_’g)

f) Ne. (K5)

g) Ne. (K5)

O

9.18. Stromy. Casto potiebujeme pii feseni praktickych problémii misto posilo-
vani redundanci (jako u poé¢ita¢ovych nebo rozvodnych siti) naopak minimalizovat
pocet hran grafu pii zachovani jeho souvislosti. To samoziejmé je vidy moZné,
dokud je v grafu alespon jedna kruznice.

Souvisly graf, ve kterém neni zadné kruznice, se nazyva strom. Graf neobsahu-
jici kruznice nazyvame les (nepozadujeme pfitom souvislost grafu). Mizeme tedy
formulovat matematickou vétu: ,,Strom je souvisly les.“

Obecné v grafech nazyvame vrcholy stupné jedna listy (pfipadné také koncové
vrcholy). Nésledujici lemma ukazuje, Ze kazdy strom lze vybudovat postupné z
jediného vrcholu ptridéavanim listi:

Lemma. KazZdy strom s alesponi dvéma vrcholy obsahuje alespori dva listy. Pro
libovolny graf G s listem v jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

o (G je strom;

e G\ v je strom.

DUKAz. Pro dikaz existence listi opét pouZzijeme cestu nejdelsi mozné délky
v grafu G. Necht P = (vg,...,vx) je takova cesta. Pokud by vy nebyl list, pak by
z néj vedla hrana e s druhym koncovym vrcholem v, ktery nemize byt vrhcolem v
P, protoze to bychom ziskali kruznici. Pak by ale bylo mozné prodlouzit P o tuto
hranu, coz také nejde. Ze sporu tedy plyne, Ze vg je list a totz plati o vy.

Predpokladejme nyni, ze v je list stromu G. Uvazime-li libovolné dva jiné vr-
choly w, z v G, nutné mezi nimi existuje cesta a zadny vrchol uvnitf této cesty
nemtZe mit stupeii jedna. Proto tato cesta ziistane i v G \ v a dokézali jsme, Ze po
odbrani v ztstane graf spojity. Samoziejmé v ném nemize byt kruznice, kdyz ze
stromu vzniknul odebranim vrcholu.

Je-li naopak G \ v strom, nemize pfidani vrcholu stupné 1 vytvofit kruznici a
také souvislost vysledného grafu je zfejma. O

Ve skutecnosti lze stromy popsat mnoha ekvivalentnimi a prakticky uzite¢nymi
vlastnostmi. Nékteré z nich jsou v nésledujici vété:

9.19. Véta. Pro kazdy graf G = (V, E) jsou ndsledujici podminky ekvivalentni

(1) G je strom;

(2) pro kaZdé dva vrcholy v, w grafu G existuje prdvé jedna cesta z v do w;

(3) graf G je sowvisly, ale vyjmutim libovolné hrany vznikne nesowvisly graf

(4) graf G neobsahuge kruznici, kaZdym piiddnim hrany do grafu G viak jiZ kruZnice
vznikne

(5) G je souvisly graf a mezi velikosti mnoZin jeho vrcholi a hran plati vztah

V| =|E| + 1.

vvvvvv
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Dokéazeme nejprve, ze vlastnosti 2-5 plati pro stromy. Kazdy strom o alespon
dvou vrcholech ma list v a jeho odebranim dostaneme opét strom. Stac¢i tedy do-
kazat, ze plati-li 2-5 pro néjaky strom, plati také po pfidani nového listu. To je ale
vesmeés ziejmé.

Pro dikazy opac¢nych implikaci opét nemusime délat mnoho. V pripadé vlast-
nosti 2 a 3 pracujeme se souvislym stromem a primo jejich formulace vylucuji
existenci kruznice. V pripadé ¢tvrté vlastnosti naopak staci ovéfit souvislost G. Li-
bovolné dva vrcholy v a w v G jsou ovSem bud spojeny hranou nebo ptidéanim této
hrany vznikne kruznice, tj. i bez ni existuje mezi nimi cesta.

Posledni implikaci zvladneme indukci vzhledem k poctu vrcholi. Predpokla-
dejme, ze grafy o n vrcholech a n — 1 hranéach jsou stromy. Graf o n 4+ 1 vrcholech
a n hranach ma celkovy soucet stupit vrcholt 2n a tedy musi obsahovat alespon
jeden list. Pak ovSem vzniknul pfidanim listu ke stromu. O

Stromy jsou velice specialni tfida grafi a vétsinou je pouzivame v ruznych podo-
bach s dodatecnymi pozadavky. Vratime se k nim pozdéji v souvislosti s praktickymi
aplikacemi.

9.20. Rovinné grafy. Velice Casto se setkdvame s grafy, které jsou nakresleny v
roviné. To znamenad, ze kazdy vrchol grafu je ztotoznén s néjakym bodem v roviné
a hrany mezi vrcholy v a w odpovidaji spojitym kiivkam c : [0, 1] — R? spojujicim
vrcholy ¢(0) = v a ¢(1) = w.

Pokud navic plati, Ze se jednotlivé dvojice hran protinaji nejvyse v koncovych
vrcholech, pak hovorime o rovinném grafu G.

Otazka, jestli dany graf pripousti realizaci jako rovinny graf, vyvstava velice
casto v aplikacich. Jednoduchy ptiklad je nasledujici:

T#i dodavatelé vody, elektfiny a plynu maji kazdy své jedno piipojné misto
v blizkosti tii rodinnych domku. Chtéji je vSichni napojit tak, aby se jejich sité
nekiizily (tfeba se jim nechce kopat piilis hluboko...). Je to mozné zvladdnout?
Odpovéd zni ,neni“.

V tomto piipadé se to zdd byt jasné. Jde o bipartitni tplny graf Kj 3, kde
tfi vrcholy predstavuji pfipojna mista, dalsi tfi pak domky. Hrany jsou linie siti.
Vsechny hrany umime zvladnout, jedna posledni ale uz nejde, viz obrazek na kterém
neumime ¢arkovanou hranu nakreslit bez kfizeni:

Pro skutecny dikaz ovSem potfebujeme skutecné matematické nastroje. V
tomto pripadé alespon naznacime:
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Miuizeme se opfit o docela pracné dokazatelny topologicky vysledek, ze kazda
spojita uzaviend kiivka v roviné, kterd sama sebe neprotiné (tj. ,pokfivend kruz-
nice“), rozdéluje rovinu na dvé ¢asti. Jinymi slovy, kazda jina spojita kiivka spo-
jujici jeden bod uvnitt takové kiivky a jeden vné musi nutné nasi kiivku protinat.
Protoze jsou v grafu K33 jednotlivé vrcholy v kazdé z trojic vrcholt nespojenych
hranami stejné, az na volbu poradi, mizeme nasi modrou silnou kruznici povazovat
za obecny pripad kruznice ¢tyfmi body a diskutovat umisténi zbylych dvou vrchola.
Aby byl graf rovinny, musely by byt oba bud uvnit¥ nasi kruznice nebo vné. Obé
moznosti jsou opét rovnocenné, necht jsou tedy uvnitf. Nyni diskutujme jejich po-
lohu vuci vhodné kruznici se dvéma modrymi silnymi a dvéma ¢ernymi hranami
(tj. pfes tfi modré a jeden Cerny vrchol) a vici ni diskutujme pozici zbyvajicitho
¢erného vrcholu. Dojdeme k nemoznosti umistit posledni hranu bez kiizeni.

Zcela obdobné lze ukazat, ze uplny graf K5 také neni rovinny. Obecné se da
dokézat tzv. Kuratowského véta:

Véta. Graf G je rovinny prave tehdy kdyz Zadny jeho podgraf nent izomorfni délent
grafu K3 3 nebo grafu Ks.

Jedna implikace této véty je zfejma — délenim rovinného grafu vznika vzy opét
rovinny graf a jestlize podgraf nelze v roviné nakreslit bez kiizeni, totéz musi platit
i pro cely graf G. Opacény smér dikazu je naopak velice slozity a nebudeme se jim
zde zabyvat.

Problematice rovinnych grafi je vénovano ve vyzkumu a aplikacich hodné po-
zornosti, my se zde omezime pouze na vybrané ilustrace.

Zminme alespon naokraj, ze existuji algoritmy, které testuji rovinatost grafu
na n vrcholech v ¢ase O(n), coz uréité nejde piimou aplikaci Kuratowského véty.

9.21. Stény v rovinnych grafech. Uvazme (koneény) rovinny graf G, véetné
jeho realizace v R? a necht S je mnozina viech bodt z € R?, které nepatii zadné
hrané, ani nejsou vrcholem. MnoZina R? \ G se rozpadne na disjunktni souvislé
podmnoziny S;, kterym fikdme stény rovinného grafu G. Jedna sténa je vyjimecna
— ta jejiz doplné€k obsahuje vSechny vrcholy grafu. Budeme ji fikat neohranicend
sténa Sp. MnoZinu vSech stén budeme oznalovat S = {Sp, S1,...,Sk} a rovinny
graf G = (V, E, S).

Jako piiklad si mizme rozebrat stromy. Kazdy strom je zjevné rovinny graf, jak
je vidét napriklad z moznosti realizovat jej postupnym pfidavanim listd k jedinému
vrcholu. Samoziejmé také muzeme pouzit Kuratowského vétu — kdyz neni v G
zadné kruznice, nemtize obsahovat jakékoliv déleni grafti K33 nebo K5. Protoze
strom G neobsahuje zadnou kruznici, dostavame pouze jedinou sténu Sy a to tu
neohranicenou. Protoze vime, jaky je pomér mezi po¢ty vrcholt a hran pro vsechny
stromy, dostavame vztah

VI Bl + S| = 2.

Vztah mezi pocty hran, stén a vrcholi lze odvodit pro vsechny rovinné grafy.
Jde o tzv Euleruv vztah. Vsimnéme si, ze z ného zejména vyplyva, Ze pocet stén v
rovinném grafu nezavisi na zpusobu, jak jeho rovinnou realizaci vybereme:

Véta. Necht G = (V, E,S) je souvisly rovinng graf. Pak plati
V=Bl +[S] = 2.

DUKAzZ. Pokud G neobsahuje kruznici, tj. jde o strom, tvrzeni jsme jiz dokazali
v 5), protoze kazdy strom ma zjevné pouze jedinou sténu Sp.
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Predpokladejme dale, ze hrana e v grafu G je obsazena v kruznici. Pak je i graf
G’ \ e souvisly. Mtzeme tedy postupovat indukei pres pocet hran. Graf s jedinou
hranou vztah spliiuje a jestlize jej spliiuje i G’, pak to znamena

V|- |E|+1+|S]-1=2

protoze s odebranim jedné hrany dojde nutné i k propojeni pravé dvou stén grafu
G do jedné v G. O

9.22. Konvexni mnohostény v prostoru. Rovinné grafy si muzeme dobfe pred-
stavit jako namalované na povrchu koule misto v roviné. Sféra vznikne z roviny
tak, ze pridame jeden bod ,v nekonecnu®“. Opét miZeme stejnym zpusobem hvorit
o sténach a pro takovyto graf pak jsou vSechny jeho stény rovnocenné (i sténa Sy
je ohrani¢ena).

Naopak, kazdy konvexni mnohostén P C R3? si miizeme piedstavit jako graf
nakresleny na povrchu koule (mizeme si predstavit, ze hrany a vrcholy daného
mnohosténu promitneme na dostateéné velkou sféru z libovolného bodu uvniti P).
Vypusténim jednoho bodu uvniti jedné ze stén (ta stane neohrani¢enou sténou Sp)
pak obdrzime rovinny graf jako vyse tak, ze ,prodéravénou sféru natdhneme do
roviny*“.

Rovinné grafy, které vzniknou z konvesnich mnohoclenti zjevné 2—souvislé, pro-
toze kazdé dva vrcholy v konvexnim mnohothelniku lezi na spolec¢né kruznici. Navic
v nich plati, Ze kazda sténa kromé Sy je vnitikem néjaké kruznice a Sy je vnéjskem
néjaké kruznice (pfi kresleni na sféfe jsou vSechny stény vnitfek néjaké kruznice).
Nézorné se zda i to, ze ve skutecnosti budou grafy vznikajici z konvexnich mnoho-
thelnikt 3-souvislé.

Ve skutec¢nosti plati dosti ndro¢na Steinitzova véta:

Véta. Libovolny vrcholoveé 3—souvisly rovinny graf G wvznikd z konvexniho mno-
hosténu v R3.

9.23. Platénska télesa. Jako ilustraci kombinatorické prace s grafy odvodime
klasifikaci tzv. pravidelnych mnohostént, tj. mnohostént poskladanych ze stejnych
pravidelnych mnohothelniki tak, ze se jich v kazdém vrcholu dotyka stejny pocet.
Jiz v dobach antického myslitele Platéna se védélo, ze jich je pouze pét:

Prelozime si pozadavek pravidelnosti do vlastnosti prislusného grafu: chceme
aby kazdy vrchol mél stejny stupen d > 3 a zaroven aby na hranici kazda stény byl
stejny pocet k > 3 vrcholi. Ozna¢me n pocet vrcholi, e pocet hran a s pocet stén.

Mame k dispozici jednak vztah provazujici stupné vrcholi s poc¢tem hran:

dn = 2e
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a podobné pocitame pocet hran, které ohranicuji jednotlivé stény, a bereme v tivahu,
ze kazdé je hranici dvou stén, tj.

2e = ks.
Eulertav vztah pak rika
2:n—e—|—s:2—e—e+%.
d k
Upravou odtud dostédvame pro nase znamé d a k vztah
1111
d k 2 e

Protoze nejen d a k, ale také e a n musi byt pfirozend ¢isla (tj. zejména je % > 0),
dostavame z této rovnosti velice silné omezeni moznosti. Dosadime-li minimalni
moznou hodnotu d = 3, obdrzime drobnou tpravou nerovnost

1 1 1

——+-=->0.

6 k£ e
Odtud vyplyvé k,d € {3,4,5} a dopo¢itanim ostatnich hodnot pro jednotlivé moz-
nosti técho hodnot dostavame nasledujici vycet vsech moznosti FeSeni:

dlk| n| e| s
313 4| 6| 4
314 8|12 6
413 612 8
3151203012
513123020

Ve skutecnosti ale také vsechny odpovidajici pravidelné mnohostény existuji -
jiz jsme je vidéli na obrazcich vyse. U prvnich tfech jisté nejsou pochybnosti, nazna-
¢ime pro ilustraci konstrukei dvanactisténu (malujte si pfitom obrazek). Za¢neme s
krychli a na vSech jejich sténach budeme zaraz a stejnym zptisobem stavét ,stany
acka“. Horni vodorovné tycky pritom nachystame na trovni ploch stén krychle tak,
aby byly pro sousedni stény vzdy na sebe kolmé a jejich délku zvolime tak, aby
lichobézniky bocnich stén stanu mély tii stejné dlouhé strany. Nyni budeme zdvi-
hat zaraz stejné vSechny stany pii zachovavani pomeért tii stran lichobézniku. Jisté
nastane pravé jednou okamzik, ve kerém budou sousedni lichobéznikové a trojihel-
nikové stény koplandrni (tj. v jedné roviné). Tak vznikne pravidelny dvanéctistén.

Zkuste si sestrojit dvacetistén jako cviceni.

9.24. Priklady.

9.24.1. Kolik minimdlné hran miZe mit Sestistén?

ReSeni. V libovolném mnohosténu je kazda sténa ohrani¢ena minimalné tiemi
hranami. Kazd4 hrana pak leli ve dvou sténdch. Oznacdime-li s pocet stén a h podcet
hran mnohosténu dostavame tak odhad 3s < 2A. Pro Sestistén dava tento odhad
18 < 2h, neboli h > 9. Sestistén s deviti hranami skute¢né existuje, dostaneme jej
napiiklad ,slepenim®“ dvou stejné velikych pravidelnych ¢tyfsténii sténou k sobé.
Minimalni molny pocet hran Sestisténu je tedy devét. (]
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2. Aplikace kombinatorickych postupu

I v této ¢asti budeme nejprve pokracovat v iivahach zaloZzenych na grafovych
postupech.

9.25. Kofenové stromy, binarni stromy a haldy. Stromy vyuZivame pro or-
ganizaci dat tak, abychom v datech uméli bud rychle vyhledédvat nebo v nich udr-
zovat potadek, nejcastéji oboji.

Protoze ve stromu neni zadna kruznice, volba jednoho vrcholu v, zadava orien-
taci vSech hran. Skute¢né, do kazdého vrcholu vede z v,. pravé jedna cesta a orientaci
hran bereme podél ni. Pfitom neni mozné, ze by pro rtzné cilové vrcholy probihaly
prislusné cesty jednu hranu v riznych smérech — to by opét vedlo na kruznici.

Situace se tedy po vybéru jednoho vrcholu zac¢ind vice podobat skutecnému
stromu v prirodé — jeden jeho vrchol je vyjimecény tim, Ze roste ze zemé. Stromy
s jednim vybranym ,pocatecnim“ vrcholem nazyvame korenové stromy, vyznacny
vrchol v, je koten stromu.

V kofenovém stromu je dobie definovan pojem ndslednik a predchidce vrcholu
takto: vrchol w je naslednik v a naopak v je pfedchtidce w pravé tehdy, kdyz existuje
cesta z kofene stromu do w kterd prochdzi v a v # w. Primy ndslednik a primgy
predchiidce vrcholu jsou pak naslednici a piedchiidci piimo spojeni hranou. Casto o
nich mluvime také jako o synech a otcich (patrné v narazce na genealogické stromy).

K vyhledavani se nejcastéji pouzivaji tzv. bindrni stromy, které jsou specialnim
pripadem kofenového stromu, kdy kazdy otec ma nejvyse dva nasledniky (nékdy se
ale pod stejnym oznacenim bindrni strom predpokladé, ze vSechny vrcholy kromé
listd maji pravé dva nasledniky). Pokud mame s vrcholy spojeny kli¢e v néjaké
uplné usporddané mnoziné (napf. redlna ¢isla), hledani vrcholu s danym kli¢em je
realizovano jako hledani cesty od kofene stromu a v kazdém vrcholu se podle veli-
kosti rozhodujeme, do kterého ze synti budeme pokracovat (resp. zastavime hledani,
pokud jsme jiz ve hledaném vrcholu). Abychom mohli tuto cestu jednozna¢éné krok
po kroku urcovat, pozadujeme aby jeden syn spolecné se vSemi jeho nasledniky méli
mensi klice nez druhy syn a vsichni jeho néslednici.

Pro efektivni vyhledavani se snazime o tzv. vyvdZené bindrni stromy, ve kterych
se délky cest z kofene do listi 1isi maximalné o jednicku. Nejdale od vyvazeného
stromu na n vrcholech je tedy cesta P, (kterd formalné mize byt povaZovana za
bindrni strom), zatimco dokonale vyvézeny strom, kde kromé listd m4 kazdy otec
pravé dva syny je mozné sestrojit pouze pro hodnoty n = 2¥ — 1, k = 1,2,....
Ve vyvazenych stromech dohledani vrcholu podle klice bude vzdy vyzadovat pouze
O(logy n) krokt. Hovofime v této souvislosti také ¢asto o bindrnich vyhleddvacich
stromech. Jako cviceni si rozvazte, jak lze (¢inné vykonavat zakladni operace s grafy
(pfidavani a odebirani vrcholt se zadanymi kli¢i, véetné vyvazen{) nad bindrnimi
vyhledavacimi stromy.

Mimotadné uziteénym prikladem vyuziti struktury binarnich stromu je datova
struktura halda. Jde opét o vyvazené binarni stromy s vrcholy opatfenymi klici a
poZadujeme aby podél vSech cest od kofene k listim ve stromu kli¢e klesaly (tzv.
maximdlni halda) nebo naopak stoupaly (tzv. minimalni halda). Diky tomuto uspo-
f4dan{ umime v konstatnim case odebirat z haldy podmnoziny bud maximdalnich
nebo minimalnich prvki a skuteéné naklady na takovou operaci spocivaji v obno-
veni struktury haldy po odebrani kofene. Jako cviceni si ukazte, ze je to mozné
zvladnout v logaritmickém case.
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Na obrazku nalevo je bindrni vyhledavaci strom (ktery ale neni vyvazeny),
napravo je pfiklad maximélni haldy.

9.26. Izomorfismy stromu. Stromim, jejich rtiznym variantdm a pouziti je veé-
novana obsahla literatura. My se zde uz pouze na chvili zamyslime nad obecnym
problémem hledani izomorfismu grafti pro specidlni tiidu stromd. Budeme postu-
povat tak, ze napred zesilime strukturu, kterou maji nase izomorfismy zachovévat
a nakonec ukazeme, ze postup je pouzitelny i pro uplné obecné stromy.

Pro pfehled nad strukturou kofenovych stroma je kromé vztaht otec—syn jesté
uziteéné mit syny uspordddny v poradi (tfeba v pfedstavé odleva doprava nebo
podle postupného ristu atd.). Hovofime o pésténgch stromech T = (V, E,v,,v),
kde v je castecné usporadani na hranédch takové, Ze srovnatelné jsou vzdy pravé
hrany sméfujici od jednoho otce k syntim.

Morfismem kofenovych stromtt T = (V,E,v,) a T = (V', E',v].) rozumime
takovy morfismus grafi ¢ : T — T, ktery pfevadi v, na v... Obdobné pro izo-
morfismy. Pro pésténé stromy navic pozadujeme aby zobrazeni hran zachovavalo
daste¢na uspoiddani v a v/,

Pro pésténé stromy T' = (V, E, v,, v) zavedeme jejich (jak uvidime) jednoznaény
popis pomoci slov z nul a jedni¢ek. Obrazné si muzeme predstavit, Ze strom kreslime
a kazdy pfirtistek naznac¢ime dvéma tahy, které si ozna¢ime 0 (doli) a 1 (nahoru).
Zacneme od listd, kterym takto vSem prifadime slovo 01. Cely strom pak budeme
popisovat zietézovanim casti slov tak, ze ma-li otec v syny usporadany jako po-
sloupnost v1,...,vp, a jsou-li jiz jednotlivi synové oznaceni slovy Wy, ... W,, pak
pro otce pouzijeme slovo

oWy ... W,l.

Strom na levém obréazku vyse tedy zapiSeme postupné takto (pfidavame postupné
vrcholy podle vzdélenosti od kofene, syny mame uspoifadany zleva doprava)

01, 01, 01 ~ 01, 001011, 0011 ~ 0010010111, 000111 +~ 000100101110001111.

Hovotime o kddu pésténého stromu. Ovéite si, ze skuteéné kreslenim cest doli a
nahoru (tfeba si miizeme ptedstavit ze dold malujeme levy obrubnik cesty a nahoru
pravy) ziskdme skuteéné ptivodni strom s jednou hranou sméfujici shora do kotene
navic.

Véta. Dva pésténé stromy jsou izomorfni prave, kdyz maji stejny kdd

DUKAZ. Z konstrukce je ziejmé, Ze izomorfni stromy budou mit stejny kdd,
zbyvé tedy pouze dokazat, ze ruzné kédy vedou na neizomorfni stromy.

Dokéazeme to indukci podle délky kédu (tj. po¢tu nul a jedni¢ek). Ten je roven
dvojnasobku poc¢tu hran zvysenému o jednicku, tj. dvojnasobku poc¢tu vrchold, jde
tedy vlastné o indukci vzhledem k poctu vrcholt stromu 7'. Nejkratsi mozny kéd
odpovida nejmensimu stromu s jednim vrcholem. Predpokladejme, ze véta plati pro
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stromy o nejvyse n vrcholech, tj. pro kédy o délce nejvyse k = 2n, a uvazme kéd
tvaru OW1, kde W je slovo o délce 2n. Jisté je ve W jednoznacné urcena nejmensi
leva ¢ast Wi, kterd obsahuje stejné nul a jedni¢ek (pii kresleni stromu to zna-
mend prvni okamzik, kdy se vratime do kofenového vrcholu stromu odpovidajiciho
0W1). Stejné najdeme Wy jako dalsi tsek obsahujici stejné nul a jedniéek atd., az
celé slovo W vyjadiime jako W = W1 Wy ... W,. Podle indukéniho pfedpokladu od-
povidaji vsem kédtim W; jednoznacéné pésténé stromy, az na izomorfismy, a poradi
jejich korenti jakozto synd korenu naseho stromu 7' je dano jednoznac¢né poradim
v kédu. Nutné proto je i péstény strom 7' jednoznacné urceny kédem 0W1, az na
izomorfismus. [l

Nyni mtzeme docela snadno vyuzit klasifikaci pésténych stromti pomoci kéda
k popisu vsech stromti. U kofenovych stromt potfebujeme urcit potadi jejich syni
jednoznac¢né az na izomorfismus. Na poradi synti ovSem nezalezi pravé tehdy, kdyz
jsou podgrafy urcené jejich nasledniky izomorfni. MuZeme proto vyuzit obdobu
(v jistém smyslu rekurzivni) konstrukce kédu pro pésténé stromy a postupovat
obdobné s vyuzitim lexikografického uspotfadni synd podle jejich kédu. Tzn. ze kéd
W1 > Wy jestlize bud ve W1 narazime pii ¢teni z leva diive na jednicku nez ve Wy
nebo je W, pocatecnim tsekem slova W;. Kofenovy strom budeme tedy popisovat
zietézovanim casti slov tak, ze ma-li otec v syny jiz oznaceny kédy Wy, ... Wy, pak
pro otce pouzijeme slovo

oWwy... Wyl
kde poradi Wy, ..., Wy je zvoleno tak aby Wy < Ws <. < W,.

Pokud neni urcen kofen ve stromé, muzeme se jej pokusit urcit tak, aby byl
,,priblizné uprostied stromu“. To lze realizovat tak, Ze vSechny jednotlivé vrcholy
stromu oznacime hodnotou tzv. vgstiednosti. Definujeme vystiednost exr(v) vr-
cholu v v grafu T jako nejvétsi moznou vzdalenost z v do néjakého vrcholu w v
T, kterou lze dosdhnout. Tento pojem mé smysl pro vSechny grafy, u stromu ale
diky nepfitomnosti kruznic plati, Ze maximalni hodnoty excentricity vzdy dosahuje
bud pravé jeden vrchol nebo pravé dva vrcholy. Skuteéné, nejdelsi mozné cesta z
kteréhokoliv vrcholu stromu nutné konc¢i v nékterém z jeho listi. Pro strom na dvou
vrcholech tvrzeni plati a u stromu na n > 3 vrcholech odebranim listt dostaneme
strom mensi, u néjz se excentrity vSech vrcholti, které ztstaly, zmensi pravé o jed-
nicku. Tvrzeni tedy plyne indukci podle poc¢tu vrcholti stromu. Navic je zfejmé, ze
dva vrcholy s maximélni excentricitou musi byt spojeny hranou.

Nyni tedy mtzeme prifadit jednoznac¢ny kdéd, az na izomorfismus i kazdému
stromu. Pokud existuje jediny vrchol s maximalni excentricitou, pouzijeme jej jako
kofene, v opacném pripadé postupujeme stejné pro dva stromy vzniklé z T" odebra-
nim hrany spojujici vrcholy s maximalni excentricitou a kdd vznikne zfetézenim
kéda obou stromt v poradi podle lexikografického usporadéani.

Duisledek. Dva stromy T a T jsou izomorfni prdvé, kdyz maji spolecny kdd.

9.27. Kostra grafu. V praktickych aplikacich ¢asto zadava graf vSechny moznosti
propojeni mezi objekty, prikladem mtze byt tfeba silni¢ni nebo vodovodni nebo
elektrickd sit. Pokud ndm staéi zajistit propojitelnost kazdjych dvou vrcholt pii

miniméalnim poc¢tu hran, hledame vlastné v grafu G podgraf T' na vSech vrcholech
grafu G, ktery je stromem.

Definice. Libovolny strom T' = (V, E’) v grafu G = (V, E), E' C E se nazyva
kostra grafu G.
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Evidentné mutze kostra v grafu existovat pouze, pokud je graf G souvisly. Misto
formalniho dtikazu, Ze plati i opak uvedeme pifimo algoritmus, jak kostru grafu
sestrojit.

Algoritmus 1. Postupovat miZeme napiiklad takto: Sefadime zcela libovolné
v8echny hrany ej,...,e, v E do pofadi a postupné budujeme mnoziny hran E!
tak, ze v (i + 1)—vém kroku pfiddme hranu e; k E! jestlize tim nevznikne v grafu
G; = (V,E; U{e;}) kruznice, a ponechdme E; beze zmény v piipadé opa¢ném. Al-
goritmus skonéi pokud bud m4 jiz graf G; pro néjaké i pravé n — 1 hran nebo je jiz
1 = m. Pokud zastavujeme z druhého dtavodu, byl ptivodni graf nesouvisly a kostra
neexistuje.

Lemma. Vysledkem predchoziho algoritmu je vidy les T'. JestliZe algoritmus skonci
s k <n—1 hranami, md pivodni graf n — k komponent. Zejména je tedy T kostrou
prave, kdyz algoritmus skonci pro dosaZeni n — 1 hran.

DUKAz. Podle pravidla v algoritmu, vysledny podgraf T' v G nikdy neobsahuje
kruznice. Je tedy lesem. Jestlize je vysledny pocet hran n —1, jde o strom, viz Véta
9.19

Zbyva pouze ukazat, ze souvislé komponenty grafu 7' maji stejné mnoziny vr-
cholti jako souvislé komponenty ptivodniho grafu G. Kazda cesta v T" je i cestou v G,
musi tedy vSechny vrcholy ze jednoho stromu v T' lezet vSechny v jedné komponenté
G. Pokud by ale existovala v G cesta z v do w takové, Ze jeji koncové vrcholy lezi v
riznych stromech v T, pak na ni existuje posledni vrchol v; v komponenté urcené
v a v;41 v ni nelezi. Pfislusnd hrana {v;,v;11} musela nékdy pii chodu algoritmu
ale vytvaret kruznici, protoze jinak by se byvala ocitla mezi hranami v T'. Protoze
se béhem algoritmu hrany neodebiraji, musi tedy ztstavat cesta mezi v; a v;41 v
T. To je ovSem spor s nasimi predpoklady a proto v a w nemohou lezet v riznych
stromech v T'. Poc¢et komponent v T' je dan pevnym vztahem mezi poctem vrcholt
a hran ve stromech. (I

Poznamka. Jako vzdy bychom se méli zabyvat otazkou, jak slozity je uvedeny
algoritmus. Kruznice pfidanim nové hrany vznikne tehdy a jen tehdy, jestli jeji
koncové vrcholy lezi ve stejné souvislé komponenté budovaného lesu 7'. Staci nam
proto pribézné udrzovat znalost souvislych komponent.

K realizaci algoritmu proto potfebujeme (v abstraktni podobé) umét pro jiz
zadané t¥idy ekvivalence na dané mnoziné (v nasem piipadé jsou to vrcholy) slu-
covat dvé tiid ekvivalence do jedné a nalézat pro dany prvek, do které tiidy patii.
Pro sjednoceni jisté potiebujeme O(k) ¢asu, kde k je pocet prvki slu¢ovanych t¥id
a jisté mizeme pouzit ohrani¢eni poctu k celkovym poctem vrcholt n. Mizeme si
ale pamatovat spolu se t¥idami i pocty jejich prvki a prtbézné pro kazdy vrchol
uchovavat informaci do které t¥idy patfi. Sjednoceni dvou tiid tedy predstavuje
preznaceni jména u vSech prvki jedné z nich. Jestlize pfi preznacovani prislusnosti
vrcholti k tfiddm budeme vzdy preznacovat tu mensi z nich, pak celkovy pocet
operaci potfebnych v nagem algoritmu bude O(nlogn + m). Dokazte si jako cvigeni!

Algoritmus 2. Kostru miZeme ale hledat také jinak a rychleji: Budeme v grafu
G = (V, E) s n vrcholy a m hranami postupné budovat strom 7. Za¢neme v libo-
volné zvoleném vrcholu v a prazdnou mnozinou hran, tj. 7o = ({v},0). V i~tém
kroku heddme mezi hranami, které dosud nejsou v T;_1, maji v T;_; jeden koncovy
vrchol, ale druhy koncovy vrchol fo T;_1 nepatii. Prvni takovou hranu pfidame i s
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druhym koncovym vrcholem a ziskdme tak 7;. Algoritmus skondi, az takova hrana
neexistuje.

Evidentné je vysledny graf T" souvisly a podle poctu vrcholu a hran je to strom.
Ukéazeme, Ze vrcholy T splyvaji s vrcholy souvislé komponenty G. Predpokladejme
proto, Ze do néjakého vrcholu w vede z v cesta. Pokud by w nebyl vrchol v T, pak
zcela stejné jako v dikazu predchoziho lematu na ni najdeme posledni vrchol v;,
ktery jesté do T patii. Dalsi hrana cesty by ale v okamziku ukonceni algoritimu
pripadal v tivahu pro ptidani do T, coz je spor.

Tento algoritmus tedy v ¢ase O(n + m) nalezne kostru souvislé komponenty
zvoleného pocatecniho vrcholu v.

9.28. Pocet koster uplného grafu. K urceni poctu koster iplného grafu o n uz-
lech muze slouzit pojem Priiferovy posloupnosti kostry grafu. Priiferovu posloup-
nost muzeme prifadit kostfe grafu K, a to nésledujicim zpisobem: oznaCme vr-
choly v grafu K,, postupné od 1 do n a odstranujme postupné listy dané kostry
(od nejmensiho) a s kazdym odstranénym listem zapiSme do posloupnosti souseda
pravé odstranéného listu. Opakujeme tak dlouho, dokud v kostfe nezbubou pouze
dva vrcholy.

Ziskana posloupnost ma evidentné n — 2 ¢lent, které mohou nabyvat hodnot od
1 do n. Obrécené neni tézké dokazat, ze pro kazdou takovou posloupnost existuje
pravé jedna kostra grafu K, , ktera se do této posloupnosti vyse popsanym postupem
zakdduje.

Celkem dostédvame, Ze existuje pravé n™~ 2 riiznych koster grafu K,,.

9.29. P¥iklady.

9.29.1. Kolik existuje ruznych koster grafu Ks5? Kolik ruznyjch jich existuje az na
izomorfismus?

Reseni. Existuji tii navzajem neizomorfni kostry (se skére (1,2,2,2,1), (1,2,3,1,1),
(4,1,1,1,1)). Piislusné tiidy isomorfnich grafii maji postupné 5- (3)-2,5-4-3 a5
prvku, celkem 125 riznych koster, coz souhlasi s obecnym vzorcem pro pocet koster
uplného grafu. O

9.30. Minimalni kostra. ProtoZe je to obecnou vlastnosti stromi, kazda kostra
grafu G ma stejny pocet hran. Tak, jak jsme ale jiz dfive hledali nejkratsi cesty v
grafech s ohodnocenymi hranami, budeme v pifipadé koster jisté chtit umét najit
kostry s minimalnim souétem ohodnoceni pouzitych hran.

Definice. Necht G = (V, E,w) je souvisly graf s ohodnocenymi hranami s nezé-
pornymi vahami w(e) pro véechny hrany. Jeho minimdlind kostra T je takova kostra
grafu G, kterd ma mezi vSemi jeho kostrami minimélni soucet ohodnoceni vSech
hran.

O prakti¢nosti takové tlohy muzete pfemyslet tfeba v souvislosti s rozvodnymi
sitémi elektfiny, plynu, vody apod.

Kupodivu je docela jednoduché miniméalni kostru najit za pfedpokladu, ze jsou
v8echna ohodnoceni w(e) hran v grafu G nezdporna. Nésledujicimu postupu se fika
Kruskaliv algoritmus:

e Setfidime vSech m hran v E tak, aby w(e1) < w(ez) < -+ < w(ey).
e v tomto potradi aplikujeme na hrany postup z Algoritmu 1 pro kostru v pied-
chozim odstavci.
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Jde o typicky priklad takzvaného ,hladoveckého pristupu”, kdy se k maximali-
zaci zisku (nebo minimalizaci ndklad) snazime dostat vybérem momentéalné (snad)
nejvyhodnéjsiho kroku. Casto tento pfistup zklame, protoZe nizké niklady na za-
¢atku procesu mohou zavinit vysoké na jeho konci. V nasem ptipadé ale skutecné
dostaneme vzdy minimalni kostru:

Véta. Kruskaluv algoritmus spravné resi problém minimdlni kostry pro kazdy sou-
visly graf G s nezdporngm ohodnocenim hran. Algoritmus pracuje v ¢ase O(mlogm),
kde m je pocet hran v G.

Dokaz. POZDEJI 77?7 (]

9.31. Dalsi algoritmy pro minimalni kostru. I druhy z nasich algoritmu pro
kostru grafu v predchozim odstavci vede na minimélni kostru, kdyz v kazdém oka-
mziku volime ze v8ech moznych hran e; = {v;, vi14}, v; € Vi, v;41 € V' \ v; tu, kterd
ma minimalni ohodnoceni. Vysledny postup se zpravidla nazyva Primiv algoritmus
podle jeho prace z r. 1957, ve skutec¢nosti byl ale popsan ¢eskym matematikem Jar-
nikem jiz v roce 1930. Radéji mu proto fikejme Jarnikiv algoritmus. Jarnik pfitom

vvvvvv

Véta. Jarnikiv algoritmus najde minimdlni kostru pro kazdy souvisly graf s libo-
volnym ohodnocenim hran.

DUkaz. POZDEJI 77?7 O

Poznamka. Bortvkav algoritmus je docela podobny, konstruuje ale postupné stale
co nejvice souvislych komponent zardz. Zacneme tedy s jednoprvkovymi kompo-
nentami v grafu Ty = (V,0) a pak postupné vzdy kazdou komponentu propojime
nejkratsi moznou hranou s komponentou jinou. Opét 1ze dokazat, ze takto obdrzime
minimalni kostru. V pseudokédu by Sel tento algoritmus zapsat nasledovné:

(1) Inicializace. Udélej graf S slozeny z vrcholt grafu G;
(2) Hlavni cyklus. Dokud m4 S vice nez jednu komponentu opakuj:
pro kazdy strom 7' v S najdi nejmensi hranu spojujici T's G\ T, tuto
hranu pfidej do F;
vsechny hrany z E pridej do S;

9.32. Priklady.

9.32.1. Uvazme nasledugici postup pro urcovdni minimdlni cesty mezi dvéma vr-
choly v ohodnoceném meorientovaném grafu: nejprve nalezneme minimadalni kostru
grafu, za minimalni cestu pak prohldsime jedinou cestu spojujici dva dané vrcholy
v minimdlni kostie. Dokazte, Ze je tento postup sprdvny, nebo uvedte protipriklad.
Reseni. Postup neni spravny. Staci uvazit napiiklad kruznici s hranami ohodno-
cenymi az na jednu jednickami, zbyvajici hrana ohodnocena dvojkou. (I

9.32.2. Mame danu nasledugici tabulku vzddlenosti svétovych metropoli: Londyna,
Mezico City, New Yorku, Parize, Pekingu a Tokia:

L MC NY P Pe T

L 59558 3469 214 5074 5959
MC 2090 5725 7753 7035
NY 3636 6844 6757

P 5120 6053

Pe 1307
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Jakd je nejmensi délka kabelu, kterym je mozné propojit tato mésta? (predpokld-
dame, Ze délka kabelu potrebného k propojeni danych dvou mést je pravé vzdalenost
v tabulce).

Reseni. Aplikaci algoritmu na hledani minimalni kostry zjistime, Ze hledana délka
je 12154. (v kostfe jsou hrany LPe, LP, LNY, PeT, MCNY). O

9.32.3. Urcete pocet podgrafi grafu Ks.

Reseni. Pocet podgrafii spo¢itame postupné podle poétu v jejich vrcholi:
e v = 0. Jde o prazdny graf. Ten je pouze jediny.
e v = 1. Jeden vrchol mtzeme vybrat péti zptusoby, celkem 5 grafi.
e v = 2. Dva vrcholy miizeme vybrat (3) zpusoby, mezi vybranymi vrcholy pak
bud vede nebo nevede hrana. Celkem (3)2 grafi.
e v = 3. TT¥i vrcholy mtizeme vybrat (g) zpusoby, mezi kazdymi dvéma vybranymi
vrcholy bud vede, nebo nevede hrana, celkem (3) 2(3) grafi.
o v=4. (i) 2(2) grafu.
e v=>5. (g) 2(3) grafi.
Celkem 1550 podgrafi grafu K. O

9.32.4. Urcete pocet kruznic v grafu Ks.

Reseni. Pocet kruznic spo¢itame postupné podle jejich délky. Nejkratsi kruznice
mtize mit délku 3, nejdelsi kruznice v K5 pak délku pét. Kruznice je urcena svymi
vrcholy, tak jak v ni jdou poporadé, pficemz je jedno, ktery vrchol prohlasime za
pocétecni a ktery za koncovy. Pocet kruznic je tedy 5-4-3/3-2+5-4-3-2/4-24+5! /5.2 =
10+ 15+ 12 = 37. O

9.32.5. Urcete pocet cest mezi dvéma ruznymi pevné vybranymi vrcholy v grafu
K.

Reseni. Spocitame cesty postupné podle jejich délky. Cesta délky jedna je jedna
(hrana spojujici dva vybrané vrcholy). Cest délek dva je pét (vybirdme jeden z péti
zbylych vrchold, pres ktery cesta piijde). Cest délek tii je 5 - 4 (vybirdme v daném
poradi dva vrcholy, pres které cesta pijde), obdobné cest délky ¢tytije 5-4 -3, cest
délky pét je 5-4-3-2 a konecné cest délky Sest je taktél 5!. Delsi cesty v K7 nejsou.

O

9.32.6. Oznacéme vrcholy v grafu K¢ postupné éisly 1, 2,...6 a kazdou hranu {i,j}
ohodnotme ¢islem [(i + j) mod 3] + 1. Kolik existuje riznych minimdlnich koster v
tomto grafu?

Reseni. Hrany s ohodnocenim jedna tvoif kruznici 12451 délky étyfi a hranu 36.
Jde tedy o nesouvisly podgraf daného grafu. Neni tedy mozné vybrat kostru daného
grafu pouze z hran s ohodnocenim jedna. Minimalni kostra bude mit tedy soucet
ohodnoceni hran v ni minimélné 4 - 1 + 2 = 6. Kostru s touto hodnotou skutecné
miizeme vybrat. Z hran s ohodnocenim 1 miizeme vypustit libovolnou hranu ze
zminované kruznice a nezavisle priddme néjakou hranu s ohodnocenim dveé, kterd
spojuje v podgrafu hran s ohodnocenim jedna komponentu 1245 s komponentou 36.
Takové hrany jsou celkem ctyfi. Celkem mé dany graf 4-4 = 16 riznych minimalnich
koster. 0
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9.32.7. Oznacme vrcholy v grafu K¢ postupné cisly 1, 2,...6 a kazdou hranu {i,j}
ohodnotme cislem [(i + j) mod 3] + 1. Kolik ezistuje riznych mazimdlnich koster v
tomto grafu?

Reseni. Hrany s ohodnocenim t¥i tvoii krulnici 23562 délky ¢tyii a hranu 14. Jde
tedy o nesouvisly podgraf daného grafu. Neni tedy molné vybrat kostru daného
grafu pouze z hran s ohodnocenim tfi. Maximalni kostra bude mit tedy soucet
ohodnoceni hran v ni nejvyse 4 - 3 + 2 = 14. Kostru s touto hodnotou skutecné
miizeme vybrat. Z hran s ohodnocenim 3 miizeme vypustit libovolnou hranu ze
zminované kruznice a nezavisle priddme néjakou hranu s ohodnocenim dvé, ktera
spojuje v podgrafu hran s ohodnocenim tii komponentu 2356 s komponentou 14.
Takové hrany jsou celkem ¢tyti. Celkem ma dany graf 4-4 = 16 rtiznych maximéalnich
koster. (]

9.32.8. Oznacéme vrcholy v grafu Ky postupné &isly 1, 2,...7 a kaZdou hranu {i,j},
ohodnotme ¢islem [(i + j) mod 3] + 1. Kolik existuje riznych minimdlnich koster v
tomto grafu?

Reseni. Nejlevnéjsi hrany s ohodnocenim jedna tvoif podgraf obshahujici viechny
vrcholy a majici dvé komponenty, které mohou byt propojeny néjakou hranou s
druhym nejmensim ohodnocenim. Minimalni kostra ma tedy soucet ohodnoceni
jejch hran minimélné 6 x 1 4+ 2 = 8. Kostry s touto hodnotou skuteéné existuji, je
totiz Sest hran hodnoty 2, které propojuji zminované dvé komponenty. Konkrétné
jde o komponentu {1,2,4,5,7} a {3,6}. V prvni komponenté existuji pravé tii
kruznice a to délky 4, pricemz kazda ze Sesti hran této komponenty lezi pravé ve
dvou kruznicich. Abychom z dané komponenty ziskali strom, musime dvé hrany
vypustit, to mizeme udélat 6 - 4/2 zplisoby. Celkem dostédvame 12 -6 = 72 riznych
minimalnich koster. (]

9.32.9. Oznacéme vrcholy v grafu Ky postupné &isly 1, 2,...7 a kaZdou hranu {i,j},
ohodnotme cislem [(i + j) mod 3] + 1. Kolik existuje riznych mazimdalnich koster v
tomto grafu?

Reseni. Nejdrazsi hrany s ohodnocenim tfi tvo¥i v daném grafu podgraf obsahu-
jici vSechny vrcholy a majici dvé komponenty a to dvé krulnice délek t¥i a Ctyfi.
Pouze z hran s timto ohodnocenim tedy maximdlni kostru neslolime. Bude v ni
tedy minimalné jedna levnéjsi hrana. Kostry s pravé jednou hranou s ohodnocenim
2 pak skutecné existuji. Existuje Sest hran s ohodnocenim 2 propojujici dvé zmi-
néné komponenty. Abychom dostali kostru, musime jesté vypustit po jedné hrané
z kazdé z kruznic. To muzeme udélat 3 - 4 = 12 zpusoby. Celkem mame 72 raznych
maximalnich koster. O

9.32.10. Oznacme vrcholy v grafu Ks postupné cisly 1, 2,...5 a kaZdou hranu 1, j,
i=1,...,5 ohodnotme cislem 1, pokud je (i + j) liché, ¢islem 2, pokud je (i + j)
sudé. Kolik existuje riznych mazximdlnich koster v tomto grafu?

Reseni. 18. O

9.32.11. Oznacme wvrcholy v grafu Ks postupné cisly 1, 2,...5 a kaZdou hranu
{i,7}, i = 1,...,5 ohodnotme ¢islem 1, pokud je (i + j) liché, éislem 2, pokud je
(i + j) sudé. Kolik existuje riznych minimdlnich koster v tomto grafu?

Reseni. 12. O
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9.32.12. Oznacme vrcholy v grafu Kg postupné cisly 1, 2,...6 a kaZdou hranu 1, j,
i =1,...,6 ohodnotme ¢islem 1, pokud je (i + j) ddvd zbytek 1 po déleni tremi,
cislem 2, pokud je (i + j) ddavad zbytek 2 po délend tremi a konecné cislem 3, pokud
je (i+j) délitelné tremi. Kolik existuje rizniych minimdlnich koster v tomto grafu?

Reseni. 16. n

9.32.13. Oznacme vrcholy v grafu Kg postupné cisly 1, 2,...5 a kaZdou hranu 1, j,
i =1,...,6 ohodnotme ¢islem 1, pokud je (i + j) ddvd zbytek 1 po déleni tremi,
Gislem 2, pokud je (i + j) ddvd zbytek 2 po délent tfemi a koneéné &islem 3, pokud
je (i+7) deélitelné tremi. Kolik existuje riznych mazimdlnich koster v tomto grafu?

Reseni. 16. O

9.33. Problém obchodniho cestujicicho. Z na$i kratké exkurze do grafovych
problém a algoritmii by mohl vzniknout dojem, Ze je v zasadé mozné nalézat hezké
a jednoduché algoritmy fesici uvazované problémy. To bylo ale zptsobeno tim, ze
jsme si dosud vybirali pouze problémy jednoduché. V drtivé vétSiné pripadd je
tomu naopak, teoretické vysledky pouze ukazuji, Ze algoritmus fungujici alespoi v
polynomidlnim c¢ase neexistuje a pouzivaji se takové, které davaji vysledky rozumné
dobré, nikoliv vSak optimalni.

Jednim z nejsledovanéjsich takovych kombinatorickych problému je tloha, kdy
mame najit v grafu s ohodnocenymi hranami miniméalni hamiltonovskou kruznici,
tzn. kruznici s minimalnim souc¢tem vah pouzitych hran mezi vSemi moznymi ha-
miltonovskymi kruznicemi.

Praktické vyjadieni ne vzdy na prvni pohled prozradi, ze jde pravé o tento
problém. Setkdvame se s nim napf. pri

planovani dodévek zbozi nebo sluzeb

organizaci poStovni sluzby (rozvoz posty, vybér posty ze schranek)

planovani udrzby siti (napf. bankomati)

obsluha pozadavki z fronty (napf. pfi paralelnich pozadavcich na ¢teni z hard

disku)

e planovani postupného méfeni jednotlivych ¢asti celku (napf. pii studiu struk-
tury krystalu proteinu pomoci rentgenu, kdy naklady jsou soustfedény zejména
na posuvy a zaostfeni pro jednotlivd méfeni)

e planovani déleni materialt (napt. pti kladeni tapet jejich déleni na pouZité pasy

tak, aby navazoval vzorek a doslo k co nejmensim ztratam)

I v pfipadé hledani minimélni hamiltonovské kruznice mtizeme uplatnit hlado-
vecky (anglicky ,greedy*) pfistup. Algoritmus zac¢ne v libovolném vrcholu vy, ktery
se stane aktivnim a vSechny ostatni si oznaci za spici. Postupuje pak postupné v
krocich tak, Ze vzdy najde ten dosud neumistény vrchol z spicich, do kterého vede
z aktivniho vrcholu nejméné ohodnocend hrana, aktivni vrchol oznaci jako zpra-
covany, tento novy vrchol se stane aktivnim. Algoritmus skon¢i bud netspéchem,
kdyz nenajde zddnou hranu z aktivniho uzlu do spiciho uzlu, ale hamiltonovska
kruzZnice jesté nebyla nalezena, nebo vyuzitim vSech vrcholi. Pokud ve druhém pfi-
pédé existuje hrana z posledniho pfidaného uzlu v,, do v, ziskdAme hamiltonovskou
kruznici.
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Je zjevné, ze tento algoritmus jen velice zfidka vyprodukuje skute¢né miniméalni
hamiltonovskou kruznici. Na tplném grafu zato vzdy alespon néjakou najde. Je do-
kazano, ze se dokonce polynomialné rychlymi algoritmy nelze libovolné ptiblizovat
k optimélnimu feseni.

9.34. Toky v sitich. Dalsi skupina aplikaci jazyka teorie grafii se tykd presunu
néjakého méritelného materidlu v pevné zadané siti. Vrcholy v orientovaném grafu
predstavuji body, mezi kterymi lze podél hran prenaset pfedem znamé mnozstvi,
ktera jsou zadana formou ohodnoceni hran. Neékteré vybrané vrcholy piedstavuji
zdroj sit€), jiné vystup ze sité. Podle analogie potrubni sité pro pfenos kapaliny
fikdme vystupnim vrcholim stok sité). Sit je tedy pro nas orientovany graf s ohod-
nocenymi hranami a vybranymi vrcholy, kterym fikdme zdroje a stoky.

Je ziejmé, Ze se muzeme bez Gjmy na obecnosti omezit na orientované grafy
s jednim zdrojem a jednim stokem. V obecném pripadé totiz vzdy muzeme pridat
jeden stok a jeden zdroj navic a spojit je vhodné orientovanymi hranami s vSemi
zadanymi zdroji a stoky tak, Zze ohodnoceni pfidanych hran bude zaroven zadavat
maximalni kapacity jednotlivych zdroji a stoki. Situace je naznacena na obrazku,
kde ¢ernymi vrcholy nalevo jsou zobrazeny vsechny zadané zdroje, zatimco Cerné
vrcholy napravo jsou vSechny zadané stoky. Nalevo je jeden pfidany (virtuélni) zdroj
jako bily vrchol a napravo jeden stok. Oznaceni hran neni v obrazku uvedeno.

/- A
S e

Definice. Sit je orientovany graf G = (V, E) s vybranym jednim vrcholem z na-
zvanym zdroj a jinym vybranym vrcholem s nazvanym stok, spolu s nezdpornym
ohodnocenim hran w : E — R. Tokem v siti S = (V, E, z, s, w) rozumime ohodno-
ceni hran f: E — R takové, ze soucet hodnot u vstupnich hran u kazdého vrcholu
v, kromé zdroje a stoku, je stejny jako soucet u vystupnich hran z téhoz vrcholu,

t].
Yo fle= Y flo)
)

e€IN (v ecOUT (v)

Velikost toku f je dana celkovou balanci hodnot u zdroje

Z definice je ziejmé, ze velikost toku muzeme stejné dobfe vypocist jako hod-

notu
fl= > fleo— > fle).

e€IN(s) ecOUT (v)

Na obrazku mame nakreslenu jednoduchou sit se zvyraznénym bilym zdrojem
a Cernym stokem. Sou¢tem maximéalnich kapacit hran vstupujicich do stoku vidime,
ze maximalni mozny tok v této siti je 5.
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9.35. Problém maximalniho toku v siti. Nasi tlohou bude pro zadanou sit na
grafu G urc¢it maximalni mozny tok. Na konci minulého odstavce jsme pohledem na
obrazek zjistili, ze maximéalni tok v této siti nemulze presdhnout cislo 5. Podstatné
na nasi ivaze bylo, Ze jsme seCetli hodnoty maximélnich kapacit u mnoziny hran,
pres které musi jit kazda cesta ze z do s. Zaroven umime snadno najit tok, ktery
toto maximum skutecne realizuje (protoze je nase sit tak jednoduchd). Tuto rozvahu
muzeme zformalizovat takto:

Definice. Rezem v siti S = (V, E, 2, s, w) rozumime takovou mnozinu hran C C E,
7e po jejim odebrani nebude v grafu G = (V, E \ C) zadn4 cesta z z do s. Cislo

Cl =" wle)
ecC

nazyvame velikost fezu C.

Evidentné plati, Ze nikdy nemiiZzeme najit vétsi tok, nez je hodnota kteréhokoliv
z fezi. N a dals$im obrazku mame zobrazen tok siti s hodnotou 5 a ¢arkovanymi
lomenymi ¢arami jsou naznaceny fezy o hodnotach 12, 8 a 5.

Sestavime funkéni algoritmus, ktery pomoci postupnych konstrukci vhodnych
cest najde ez s minimalni moznou hodnotou a zaroven najde tok, ktery tuto hod-
notu realizuje. Tim dokazeme nasledujici vétu:

Véta. Mazimalni velikost toku v dané siti S = (V, E, z,s,w) je rovna minimdln{
veltkosti Tezu v této siti.

Myslenka algoritmu je vcelku prostda — prohledavame cesty mezi uzly grafu a
snazime se je ,nasytit* co nejvétsim tokem. Zavedeme si za tito i¢elem terminologii.
O neorientované cesté v siti S = (V, E, z,s,w) z vrcholu v do vrcholu w fekneme,
7e je menasycend, jestlize pro vSechny hrany této cesty orientované ve sméru z v do
w plati f(e) < w(e) a f(e) > 0 pro hrany orientované opacéné. Za rezervu kapacity
hrany e pak oznacujeme ¢islo w(e) — f(e) pro pfipad hrany orientované ve sméru
z v do w a ¢islo f(e) pii orientaci opa¢né. Pro zvolenou cestu bereme za rezervu
kapacity minimalni rezervu kapacity z jejich hran.
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Forduv-Fullkersonuv algoritmus. Vstupem je sit S = (V) E, z,s,w) a vystu-
pem maximalni mozny tok f: E — R.

o Iniciace: zaddme f(e) = 0 pro vSechny hrany e € E a prohledavanim do sitky
z vrcholu z najdeme mnozinu vrchold U C V, do kterych existuje nenasycena
cesta;.

o Hlavni cyklus: Dokud s € U opakujeme

— zvolime nenasycenou cestu P ze zdroje z do s a zvétSime tok f u vSech
hran této cesty o jeji minimalni rezervu
— obnovime U.

e na vystup ddme maximéalni tok f a minimalni fez C tvoreny vSemi hranami

vychazejicimi z U a konéicimi v doplitku V' \ U.

Dukaz spravnosti algoritmu. Jak jsme vidéli, velikost kazdého toku je nejvyse
rovna hodnoté kteréhokoliv fezu. Staci nam tedy ukazat, ze v okamziku zastaveni
algoritmu jsme vygenerovali fez i tok se stejnou hodnotou.

Algoritmus se zastavi pii prvnim pfipadu, kdy neexistuje nenasycena cesta ze
zdroje z do stoku s. To znamené, Ze U neobsahuje s a pro vSechny hrany e z U do
zbytku je f(e) = w(e), jinak bychom museli koncovy vrchol e pfidat k U.

Zaroven ze stejného divodu vsechny hrany e, které zacinaji v komplementu
V\U akoné v U musi mit tok f(e) =0.

Pro velikost toku celé sité jisté plati

f] = > fle) - > f(e).

hrany z U do V\ U hrany z V\ U do U

Tento vyraz je ovsem v okamziku zastaveni roven

> fle) = > w(e) = [C],

hrany z U do V\ U hrany z U do V\ U

coz jsme chtéli dokazat.

Zbyva ovSem ukéazat, Ze algoritmus skutecné zastavi.

Vsimnéme si, ze pro celoc¢islené hodnoty ohodnoceni hran ziskdme také celoci-
selny tok.

Chod algoritmu je ilustrovan na obrazku. Vlevo jsou vybaveny dvé nejkratsi ne-
nasycené cesty ze zdroje do stoku (horni méa dvé hrany, spodni t¥i). Jsou vyznaéeny
Cervené. Napravo je pak nasycena dalsi cesta v poradi a je vyznaCena modre. Je
nyni zjevné, ze nemuze existovat dalsi nenasycena cesta ze zdroje do stoku. Proto
algoritmus v tomto okamziku skonci.
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9.36. Dodate¢né podminky na tok. NasSe tloha pfipousti i dalsi podminky.
Mtzeme napi. pozadovat dodrzeni maximalni kapacity pritoku pies jednotlivé vr-
choly. Nebo mitizeme chtit dodrzet nejen maximalni ale také minimalni toky pfes
jednotlivé hrany ¢i vrcholy.

Pridani kapacit vrcholt je jednoduché — prosté vrcholy zdvojime a dvojcata
ozncujici vstup do vrcholu a vystup z vrcholu spojime pravé jednou hranou s pii-
slusnou kapacitou.

Omezeni miniméalnimi prutoky lze zahrnout do iniciace naseho algoritmu. Je
ovsSem zapotiebi otestovat, jestli takovy tok vibec existuje.

V literatufe lze najit fadu dalsich nuanci, nebudeme se jim zde vénovat.

9.37. Priklady.
9.37.1. Rezem v siti (V,E,z,s,w) miZeme také rozumét mnoZinu hran C C S
takovou, Ze v siti (V, E\ C, z, s, w) neexistuje Zidnd cesta ze zdroje z do stoku (cile,
spotrebice) s, ale pokud z C odebereme libovolnou hranu e, tak uZ novd mnozina
tuto vlastnost mit nebude, tedy v (V, E\CUe, z, s, w) existuje cesta ze z do s. Urcete
vechny tyto Tezy (a jejich hodnoty) v nasledujici siti:

2

z 5

10

;.S

pak jsou fezy nésledujict: {f,i},{f,h,j,a},{f)c,a,de} {fj,ca,d,f}, {bjc}{b,jh}{b,i},

jejich hodnoty jsou pak 12, 9, 20, 18, 15, 10, 15. (]
9.37.2. Najdéte maximdlni tok v siti z predchoziho prikladu.

Reseni. 7 teorie a piedchoziho piikladu vime, Ze hodnota maximalniho fezu je
9. Tento tok f neni zaddn jednoznacné. Mizeme volit naptiklad f(a) = 2, f(b) =

4,f(c) = 1,f(h) = 1, f(j) = 4, f(f) = 2,f(i) = 7, f(v) = 0 pro vSechny ostatni
hrany v daného grafu. O

9.37.3. Urcete mazimalni tok a jemu odpovidajici minimalni Tez v ndsledujicim
ohodnoceném orientovaném grafu:
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Reseni. Min. fez. dan mnozinou {F, S}, jeho hodnota je 39. O

9.37.4. Urcete mazimalni tok a jemu odpovidajici minimdlni Tez v ndsledujicim

ohodnoceném orientovaném grafu:
A 23 B

Reseni. Rez je dan mnozinou {F, S, D}, hodnota je 29. O

9.37.5. Urcete mazimalni tok a jemu odpovidajici minimalni Tez v ndsledujicim
ohodnoceném orientovaném grafu:
A

Reseni. Min. fez odpovidd mnoziné (B, D, S). Hodnota je 40. O

9.37.6. Urcete mazimalni tok a jemu odpovidajici minimdlni Tez v ndsledujicim
ohodnoceném orientovaném grafu:
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Reseni. Min. fez je ddan mnozinou {Z, A, E}. Hodnota je 32. O

9.38. Dalsi aplikace. Hezkym vyuzitim tokd v siti je feSeni tlohy bipartitniho
parovani. Ulohou je v bipartitnim grafu najit maximélni parovani, tedy maximalni
podmnozinu hran takovou, aby zadné dvé hrany nesdilely vrchol.

Jde o abstraktni variantu docela obvyklé tlohy — tfeba sparovani klukt a holek
k tanci v tane¢nich, kdybychom méli predem znamé moznosti, ze kterych vybirame.

Tento problém docela snadno prevedeme na hledani maximélniho toku. Pfi-
dame si uméle navic ke grafu zdroj, ktery propojime hranami jdoucimi do vSech
vrcholid v jedné skupiné v bipartitnim grafu, zatimco ze vsech vrchold ve druhé
skupiné vedeme hranu do pfidanéhoho stoku. VSechny hrany opatfime maximalni
kapacitou 1 a hleddme maximéalni tok. Za pary pak bereme hrany s nenulovym
tokem.

Jingm vyuzitim tokd je diikaz tzv. Mengerovy véty (uvedli jsme ji jako tvzerni
v . MiZzeme se na né divat takto: V orientovaném grafu ohodnotime vSechny
hrany e maximalni kapacitou 1 a totéz pro vSechny vrcholy. Dale si zvolime li-
bovolnou dvojici vrcholi v a w, které povazujeme za zdroj a stok. Jestlize nas
pak zajima tok timto grafem, dostaneme pravé pocet zcela ruznych cest z v do w
(hrany i vrcholy jsou rizné kromé zacatku a konce). Kazdy fez ptitom oddéluje v
a w do raznych souvislych komponent zbylého grafu. Ze skute¢nosti, Ze hodnota
minimélniho fezu je rovna hodnoté toku v siti nyni vyplyva pozadované tvrzeni.

9.39. Priklady.

9.39.1. Naleznéte mazimalni parovani nasledujictho bipartitniho grafu:

Pro mazimalni tok urcugjici Vami nalezen€ maximdlni pdarovani ddle urcete jemu
odpovidajici minimadlni Tez v siti.
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Reseni. Z daného bipartitniho grafu vyrobime sit piidanim zdroje Zd a stoku
St, orientovanych hran (Zd, A), ..., (Zd, G), (T, St),...,(Z, St), stavajici hrany ori-
entujeme ,abecedné“ od nizsiho pismena k vys$simu, vSem hrandm pak pfitadime
kapacitu 1. Ford-Fulkersonovym algoritmem pak snadno nalezneme néktery maxi-
malni tok a jemu odpovidajici max. parovani. Jeden z moznych maximalnich tokiu
je vyznacen na nésledujicim obrazku (Cervené hrany znézornuji tok o velikosti 1
danou hranou zleva do prava):

Odpovidajici maximalni parovani (A, W), (B, Z), (C,T), (D, V), (F, X), (G,Y).
Modfe jsou v obrazku vyznaceny vrcholy, do nichZ existuje rezervni cesta, mini-
malni fez je pak tvofen hranami jdoucich z modrych vrcholti do ¢ernych vrchold,
tedy hranami (Zd, A), (Zd, B),(Zd, C),(V, St),(X, St),(Y, St). O

9.40. Stromy her. Obratime ted nasi pozornost k velice rozsifenym uzitim stro-
movych struktur pfi analyzach moznych strategii nebo postupt. Zcela jisté se s
nimi setkdme v teorii umélé inteligence a v Casti teorie her. Své misto ale maji také
v ekonomii a mnoha dalsich oblastech lidskych ¢innosti.

Budeme v této souvislosti hovofit o hrdch. V matematickém smyslu se teorie
her zabyva modely, ve kterych jeden nebo vice partnert ¢ini kroky podle pfedem
znamych pravidel a vétsinou také ve pfedem zndmém potradi. VétSinou se mozné
kroky nebo tkony ohodnocuji néjakymi vynosy nebo ztratami pro daného partnera.
Smyslem je pak nalezeni strategie hrdce, tj. algoritmického postupu, podle kterého
muze hra¢ maximalizovat vynos, pfipadné minimalizovat ztratu.

Budeme se zabyvat tzv. extenzivnim popisem her. To je takovy popis, kdy
mame k dispozici tiplnou a konecnou analyzu vsech moznych stavi hry a vysledna
analyza zadava skutecné presnou rozvahu o vynosech ¢i ztratach za predpokladu
nejlepsiho mozného chovani ziucastnénych partneria. Strom hry je kofenovy strom,
ktery mé za uzly vSechny mozné stavy hry, a tyto uzly budou oznaceny podle toho,
ktery z hrac¢u je zrovna na tahu. Hrany budou vSechny mozné tahy daného hrace v
daném stavu. Takovy aplny popis pomoci stromu miZzeme konstruovat pro bézné
hry jako jsou piskvorky, Sachy, apod.

Jako jednoduchy piiklad uvedme jednoduchou variantu hry Nim. (Nézem za-
vedl patrné Charles Bouton ve své analyze téchto her z roku 1901 — pry pochézi z
némeckého , Nimm!“, coz ¢esky znamend ,Ber!“.)

Na stole lezi na jedné hroméadce k sirek, kde k > 1 je pfirozené cislo, a hraci
postupné odebiraji kazdy jednu nebo dvé sirky. V normalni varianté hry vyhraje
ten, kdo jako posledni ma co vzit. Ve varianté hry ,na zebraka“ naopak prohrava
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ten, kdo vzal vSechny zbyvajici sirky. Strom takové hry, vcéetné vSech potifebnych
informaci miiZeme setrojit nasledovné:

e Stavu s /¢ sirkami na stole a s prvnim hrac¢em na tahu odpovida podstrom s
kofenem oznacenym Fy, stavu s tymz poctem sirek a druhym hracem na tahu
odpovida podstrom s kofenem Sy.

e Uzel Fy mé levého syna Sy_; a pravého syn Sy_s, u uzlu Sy jsou to obdobné
synové Fy_1 a Fy_o.

e Listy jsou vzdy bud Fy nebo Sy (p¥i normalnim rezimu hry, pfi hie na zebrdka
by to byly stavy Fy a S, ve kterych pfislusny hra¢ prohral).

Kazdy pribéh hrou zacinajici v kofenu Fj, odpovida pravé jednomu listu vysledného
stromu. Je tedy vidét, Ze celkovy pocet p(k) moznych her pro Fj je roven

p(k) = p(k —1) +p(k - 2)

pro k > 3 a snadno vidime, ze p(1) = 1 a p(2) = 2. Takovou diferenéni rovnici
jsme uz resili. Jejim feSenim jsou tzv. Fibonacciova ¢isla a umime pro né explicitni
formuli, viz. ¢ast o diferen¢nich rovnicich v prvni kapitole. Zname proto i formuli
pro pocet moznych pribéhi her. Pocet moznych stavt hry je pfitom roven poctu
vSech uzlt ve stromu. Hra pfitom vzdy skoné¢i vyhrou bud prvniho nebo druhého
hrace. U podobnych her miize kromé toho hra koncit také remizou.

9.41. Analyza hry. Pripravend stromovd struktura nam ted snadno umozni ana-

lyzovat hru tak, abchom mohli sestavit skute¢né algoritmickou strategii pro kazdého

hrace. Je k tomu jednoduchy rekurzivni postup pro ohodnoceni korene podstromu.

Budeme oznacovat jako W uzly ve kterych (pfi optimdlni strategii obou) vitézi

prvni hréé a L v pfipadé opa¢ném, piipadné jesté mizeme znacit jako T (z anglic-

kého ,win“ a ,loose“ z pohledu prvého hrace, znak T odpovidd anglickému ,tie“

ro remizu). Postup je tento:

(1) Listy ozna¢ime bud W nebo L, pfipadné T', podle pravidel hry (u norméalniho
prubéhu nasi varianty Nim to tedy bude W pro Sy a L pro Fp)

(2) Uzel Fy oznacime W, jestlize existuje syn, ktery je W. Pokud takovy syn nee-
xistuje, ale mezi syny existuje uzel s oznacenim 7', bude i oznacovany uzel T
Ve zbyvajicim pripadé, kdy jsou vsichni synové L bude i oznacovany uzel L.

(3) Uzel Sy oznacime L, jestlize existuje syn oznaceny L. Pokud takovy syn nee-
xistuje, ale mezi syny existuje uzel s oznacenim 7', bude i oznacovany uzel T
Ve zbyvajicim pfipadé, kdy jsou vsichni synové W bude i oznacovany uzel W.
Volanim této procedury na koten stromu obdzime ohodnoceni vSech uzld a tim

také i strategii pro kazdého z hraca:

e Prvni hrac¢ se snazi v kazdém svém kroku presunout do uzlu oznaceném W,
pokud to ale nejde, hled4a alespon T’
e Druhy hrac je se snazi v kazdém svém kroku dostat hru do uzlu oznac¢eného L,

pokud to nejde, hleda alespon T.

Hloubka rekurze je dana hloubkou stromu. Napf. u naseho Nim s k sirkami je to
praveé k.

Ziskana analyza jesté neni piili§ uziteéna. Pro jeji uziti v uvedené formé totiz
potiebujeme mit k dispozici cely strom hry a to je obecné skute¢né velice mnoho dat
(u minipi§kvorek na hfisti 3 x 3 mé pfisludny strom jednotlivé desitky tisic uzla).
Zpravidla se v takovéto podobé pouziva analyza pomoci stromové struktury tehdy,
kdyz zkoumame pouze maly tsek celého stromu pomoci vhodnych heuristickych
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metod a tento kousek si naopak dynamicky utvarime béhem hry. To je fascinujici
oblast moderni teorie umélé inteligence, my se ji zde ale nebudeme vénovat.

Pro nase potfeby tuplné formalni analyzy ale umime najit kompaktnéjsi vyjad-
Feni stromové struktury grafu. Pokud si nakreslime nas strom pro hru Nim, okamzité
vidime, Ze se nam mnohokrate opakuji porad ty stejné situace hry v raznych lis-
tech, a to podle toho, jaka byla historie hry. Ve skutecnosti, jsou ale strategie urceny
pouze poctem zbyvajicich sirek a tim, kdo je na tahu. MuZeme proto stejnou hru
popsat pomoci grafu, ktery bude mit za uzly poCty zyvajicich sirek a celé strategie
bude zadéna urcenim, jestli v dané situaci vyhrava ten, kdo je na tahu nebo naopak
ten, kdo tahl pfedtim. K popisu moznych tahii budeme pouzivat orientované hrany.

Priklad pro nasi hru Nim je na obrazku. Nalevo je tplny strom pro hru se tfemi
sirkami, napravo je orientovany graf zobrazujici hru se sedmi sirkami. Uplny strom
pro hru se sedmi sirkami by mél jiz 21 listi a pocet list roste exponencidlné s

poctem sirek!
®, O C
(= ©
&
& ~5
\
® ()

Orientovany acyklicky graf mé pro kazdy pocet sirek pravé jeden vrchol a ten
zaroven nese oznaceni, zda pri jeho prichodu celkové vyhra ten, kdo je zrovna na
fadé (pismeno N od ,next*), nebo ten druhy (pismeno P od slova ,previous®).
Celkové je v ném vzdy jen k 4 1 vrchold pro hru s k sirkami. Zaroven v sobé graf
uschovava kompletni strategii: pokud z uzlu, ve kterém se hra¢ nachézi, vychézi
hrana koncici v uzlu s oznac¢enim P, hra¢ pouzije tento tah.

Naopak, kazdy acyklicky orientovany graf miZeme povazovat za popis hry.
Vychozimi situacemi jsou v ni ty uzly, do kterych nevedou Zadné hrany (jeden
nebo vice), hra konéi v listech (opét jeden nebo vice). Strategii hry obdrzime opét
jednoduchou rekurzivné volanou procedurou:

e Listy ozna¢ime pismenem P (skutecné prohrava ten, kdo je na tahu a nachézi
se v listu).
e Uzel grafu oznac¢ime jako N, pokud z néj vede hrana do uzlu oznaceného jako

P. V opacném pripadé oznacime uzel jako P.

(Pro zjednoduseni nyni uvadime pouze pfipady her bez remiz.)

V naSem specialnim pfipadé hry Nim je tedy situace obzvlasté jednoducha. Z
uvedené strategie vyplyva, ze hrac, ktery je na tahu prohrava, pokud je pocet sirek
délitelny tfemi, a vyhrava ve zbylych dvou pfipadech zbytkt 1 a 2 po déleni tfemi.

Hry, které umime reprezentovat vyse uvedenym zptsobem pomoci acyklického
orientovaného grafu nazyvame nestranné. Jde pravé o takévé hry, ve kterych

e V kazdé herni situaci maji oba hraci stejné moznosti tah.
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e Hra mé konecny celkovy pocet hernich situaci.
e Hra ma tzv. nulovy soucet, tj. lze jeji vysledek formulovat pomoci vyhry jednoho
(a tim prohry druhého) hrace, resp. remizy.

Piikladem nestranné hry jsou napi. piskvorky na pfedem znadmém rozméru pouzité
Ctvereckové sité. Zde sice hrac¢i pouzivaji razné symboly, podstatné ale je, Ze je
mohou umistit do kteréhokoliv dosud neobsazeného pole. Naopak Sachy nestrannou
hrou v tomto smyslu nejsou, protoze mozné tahy jednotlivych hrac¢u jsou v kazdé
situaci silné zavislé od mnozstvi figurek, které zrovna maji k dispozici.

9.42. Soucet her. Klasickd hra Nim se hrava ponékud slozitéji. Hrac¢i maji pred
sebou t¥i hromédky sirek (nebo jinych objektt), kazdou o daném poétu k. Ten kdo
je na fadé mize brat libovolny pocet sirek, ale pouze z jedné hromadky. Vyhrava,
pfi normalni hie, ten, kdo bere naposled. (Pfi hie na zebréka takovy hra¢ naopak
prohrava.) Pokud bychom takto hrali s jednou hromédkou, je to jednoduché. Prvni
hrac¢ shrabne vse a druhy prohral. Se tfemi to ovSem tak snadno nepujde. Zaroven se
nam patrné nechce véfit, ze znalost analyzy moznosti pro jednu hromadku nebude
pro takovouto kombinovanou hru uzitecna.

Zavedeme si tzv. soucet nestranngych her. Vécné to bude tak, ze situace ve
hie kombinované ze dvou soucasnych her budou uspoiradané dvojice jednotlivych
moznych situaci. Tahem pak rozumime vyuzit{ mozného tahu v jedné z her (a
drubd zistane nezménéna). Jsou-li Gy = (V1, E1) a Gy = (Va, Ea) dva acyklické
orientované grafy, pak jejich soué¢tem rozumime graf G = (V, E), kde

V=VxV,
E = {(v1v2, w1v2); (v1,w1) € E1} U {(vive,viws); (v2,w2) € Es}.

V pripadé jedné hry jsme si vystacili s postupnym oznacovanim uzld grafu od
listt pismeny N a P podle toho, jestli je nebo neni (pomoci orientovanych hran)
wvidét® néjaké P. V souctu her se ovSem pohybujeme po jednotlivych hranich
slozitéji, budeme proto potfebovat jemnéjsi nastroj, jak si vyjadfovat dosazitelnost
uzli znacenych jako P z dalSich uzli. Dobfe k tomu poslouZi tzv. Spragueova—
Grundyova funkce g : V — N, kterou definujeme na acyklickém orientovaném grafu
G = (v, E) rekurzivné takto:

(1) Vsechny listy v ozna¢ime g(v) = 0.
(2) Pro vrchol v € V' definujeme

g(v) = min{a € N;neexistuje hrana (v,w) s g(w) = a}.

Pfi definici jsme pouzili funkci, které se rikava minimdlni vyloucend hodnota.
Definujeme ji pro podmnoziny S pfirozenych ¢isel N = {0,1,...} vztahem

mex S =minN\ S.

Nase funkce g(v) je pravé mex S pro mnozinu S vSech hodnot g(w), které podél
hran vidim z vrcholu v.

Na pfirozenych ¢islech definujeme jesté jednu operaci. Je to binarni operace
(a,b) — a®b, kterou dostaneme tak, ze vyjadiime ¢isla a a b ve dvojkové soustavé
a vzniklé vektory a a b ve vektrovém prostoru (Z;)* nad Z, secteme (k je dostatecns
velké). Vysledkem je opét vyjadieni pro a @b ve dvojkové soustavé. Séitani vektori
ve (Z3)* je znama operace XOR na jednotlivych bitech.

Véta. (1) Vicholv € V v orientovaném acyklickém grafu G = (V, E) je P pozice
pravé, kdyz je hodnota Spragueovy—Grundyho funkce g(v) = 0.



330 9. KOMBINATORICKE METODY

(2) Pro orientované acyklické grafy G4 = (V1,E1), Gy = (Vo,Es) a G = (V,E) =
G1 + G4 a jejich Spragueovy—Grundyovy funkce g1, g2 a g plati:

g(v1ve) = g1(v1) @ ga(v2)

DUKAZ. Prvni tvrzeni véty je zfejmé.

Dikaz druhé ¢4sti povedeme nésledovné: necht (v1v2) je pozice hry G + G5 a
necht a € Ny, a < g1(v1)@g2(v2) je jinak libovolné. Ukdzeme, Ze existuje stav (z1x2)
hry G1 + G5 tak, ze (viva, z122) € E a zdroven pro zadnou hranu (vivs, y1y2) € E
neplati g1(y1) ® g2(y2) = g1(v1) ® ga(v2).

i) Necht tedy a < g1(v1) @ g2(v2). Uvazme ¢islo b := a & g1(v1) ® g2(v2). Necht
binarni zapis tohoto ¢isla ma k cifer. Potom na k-tém misté v binarnim rozvoji
¢isla g1 (v1) 4 g2(v2) musi byt cifra 1 (pravé jedno z ¢isel a a g1 (v1) ® g2(v2) tam
musi mit cifru 1 a nemuze to byt ¢islo a, protoze ve vyssich fadech si obé ¢isla
museji byt rovna a €islo a je mensi). Bez ujmy na obecnosti pfedpoklddejme,
ze to je g1(v1), a uvazme ¢&islo ¢ := gy (v1) @ b. Toto &islo je v bindrnim zapise
nejvySe k — 1 ciferné (obé s¢itand ¢isla maji v k-tém fadu cifru 1), je tedy
mensi nez gy (vy). Potom dle definice funkce vy existuje stav wy hry G takovy,
ze (v1,w1) € E1 a g1(w1) = c. Nyni viak (viva, wiv2) € H a g1(w1) @ ga(va) =
c® ga(v2) = g1(v1) B b g2(v2) = g1(v1) B a® g1(v1) ® g2(v2) S g2(v2) = a.

ii) Necht (vivs,y192) je hrana v G a necht g1(y1) ® 92(y2) = g1(v1) B g2(v2).
Bez ujmy na obecnosti opét predpokladejme, Ze vy = yo, tedy hrana je tvaru
(v1v2,y1v2), kde (v1,9y1) € E7). Pak ovSem g1(y1) @ g2(v2) = g1(v1) ® g2(v2) a
tedy g1(y1) = g1(v1), ale to je ve sporu s vlastnostmi Spragueovy-Grungyovy
funkce g1 hry G;.

O
Z véty okamzité dostavame srozumitelny a prakticky uziteény vysledek:
Dusledek. Vrchol vivs v soudtu grafi je P—pozice prdve, kdyz gi(vi) = ga(va).

Poznamka. V tomto textu nemuzeme jit do podrobnosti, obecné lze ale dokazat, ze
kazdy konecny acyklicky orientovany graf je izomorfni s koneénym souctem vhodné
zobecnénych her Nim. Nasi analjzou jednoduché hry a konstrukci funkce g jsme
tedy v podstaté (alespon implicitné) zvladli analyzu vSech nestrannych her.

9.43. Vytvorujici funkce. Docela ¢asto jsou v kombinatorickych tivahéch uzi-
tec¢né vysledky dosahované ve ,spojitych metodach®, tj. zejména klasické matema-
tické analyze. Tomu mizeme rozumét i naopak — v podstaté byly vsechny vysledky
v analyze dosaZeny vhodnym pfeloZzenim problému na kombinatorickou tlohu (za
priklad miZe slouzit tieba pfevedeni problému integrace racionéalnich funkci lome-
nych na rozklad téchto funkci na tzv. parcidlni zlomky). Neni proto divu, Ze tyto
jiz zvladnuté postupy miZzeme dobfe vyuzivat pfimo.

V zévéru nasi prochazky po aplikacich kombinatorickych postupt se proto po-
divame alespon na jednu oblast, kde se nam shodi znalosti ze spojitych metod.
Zacnéme jednoduchym ptikladem: Mdme v penéZence 4 korunové mince, 5 dvou-
korunovych a 8 pétikorunovée. Z automatu, ktery nevraci, chceme Colu za 22 K¢.
Kolika zpusoby to umime, aniz bychom ztratili preplatek? Hledame zjevné cisla i, j
a k takova, ze i + j + k = 22 a zaroven

i€40,1,2,3,4}, j €{0,2,4,6,8,10}, k € {0,5,10,15}.
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Uvazme soucin polynomt (tfeba nad redlnymi ¢isly)
1+ 2% + 2% + 2 (2% + 2* + 25 + 2% + 210) (2 + 210 4 210).

Mélo by byt ziejmé, 7e hledany pocet Feseni je pravé koeficient u 222 ve vysledném

polynomu. Skutecné tak dostavame 4 moznosti 3x5+3%2+1x1, 3x5+2%x24+3x1,
24+54+95%24+2+x1a2*x5+4*x2+4x*1.

Tento prostinky priklad zasluhuje vétsi pozornost, nez by se mohlo na prvni
pohled zdat. Jednotlivé polynomy svymi koeficienty vyjadiovaly posloupnost hod-
not, kterych jsem uméli dosahovat: Jestlize budeme (pro jistotu, abychom nemuseli
predem délat odhady velikosti) pracovat s nekoneénymi posloupnostmi, pak pomoci
jednotlivych korun umime dosdhnout hodnot 0,1,2,... s ¢etnostmi

(1,1,1,1,1,0,0,...)
(pokracuji samé nuly), u dvoukorun a pétikorun to budou poslounosti ¢etnosti
(1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,...), (1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,...).

Ke kazdé takové posloupnosti s koneéné mnoha nulovymi ¢leny miizeme prifadit
polynom a hodou okolnosti feSeni nasi tilohy bylo mozné odecist ze soucinu téchto
polynomu. Takovy postup muzeme pouzivat obecné pro praci s posloupnostmi.

Definice. Vytvorujici funkce pro nekonecnou posloupnost a = (ag,a1,az,...) je
(formalni) mocninna rada

oo
a(z) = agp +aix+aa+-- = E a;x’.
i=0

Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji jednoduché ope-
race nad mocninnymi fadami:

e S¢itani (a; +b;) posloupnosti ¢len po élenu odpovida soucet a(x) + b(x) pFislus-
nych vytvorujicich funkei.

e Vynéasobeni (« - a;) vSech ¢leni posloupnosti stejnym skaldrem « odpovidd
vynasobeni « - a(z) piislusné vytvorujici funkee.

e Vynésobeni vytvoiujici funkce a(z) monomem z* odpovida posunuti posloup-
nosti doprava o k mist a jeji doplnéni nulami zleva.

e Pro posunuti posloupnosti doleva o k mist (tj. vynechéni prvnich & mist po-
sloupnosti) nejprve od a(x) ode¢teme polynom by (z) odpovidaji posloupnosti
(ag,.--,ax_1,0,...) a poté podélime vytvorujici funkci z*.

e Dosazenim monomu f(z) za 2 vytvofime specifické kombinace ¢lenti piivodni
posloupnosti. Jednoduse je vyjadiime pro f(x) = ax, coz odpovidé vynasobeni
k—tého ¢lenu posloupnosti skaldrem o*. Dosazeni f(z) = 2™ nam do posloup-
nosti mezi kazdé dva ¢leny vlozi n — 1 nul.

Prvni dvé pravidla fikaji, Ze pfirazeni vytvorujici funkce posloupnosti je homomor-
fismus vektorovych prostort nad zvolenym prostorem skalart.

9.44. Priklady vytvorujicich funkci. Uvedeme nékolik jednoduchych ptikladu
vytvorujicich funkei. Radu z nich jsme vidéli pii praci s mocninnymi fadami ve
treti ¢asti Sesté kapitoly. Snad si vSichni vzpomenou na vytvorujici funkci zadanou
geometrickou fadou:

alr)= —— =1+z4+2>+...
x
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kterad tedy odpovida konstantni posloupnosti (1,1,1,...). Obecné, pro kazdou po-
sloupnost a; s ¢leny velikosti |a,, | = O(n*) s konstantnim exponentem k, konverguje
jeji vytvorujici funkce na néjakém okoli nuly (viz a. Mtzeme s nnimi pak
opravdu na konvergen¢nim intervalu zachazet jako s funkcemi, zejména je umime
sCitat, nasobit, skladat, derivovat a integrovat.

Nékolik jednoduchych piikladi — DODELAT ?7??

9.45. Diferenéni rovnice s konstantnimi koeficienty. Hezkym a pouénym
piikladem na uziti vytvorujicich funkci je Gplna diskuse feseni linearnich diferenc-
nich rovnic s konstantnimi koeficienty. Zabyvali jsme se jimi jiz v tfeti ¢asti prvni
kapitoly, viz napr. Tam jsme ale primo odvodili vzorec pro rovnice prvniho
tfadu, odivodnili jednoznacnost a existenci feseni, ale feseni samo jsme pak v pod-
staté ,uhadli“. Nyni mizeme feseni skutecné odvodit.

Zkusme nejprve dobfe znamy ptiklad Fibonaciovy posloupnosti zadané reku-
renci

Fojo=Fn+ Foqa, Fo=0, F1 =1
a pisSme F'(z) pro vytvofujici funkci této posloupnosti. Definiéni rovnost muZzeme
vyjadiit pomoci F'(z), kdyZ pouzijeme naSe operace pro posuv ¢lentt poslounosti.
Vime totiz, ze xF(x) odpovid4 posloupnosti (0, Fy, Fy, Fb,...) a 22F(x) posloup-
nosti (0,0, Fy, Fi,...). Proto vytvofujici funkce zF (z) + 22 F(x) — F(x) odpovida
posloupnosti
(—Fy, Fo — F1,0,0,...,0,...).
Obdrzeli jsme tedy rovnici pro vytvorujici funkei F'(z):
(1—2—2*)F(x) = .

Abychom lépe vidéli odpovidajici posloupnost, muzeme jesté vysledny vyraz upra-
vit na soucet jednodussich. Vime totiz, ze linearni kombinace vytvorujicich funkci
odpovida stejnym kombinacim posloupnosti. Racionéalni funkce lomené jsme se na-
ucili rozkladat na tzv. parcidlni zlomky, viz Timto postupem vyjadiime
1 A B
F(z) = l—z—22 z-14 +x—x2
a b
1— /\133 + 1-— )\2.13
kde A, B jsou vhodné (obecné) komplexni konstanty a x1, x2 jsou kofeny polynomu
ve jmenovateli. Konstanty a, b, A1 a Ay ziskdme jednoduchou tpravou jednotlivych
zlomku. Vysledkem je obecné feseni pro nasi vytvorujici funkci
oo
F(z) =) (aA] +bAj)z"

n=0

a tim i obecné feSeni nasi rekurence. Srovnejte tento postup s vysledkem v [1.17.1
Pro obecné linearni diferenc¢ni rovnice radu k je Gcinny stejny postup. Je-li

Fn—i—k - aOFn + e F ak’—an+k—17

pak vytvorujici funkce pro vyslednou posloupnost je
k—1
x

F(z) = .
(z) 1—apah=t — —ap_qw

Rozkladem na parcidlni zlomky dostaneme obecny vysledek, ktery jsme zminovali
jiz v odstavci [3.6
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9.46. Péstované binarni stromy. Jako dalsi pfiklad uvedeme vypocet poctu p,,
neizomorfnich péstovanych binarnich stromi na n vrcholech.

Kazdy takovy péstovany strom je vyjadien jako kotfen, podstrom jeho levého
syna a podstrom jeho pravého syna (které mohou byt i préazdné). Vyjimkou je
pouze strom na prazdné mnoziné uzli, ktery neméa ani koren. Pro nizké hodnoty n
mizeme urcit pfimo (jediny prazdny strom, na jednom uzlu pouze kofen, na dvou
uzlech je bud pravy nebo levy syn atd.):

po=1p1=1 p2=2 p3=5,....
Oznacme si P(z) = po + p1x + p22? + ... vytvorujici funkci pro nasi posloupnost
p;. Protoze pro kazdé rozdéleni n — 1 uzlt mezi dva syny mutzeme pouzit kterékoliv
ze synu nezavisle na sobé, plati pro pocet vsech rtiznych moznosti vztah
Po= Y, DD
i+j=n—1
kde i, j > 0. To je ovSem koeficient u 2"~ ve funkci P(z)P(x). Odvodili jsme tedy
vztah (konstatni jednic¢ka napravuje prvni ¢len po posuvu o jednu pozici doprava)

P(z) =1+ z(P(z))%

Odtud spoc¢teme P(z) jako FeSeni kvadratické rovnice (x povazujeme za parametr,
zatimco P(x) hledanou nezndmou), tj.

1+ v1—4x

2z '
Protoze nase hodnota P(z) se pro  — 04 blizi k hodnoté pg = 1, nemuze vyhovovat
FeSeni se znaménkem +. Zkusime tedy znaménko minus. Abychom dostali feSeni,
potfebujeme vyjadiit jako mocnicnou fadu vyraz v/1 — 4x. Dosazenim této fady a
dalsimi tpravami dostavame

() - )

Jsou to tzv. Cataldnova cisla, ktera se v kombinatorice ¢asto objevuji.

P(x) =
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KAPITOLA 10

Algebraické struktury a techniky

¢im vétsi abstrakce, tim vétsi zmatek?
- ne, casto to byvd naopak ...

Nyni se vratime k docela forméalnimu studiu pojmu, jejichz na prvni pohled
zcela abstraktni definice ve skuteCnosti odrazi velmi Sirokou t¥idu realnych vlast-
nosti véci kolem nas. Urcité bude uzitecné si pred dalsim ¢tenim pfipomenout prvni
a Sestou ¢ast prvni kapitoly, kde jsme podobné abstraktné pohlizeli na ¢isla, se kte-
rymi pocitame, a obecnéji na vztahy mezi objekty, které jsme abstrahovali do tzv.
relaci.

1. Grupy

Budeme si pohravat s objekty a se situacemi, ve kterych je mozné rovnice
a-x = b vidy jednoznaéné fesit (tak jako u linedrnich rovnic jsou objekty a a b
jsou dény, zatimco x hleddme). Pujde o tzv. teorii grup. VS§imnéme si, Ze zatim nic
nevime o povaze objektd, ani co znamena ta tecka.

Nejprve si zavedeme maly slovnicek pojmut. Nasledné projdeme priklady, ve
kterych se s takovymi objekty potkdvame. A pak uz budeme moci ,budovat® teo-
rii. ..

10.1. Definice. Pro libovolnou mnozinu A:

e bindrni operace na A je zobrazeni A x A — A, které budeme zpravidla znacit
(a,b) — a- b, mnoZina s bindrni operaci je grupoid

e bindrni operace je asociativni, jestlize pro v8echny prvky v A plati a- (b-¢) =
(a-b)-c

e bindrni operace je komutativni, jestlize pro vSechny prvky v A platia-b=1b-a

e levd jednotka v A je takovy prvek e € A, Ze pro vSechny prvky v A plati e-a = a;
obdobné pro pravou jednotku musi platit pro vSechny prvky a-e = a

e jednotka bindrni operace je prvek e, ktery je pravou i levou jednotkou zaroven

e pologrupa (A,-) je grupoid s bindrni operaci, které je asociativni

e prvek a~! je levou inverzi k prvku a v pologrupé (4, ) s jednotkou e, jestlize
plati a=! - @ = e; obdobné je pravou inverzi a=! takovy prvek, pro ktery je
a-at=e

o prvek ¢! je inverzni k a v pologrupé s jednotkou, jestlize je levou i pravou
inverzi zaroven

e monoid (M,-) je pologrupa s neutralnim prvkem

e grupa (G, -) je pologrupa s jednotkou, ve které ma kazdy prvek inverzi

e Lkomutativni grupa, resp. komutativni pologrupa, je takova, kde je operace -
komutativni.

335
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e Je-li (A,-) grupa (pfipadné pologrupa), pak jeji podmnozinu B C A, kterd

je uzaviend vuci zuzeni operace - a zaroven je spolu s touto operaci grupou,
nazyvame podgrupa.

10.2. ReSené priklady.

(1)

(2)

(7)

Piirozena ¢islaN = {0,1,2, ... }, spolu s kteroukoliv z operaci s¢itani a ndsobeni
jsou asociativni a komutativni pologrupa s jednotkou, neexistuji v ni ale inverzni
prvky.

Cela ¢isla Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} jsou grupoid viiéi kterékoliv z operaci
s¢itani, od¢itani, ndsobeni. Jsou dokonce komutativni grupou vzhledem ke sci-
tani, jsou v8ak jen komutativni pologrupou vii¢i ndsobeni (neexistuji inverze k
prvkiim a # £1). Operace od¢itani neni ani asociativni (napf. (5 —3) — 2 =
0#5—(3—2)=4). Vsimnéte si také, ze pro odeéitani je nula pravy neutralni
prvek, ne vsak levy. Dokonce v tomto pripadé levy neutralni prvek neexistuje.
Raciondlni ¢isla Q jsou komutativni grupou vzhledem ke s¢itani a nenulova
raciondlni ¢isla jsou grupou vici nasobeni. Cela ¢isla spolu se s¢itanim jsou
jejich podgrupou.

Pro k € N, mnozina vech k-tych odmocnin z jednicky, tj. mnozina {z € C; 2% =
1} je koneénéa grupa vici nasobeni komplexnich ¢isel. Napt. pro k = 2 dosta-
neme grupu {—1,1} se dvéma prvky, které jsou oba samy sobé inverzi, zatimco
pro k = 4 dostavame grupu G = {1,i, —1, —i}.

Mnozina Mat,, vSech ¢tvercovych matic je (nekomutativni) pologrupa vzhledem
k nésobeni matic a komutativni grupa vzhledem ke s¢itani matic (viz odstavce
23).

Mnozina vSech linedrnich zobrazeni Hom(V, V') na vektorovém prostoru je polo-
grupa vzhledem ke sklddani zobrazeni a komutativni grupa vzhledem ke scitani
zobrazeni (viz odstavec [2.31)).

v obou predchozich ptikladech, podmnozina invertibilnich objektt uvazované
pologrupy tvofi grupu. V piipadé (5) jde o tzv. grupu invertibilnich matic, ve
druhém o grupu linearnich transformaci vektorového prostoru.

10.2.1. Rozhodnéte o ndsledujicich mnoZindach a operacich, jaké tvori struktury
(grupoid, pologrupa, grupa, monoid):

podmnoZiny mnoziny prirozenych cisel spolu s operaci sjednocent
prirozend cisla spolu s bindrni operaci nejvétsi spolecny delitel
prirozend cisla spolu s bindrni operaci nejmensi spolecny nasobek
mnozina vsech invertibilnich matic 2 X 2 nad R spolu se sc¢itdnim
mnozina vsech matic 2 X 2 nad R spolu s nasobenim matic
mnozina vSech matic 2 X 2 spolu s odcitanim matic

mmnozina vsech invertibilnich matic 2 X 2 nad Zg s nasobenim matic
mnozina Zg spolu s ndsobenim (modulo 6)

mnozina Zz spolu s nasobenim (modulo 7)

Svd tvrzeni zdivodnéte (pro¢ je néco napt. pouze grupoid a neni pologrupa ... ). U
tretiho prikladu od konce sestavte tabulku dané operace.

Reseni.

(1)
(2)
(3)

monoid (neutrdlnim prvkem je prazdnd mnozina)
pologrupa (bez neutralniho prvku)
monoid (¢islo 1 je neutralnim prvkem)
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(4) neni ani grupoid (uvazime A + (—A) pro né&jakou invertibilni{ matici A)

(5) monoid (nésobeni matic je asociativni operace, viz jednotkova matice je
neutralnim prvkem)

(6) grupoid (neni asociativni)

) grupa (je monoidem stejné jako v bodé 5, z definice mé kazd4 invertibilni matice

inverzi, tedy jde o grupu)

(8) monoid (operace je indukovéna klasickym nasobenim, je tedy asociativni, t¥ida
[1]z, je neutralnim prvkem, napt. t¥ida [2]z, nema inverzi, neni tedy grupou)

(9) grupa (jedna se o monoid ze stejnych divodii jako v predchozim bodé, z Bezou-
tovy véty véty vyplyva, ze kazdy prvek v Z,, kde p je prvoéislo je invertibilni)

V prikladé 7 mé grupa nésledujici prvky:

a= (30 m= (0 e=(0 D)
(b a)e-( 1) 9)

Tabulka operace nasobeni téchto matic vypada nasledovné:

HTEHO QW >

HEHO QW e e
el NeNwiglvellvel
wilevlics i Nelle)
o dlclvi-lvlivw)
s Blwiie i si@Neslles!
Qe g

O

10.2.2. Doplite ndsledugici tabulku operace x na mnoZiné {a, b, c} tak, aby zaddvala
pologrupu.

a b ¢
alb a a
b
¢

Je toto doplnént jednoznacné? Kolik jich existuje?

Reseni.

Zacneme postupné tabulku dopliovat:

ba = (aa)a = a(aa) = ab = a,

bb = (aa)b = a(ba) = aa = b,

be = (aa)c = a(ac) = aa = b,

a(ca) = (ac)a = aa = b, tedy (ca) = a.

Déle ¢b = ¢(aa) = (ca)a = aa = b.

Na cc dostavdme omezeni (diky acc = ac) cc = b, nebo cc = ¢. Obé moznosti
jsou mozné.

Existuji tedy dvé rizna doplnéni:

‘ a b c
alb a a
bla b b
cla b [b
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O

10.2.3. Doplite nasledujict tabulku operace tak, aby zaddvala strukturu pologupy
na mnoziné {a,b,c,d}.

Ul
SEEESHES
ISHES
o | &

QO e

Reseni. db = aab = ad = ¢, db = abb = ab = d, tabulku nelze doplnit tak, aby
zadavala pologrupu. O

10.2.4. Urcete inverze proki 17, 18 a 19 v (Z34,-), tedy v grupé invertibilnich
proki ze Z131 s operaci ndsobeni.

Reseni. Nalezneme pomoci Eukleidova algoritmu: 131 = 7 - 17 + 12,
17=12+5,
12=2-5+2,
jetedy1=5—-2.2=5-2(12—-2.5)=5-5—-2-12=5-(17—-12)—-2-12 =
5.17-7-12 =
=5-17—-7-(131—-7-17) =54 -17 —7-131,
inverze k 17 je 54.
Obdobné [18] 1 =51 a [19],+ = 69.

131

O

10.2.5. Nakreslete Hassetv diagram (viz ??7) uspordadané mnoZiny vsech podgrup
(Za4,+) uspotadanych inkluzi.

Reseni. Nejprve uréeme viechny podgrupy (Zas, +). Kazd4 podgrupa je ddna t¥i-
dami ndsobkt nékterého délitele ¢isla 24 (vyplyva z Bezoutovy véty, viz 77). Jedna
se tedy o nasledujici grupy:

G1 = (Zosg,+)
G2 = ({[0],[2],[4], 6], (8], [10], [12], [14], [16], [18], [20], [22]}, +)
Gz = ({[0],[3],[6],[9], [12], [15], [18], [21]}, +)
Gy = ({[0],[4], 8], [12], [16], [20]}, +)
Ge = ({[0],[6],[12], [18]}, +)
Gs = ({[0],[8], [16]},+)
Gz = ({[0],[12]},+)
Gy = ({[0]}a+)
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Hassetv diagram potom vypada nasledovné:

Gi
¥ \ |
“ \ |
G 12
Gas
O
10.3. Priklady na procviceni.
10.3.1. Naleznéte inverzi proku [49]z,., v Zass
Reseni. 31 g
10.3.2. Naleznéte inverzi proku [37)z,0s v Z20s-
Reseni. 45 g
10.3.3. Naleznéte inverzi proku [57)z,.0 v Zs3s9.
Reseni. 63. g
10.3.4. Naleznéte inverzi proku [17)z,, v Zao.
Reseni. 33. g

10.4. Grupy permutaci. Zpravidla grupy a pologrupy potkdvame jako mnoziny
zobrazeni na pevné dané mnoziné M, které jsou uzavieny vici skladani zobrazeni.
Casto si ale tuto skute¢nost pfimo neuvédomujeme.

Nejsnaze je tato souvislost vidét na koneé¢nych mnozinach M. Na kazdé takové
mnoziné o m = |M| € N prvcich (prazdnd mnozina ma 0 prvki) mame k dispozici
m™ moznych definic zobrazeni (kazdy z m prvki mZzeme zobrazit na kterykoliv v
M) a vSechna takova zobrazeni umime skladat.

Pokud chceme, aby existovala k zobrazeni o : M — M jeho inverze o', musi
byt a bijekci. Slozenim dvou bijekci vznikne opét bijekce a proto podmnozina 3,
vSech bijekci na mnoziné M o m prvcich je grupa. Rikdme ji grupa permutaci (na
m prvcich). S&m nazev pfitom uvadi jinou souvislost, kdy misto bijekei na koneéné
mnoziné vnimame permutace jako prerovnani rozliSitelnych prvkiu. Potkévali jsme
se s ni napf. pfi studiu determinantt, 2.14]

Promysleme si podrobnéji, jak vlastné nasobeni v takové grupé vypada. U
(malé) koneéné grupy si miZzeme snadno sestavit uplnou tabulku vSech operaci.



340 10. ALGEBRAICKE STRUKTURY A TECHNIKY

Jestlize v grupé permutaci X3 na ¢islech {1,2,3} oznacime jednotliva poradi

a = (17273)7 b = (2737 1)7 ¢ = (3’ ]‘72)7
d = (1’3’ 2)? €= (37 27 1)7 f = (2’ 1’3)7

pak skladani nasich permutaci je zadano tabulkou

a b ¢ d e f
ala b ¢ d e f
b|b ¢ a f d e
clec a b e f d
dld e f a b c
ele f d ¢ a b
flf d e b ¢ a

Vsimnéme si podstatného rozdilu mezi permutacemi a, b a ¢ a dalsimi tfemi.
Ty prvni tii tvoii tzv. cyklus generovany prvkem b nebo prvkem c:

W=c b¥=a, =b c=a

a samy o sobé jsou tyto t¥i prvky komutativni podgrupou. V ni a je jednotka, a b s
¢ jsou vzajemné inverzni. Je tedy tato podgrupa stejné jako je grupa Zs zbytkovych
tfid celych c¢isel modulo 3, resp. jako grupa tfetich odmocnin z jednicky v 4).

Dalsi tfi prvky jsou samy sobé inverzi a kazdy z nich je tedy spole¢né s jednotkou
a podgrupou stejnou jako je Zo. Rikdme, Ze b a c jsou prvky vddu 3, zatimco prvky
d, e a f jsou fadu 2.

Obdobné se chovaji vSechny grupy permutaci 3, koneénych mnozin o m prv-
cich. Kazda permutace o rozkladd mnozinu M na disjunktni sjednoceni maximal-
nich invariantnich podmnozin, které dostaneme tak, ze postupné vybirame dosud
nezpracované prvky x € M a do tiidy rozkladu M, ptridavame vSechny akce iteraci
o¥(z), k =1,2,..., dokud neni o*(z) = x. Kazdou permutaci tak dostdviame jako
slozeni jednodussich permutaci, tzv. cykld, které se chovaji jako identickd permu-
tace vné M, a tak jako o na M,. Pokud pfitom oc¢islujeme prvky v M, jako pofadi
(1,2,...,|M,]|) tak aby i odpovidalo ¢*(x), pak je nase permutace prostym posunu-
tim o jednu pozici v cyklu (tj. posledni prvek je zobrazen zpatky na prvni). Odtud
nazev cyklus. Zjevné pritom tyto cykly komutuji, takze je jedno, v jakém poradi z
nich permutaci ¢ slozime.

Nejjednodussi cykly jsou jednoprvkové pevné body permutace o a dvouprvkové
(z,0(x)), kde o(o(x)) = x. Tém se Fika transpozice. Protoze kazdy cyklus zjevné
mizeme poskladat z permutaci sousednich prvki (nechdme ,,probublat® prvni prvek
nakonec), 1ze kazdou permutaci napsat jako sloZeni transpozic sousednich prvku.
Mtzeme samoziejmé vyjadiit pomoci transpozic i jinak, ale skute¢nost, jestli po-
tfebujeme sudy nebo lichy pocet permutaci je na volbach nezavisla. Mame tedy
definovédno dobfe zobrazeni sgn : ¥, — Zo = {1}, tzv. paritu. Dokézali jsme si
znovu tvrzeni, kterd jsme jiz vyuzivali pfi studiu determinantt (viz a dale):

Véta. KaZda permutace konecné mnoziny je sloZenim cykli. Cyklus delky ¢ lze
vyjddrit jako sloZeni € —1 transpozic. Parita cyklu délky ¢ je (—1)*~1. Parita sloZeni
permutact je soucinem parit jednotlivych z nich, tzn. Ze zobrazeni sgn prevadi sloZeni
permutact o o T na soucin sgno -sgnt v komutativni grupé Zs.
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10.5. P¥iklady.

10.5.1. Rozlozte na soucin transpozic ndsledujici permutaci:

/123456789
7 \o 86 71 2 3 45

Spoctéte 0336,

Reseni. Danou permutaci nejprve rozloZime na souéin nezavislych cykli: v dvojtad-
kovém zapisu permutace vybereme prvni prvek (éislo 1), to se zobrazuje na ¢islo 9,
devitka se zobrazuje na pétku, pétka na jednicku a dostévame prvni cyklus (159).
Dale vybereme ¢islo neobsazené v prvnim cyklu, napt. dvojku a pokracujeme stejné,
tedy dvojka se zobrazuje na osmicku, osmicka na ¢tyiku, ¢tyika na sedmicku, sed-
micka na trojku, trojka na Sestku a konec¢né Sestka na dvojku a dostavame cyklus
(2,8,4,7,3,6) (tento cyklus bychom také jako v prvnim piipadé mohli zapsat jako
(284736) protoze nemuze dojit k nedorozuméni). Celkem

o = (159)(284736)
Kazdy z cykla dale rozlozime na transpozice a dostavame

o= (15)0(59) 0 (2,8)0(8,4)0(4,7) 0 (7,3)0(3,6).
P¥i poéitani 0336 vyuzijeme toho Ze o je slozenim dvou cyklé délky tii a Sest.

Pro cyklus ¢ délky [ ziejmé plati ¢! = id, tedy ¢ =id a

5336 — (06)56 —id

[l
10.5.2. RozlozZte na soucin transpozic permutaci
(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
“\9 851 10 2346 7
Reseni. o = (19) 0 (96) o (62) o (28) o (84) o (73) o (35) o (5, 10). O

10.6. Symetrie ohrani¢enych rovinnych tutvaru. V paté ¢asti prvni kapitoly
jsme podrobné a elementarné rozebrali souvislosti invertibilnich matic se dvéma
Ffadky a dvéma sloupci a linedrnimi transformacemi v roviné. Vidéli jsme také, ze
matice zadévaji linedrni zobrazeni R?2 — R2?, které zachovavaji standardni vzda-
lenosti prave, kdyZ jsou jejich sloupce ortonormalni bazi R? (coz je jednoducha
podminka na soufadnice matice, viz . Ve skutecénosti neni obtizné dokazat (ale
nebudeme to tu délat), ze kazdé zobrazeni roviny do sebe, které zachovava velikosti
je affinni, tj. je slozenim linedrniho a vhodné translace. El Jak jsme jiz pfipomnéli,

1 Jestlize totiz ma zobrazeni F : R? — R? zachovévat velikosti, totéz musi byt pravda pro
prenasené vektory rychlosti, tj. Jacobiho matice DF'(z,y) musi byt v kazdém bodé ortogondlni.
Rozepsani této podminky pro dané zobrazeni F' = (f(z,%),g(z,y)) : R*> — R? vede na
systém diferencialnich rovnic, ktery ma pouze afinni feSeni. Zkuste si aspon zadit vypocet
jako cvigenil (Ndvod: méme ukdzat, Ze vSechny parcidlni derivace F' jsou nulové. To ale je
podminka nezavisld na volbé afinnich souradnic, proto sloZzenim F' s linedrnim zobrazenim
vysledek neméni. Maizeme proto pro pevny bod (z,v) slozit (DF)~! o F, takze bez Gjmy na
obecnosti Ize rovnou predpokladat, ze DF(x,y) je matice identického zobrazeni. Derivovanim
rovnic pak dostavdme dusledky, které pfimo fikaji pozadované tvrzeni.) Ve skute¢nosti vede
stejny postup ke stejnému vysledku pro euklidovské prostory libovolné dimenze.
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linearni ¢ast takového zobrazeni pfitom musi navic byt ortogonalni. VSechna takova
zobrazeni tedy tvofi grupu vSech ortogondlnich transformaci (nebo také euklidov-
skych transformaci) v roviné. Navic jsme ukazovali, Ze kromé translaci T, o vektor
a jde pouze o rotace R, o jakykoliv thel ¢ kolem pocatku a zrcadleni Z, vici ja-
kékoliv pfimce ¢ prochazejici po¢atkem (povSimnéme si, ze stfedova soumérnost je
totéz jako rotace o ).

Uvazme nyni néjaky rovinny obrazec, pro zacatek tfeba tisecku a rovnostranny
trojuhelnik. Ptame se, jak moc jsou symetrické, tzn. vaci kterym trasformacim
(zachovavajicim velikost) jsou invariantni. Jinak fedeno, chceme aby obraz naseho
obrazce byl od puvodniho k nerozeznani, dokud si nepopiSeme néjaké vyznacné
body, tfeba vrcholy trojuhelnika A, B a C' a konce tsecek. Zaroven je predem jasné,
Ze vSechny symetrie pevné zvoleného ttvaru budou vzdy tvofit grupu (vétSinou
pouze s jedinym prvkem, identickym zobrazenim).

U tsecky je situace obzvlast jednoduché — na prvni pohled je ziejmé, Ze jedinymi
jejimi netrividlnimi symetriemi jsou rotace o 7, zrcadleni vii¢i ose této tsecky a
zrcadleni vaci GiseCce samotné a vSechny tyto symetrie jsou samy sobé€ inverzi. Cela
grupa symetrii isecky ma tedy ¢tyfi prvky. Jeji tabulka nasobeni vypada takto:

Ry | Ry R: Zm Zv

R‘n’ R7T RO Z |4 ZH

Zy | Zg Zv Ro Rx

Zv | Zv Zm Rr: Ro
a je tedy celd tato grupa komutativni.

Pro rovnostranny trojuhelnik uz symetrii nachazime vic: mtizeme rotovat o
7 /3 nebo muZeme zrcadlit vi¢i osdm stran. Abychom dostali grupu celou, musime
piidat vSechna slozeni takovychto transformaci. Uz v [1.36] jsme vidéli, ze slozeni
dvou zrcadleni je vzdy otoCenim. Zaroven je ziejmé, zZe slozeni takovych zrcadleni v
opacném poiadi da otoceni o stejny tihel, ale s opa¢nou orientaci. V nasem ptipadé
tedy zrcadleni kolem dvou raznych os vygeneruji postupnou opakovanou aplikaci
vSechny symetrie, ktery bude dohromady Sest. Jestlize si umistime trojihelnik v
soutadnicich jako na obrazku, bude nasich Sest transformaci zadano maticemi

voy (1 R (0 F

“:<0 1)’b: v 1T v 1

2 2 2 2
-1 0 1 3 1

d:(o 1)’e:<_3/§ _?>’f:<¢2§

2 2 2

Sestavenim tabulky pro nasobeni, tak jak jsme ji udélali pro grupu permutaci X3
obdrzime pravé stejny vysledek. Pro vétsi nazornost jsou vrcholy oznaceny ¢éisly,
takze jsou prislusné permutace primo citelné.

Obdobné umime nachéazet grupy symetrii s k£ raznymi rotacemi a k zrcadlenimi.
Staci si k tomu vzit pravidelny k-thelnik. Takové grupy symetrii se ¢asto oznacuji
jako grupy Dy a tiké se jim dihedrdlni grupy ¥adu k. Tyto grupy jsou nekomuta-
tivni pro vSechny k > 3, zatimco D5 je komutativni. Nazev patrné je odvozen od
skutecnosti, ze Ds je grupa symetrii molekuly vodiku.

Stejné tak lze snadno najit obrazce, které maji pouze rotacni symetrie a jde
tedy o komutativni grupy, které se v chemii zna¢i jako Cy. Rikdme jim cyklické
grupy tadu k. K tomu postaci napt. uvazovat pravidelny mnohothelnik, u kterého
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nesymetricky ale porad stejné pozménime chovani hran, viz. ¢erchované rozsifeni
trojihelniku na obrazku. Vsimnéme si, ze grupu Cs lze realizovat dvéma zpusoby
— bud jedinou netrividlni rotaci o m nebo jedinym zrcadlenim.

Véta. Necht je M ohranicend mnoZina v roviné R? s nejuyse spocetnou grupou
grupou symetrii G. Pak je grupa G bud trividlni nebo jedna z grup Cy, Dy, sk > 1.

DUKAZ. Kdyby né&jakd mnoZina M pFipoustéla jako svoji symetrii translaci, nem(ze byt
ohrani¢end. Pokud by M pripoustéla netrividlni rotace s rlznymi stfedy, opét nemulze byt
ohranicena. Totéz plati pro pfipad, Ze by existovala rotacni symetrie a zrcadleni podél primky,
ktera neprochazi stfedem rotace.

Mame tedy k dispozici pouze rotace se spole¢nym stfedem a zrcadleni podél pfimek timto
stfedem prochdzejici. Zbyva tedy dokdzat, Ze je celd grupa slozena vzdy bud pouze z rotaci nebo
vzdy ze stejného poctu rotaci a symetrii. Protoze je ale vzdy slozenim dvou rliznych zrcadleni
rotace o Ghel rovny poloviné Ghlu sviraného osami zrcadleni (viz|1.36]) a tedy i naopak sloZzenim
zrcadleni podle pfimky p s rotaci o thel /2 dostame zrcadleni podél pfimky svirajici Ghel ¢
s p. Odtud jiz vcelku snadno Ize odvodit pozadované tvrzeni. O

10.7. Symetrie rovinnych dlazdéni. Slozitéjsi chovani lze vypozorovat u rovin-
nych obrazct v pasech nebo v celé roviné (néco jako moznosti symetri{ pro rtzné
dlazby).

Nejprve uvazme mnozinu M, kterd je celd obsazena v pasu uzavieném mezi
dvéma rovnobézkami. Pro symetrie takové mnoziny nepfichéazeji v tvahu zadné
netrividlni rotace, kromé R, a jedind mozné zrcadleni jsou bud podle osy pasu
nebo vertikalni. Zustavaji jesté pouze translace podle vektoru rovnobézného s osou
pasu. Vsimnéme si, ze kazda netrividlni translace svymi iteracemi zapficini, ze cela
grupa symetrii M bude jiz nutné nekonecéna.

Nepftilis slozita diskuse vede k popisu vSech tzv. diskrétnich grup symetrii pro
rovinné pasy. Jsou to takové, kdy obraz libovolného bodu pfi ptisobeni vSemi prvky
grupy je diskrétni podmnozinou v roviné. Kazda takové grupa je generovana nékte-
rymi z nasledujicich moznych symetrii: translace T', posunuté reflexe G, vertikalni
reflexe V| horizontalni reflexe H a rotace R o .

Véta. Kazda grupa symetrii je jednoho z nasledugjicich sedmi typi. Jsou generovdny

(1) jedinou translaci T

(2) jedinou posunutou translaci G

(3) jednou translact T a jednim vertikdlnim zrcadlenim V

(4) jednou translaci T a jednou rotaci R

(5) jednou posunutou translaci G a jednou rotaci R

(6) jednou translaci T a horizontdalnim zrcadlenim H

(7) jednou translaci T, horizontdlnim zrcadlenim H a jednim vertikdlnim zrcadle-
nim V.

Diikaz nebudeme uvadét, zkuste si alespon vykreslit symbolicky vzory s témito
symetriemi.
prostor pro podrobnéjsi zkouméani, nicméné alespon poznamenejme, ze vSech tako-
virch grup symetrii v roviné je pouze sedmnéct. Riké se jim dvourozmérné krysta-
lografické grupy.
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Obdobnéa uplna diskuse je znama i pro trojrozmérné konecné nebo spocetné
grupy symetrii. Bohata teorie byla vypracovana zejména v 19. stoleti v souvislosti
se studiem symetrii krystali a molekul chemickych prvk.

(symbolicky obrazek vech symetrii, odkazy na literaturu a trochu podrobné&jsi
diskusi doddm snad pozdéji ...)

10.8. Homomorfismy grup. Zobrazeni f : G — H mezi dvémi grupami G a H
se nazyva homomorfismus grup, jestlize respektuje nasobeni, tj. pro vSechny prvky
a, b € G plati
fla-b) = f(a)- f(b).
Povsimnéme si, ze nasobeni vlevo je uvnité grupy G pfedtim, nez zobrazujeme,
zatimco vpravo jde o nasobeni v H poté, co zobrazujeme.
Pfimo z definice se snadno ovéfi nasledujici vlastnosti homomorfismii:

Tvrzeni. Pro kaZdy homomorfismus f : G — H grup plati

(1) obraz jednotky e € G je jednotka v H

(2) obraz podgrupy K C G je podgrupa f(K) C H.

(3) vzorem f~Y(K) C G podgrupy K C H je podgrupa.

(4) obraz inverze k proku je inverzi obrazu. tj. f(a=t) = f(a)~?t.

(5) je-li f zdrover bijekci, pak i inverzni zobrazeni f~1 je homomorfismus.
(6) f je injektivni zobrazeni prdvé, kdy? f=1(e) = {e}.

DUKAz. Je-li K C G podgrupa, pak pro kazdé dva prvky y = f(a), z = f(b)
v H nutné také y - z = f(a - b) patil do obrazu. Je proto vzdy obrazem podgrupy
opét podgrupa.

Specielné, trividlni podgrupy maji za obrazy opét podgrupy. ProtoZze z rov-
nosti a - @ = a vynasobenim prvkem a~! vyplyva a = e, ovéiili jsme, Ze jedinou
jednoprvkovou podgrupou je trividlni podgrupa {e}, zejména tedy f(e) = e.

Stejné postupujeme u vzorl: jestlize a, b € G spliwji f(a), f(b) € K C H,
potom také f(a-b) € K.

Predpokladejme, Ze existuje inverzni zobrazeni ¢ = f~! a zvolme libovolné
y= f(a), z= f(b) € H. Pak f(a-b) =y-z = f(a)- f(b), coz je ekvivalentni vyrazu
g(y)-g(z) =a-b=g(y-z). Je tedy inverze skuteéné homomorfismem.

Pokud plati f(a) = f(b), pak f(a-b"1') = ¢ € H. Pokud je tedy jedinym
vzorem jednotky v H jednotka v G, pak a-b~! = ¢, tj. @ = b. Opac¢na implikace je
zFejma. O

Podgrupa f~!(e) jednotkového prvku e € H se nazyva jddro homomorfismu f
a znacime ji ker f. Bijektivni homomorfismus grup nazyvame izomorfismus.

Z ptedchozich tvrzeni okamzité vyplyva, Zze homomorfismus f : G — H s
trividlnim jddrem je izomorfismem na obraz f(G).

10.9. Resené priklady. (1) Pro kazdou grupu permutaci G = ¥,, jsme definovali
zobrazeni sgn : X,, — Z, pfifazujici permutaci jeji paritu. Z tvrzeni Véty [10.4] vy-
plyva, Ze jde o homomorfismus grup. Jadrem tohoto homomorfismu jsou permutace
se sudou paritou.

(2) Pii studiu grupy symetrii rovnostranného trojthelnika jsme nasli izomorfismus
této grupy s grupou permutaci ¥3. Realizaci X3 si snadno muzeme zvolit tak, ze
za mnozinu tii prvkd pro permutace vezmeme vrcholy trojihelnika a jednotlivym
symetriim prifadime permutace téchto vrcholl, které vyvolaji.



1. GRUPY 345

(3) Zobrazeni exp : R — Ry (nebo C — C\ 0, pokud pracujeme s p¥islusnou moc-
ninnou fadou a rozsifime zobrazeni na komplexni ¢isla) je homomorfismus aditivni
grupy realnych nebo komplexnich ¢isel na multiplikativni grupu kladnych realnych
¢isel, resp. na multiplikativni grupu vSech nenulovych komplexnich ¢isel. V ptfipadé
realnych ¢isel jde o izomorfismus. Pro komplexni ¢isla dostavame netrivialni jadro.
Vidéli jsme totiz, ze zzeni exp na ryze imagindrni éisla (coZ je podgrupa izomorfni
R) je homomorfismem it +— e = cost + isint, tzn. ze ¢isla 2kmi, k € Z, jsou v
jadru. Snadno se dopocit4, Ze je to celé jadro (je-li 5% = e* - e v jadru, musi byt
e® =1, tj. s =0, a pak zbyvé pouze t = 2k7 pro libovolné celé k).

(4) Determinant matice je zobrazenim, které kazdé matici skalartt z K pfifazuje
néjaky skalar v K (pracovali jsme s K = Z, Q, R, C). Cauchyova véta o determinantu
souc¢inu ¢tvercovych matic det(A - B) = (det A) - (det B) je tvrzenim, Ze pro grupu
G = GL(n,K) invertibilnich matic je det : G — K\ 0 homomorfismem grup.

(5) Pro kazdé dvé grupy G, H definujeme soucin grup G x H takto: Jako mnozina
je G x H skutecné soucin a nasobeni definujeme po slozkach. tj.

(a,z)'(b,y):(a~b,z~y)

kde nalevo vystupuje soucin, ktery definujeme, zatimco napravo pouzivame tecku
k naznaceni soucint v jednotlivych grupach G a H. Zobrazeni

pa:GxH>(a,x)—a€qG, pg:GxH> (a,z) —x
jsou surjektivni homomorfismy s jadry
kerpg = {(eq,x); x € H} kerpy = {(a,eq);a € G}.

(6) Grupy zbytkovych tiid Zj, jsou izomorfni grupdm komplexnich k—tych odmocnin
z jednicky, coZz jsou zaroven izomorfni obrazy koneénych grup otoceni v roviné o
celé nasobky uhlu 27“

(7) Grupa Zg je izomorfni soucinu Zy x Zs. Docela snadno mtzeme toto tvrzeni
vidét pri multiplikativni realizaci grup zbytkovych t¥id 7Z; jakozto komplexnich
k-tych odmocnin z jednicky. Skuteéné tak vidime, ze Zg je tvoreno body na jednot-
kové kruznici v komplexni roviné ve vrcholech pravidleného Sestitthelniku, Z, pak
odpovida +1, Z3 pravidelnému trojuhelniku s jednim vrcholem v jednicce. Jestlize
budeme ztotoznovat prislusné body s otocenimi v roviné, které jednicku prevede
pravé do nich, pak skladani dvou takovych otoceni bude vzdy komutativni a kom-
binacemi jednoho otoceni ze Zso a jednoho ze Zs dostaneme pravé vSechna otoceni
ze Zg. Nakreslete si obrazek! Takto tedy dostaneme (pii obvyklejsi aditivni notaci)
izomorfismus:

[0] — ([0]2, [0]5)
[16 — ([1]2, [2]5)
2] — ([0]2, [1]5)
[3]6 = ([1]2,[0]3)
[4]6 — ([0]2, [2]5)
[56 — ([1]2, [1]5)

Zkuste se presvédcit, ze to takto skuteéné funguje. Umite tvrzeni zobecnit?

(8) Libovolny prvek a v grupé G je obsaZen v minimélni podgrupé {a,a?, a3,...},
ktera jej obsahuje. Je zjevné, ze je tato podgrupa komutativni, a pokud je cela grupa
G kone¢né, nutné musi jednou nastat piipad a* = e. Nejmensi &k s touto vlastnosti
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nazyvame 7dd prvku a v G. Grupa G je cyklickd grupa je-li celé G generované
néjakym svym prvkem a vyse uvedenym zptisobem. Z definice pfimo vyplyva, ze
kazd4a cyklickd grupa je izomorfni bud grupé celych ¢isel Z (pokud je nekonecna)
nebo nékteré grupé zbytkovych t¥id Z; (kdyz je konecna).

10.9.1. Urcete vsechny podgrupy grupy invertibilnich ctvercovych matic nad Zo

(vzhledem k ndsobeni matic), viz . Je tato grupa isomorfni grupé S3? Zduvod-
néte (bud najdéte isomorfismus, nebo udejte divod, pro¢ neexistugje).

Reseni. Grupy jsou isomorfni, transposice odpovidaji prvkim fadu 2. Podgrupy
pak odpovidaji podgrupam S; (]

10.9.2. Rozhodnéte (se zdivodnénim) o ndsledujicich predpisech, zda jsou zobraze-
nimi, pripadné homomorfismy ¢i isomorfismy grup:

1) f (Z77+) - (Z8>+)} f([a]Z7> = [a]zss

2 ( 75 ) (ZLU ')7 f([ }Z;) = [a]Zh
H(Zigs ) = (Z3,0), f(lalz;,) = [a]z:
(Zis,-) — (Z15 ) f([a] [Sa]Zi‘s

), f([d]

)=
’ Zfs) [40’}ZT5
Z»')H(ZZW); f([a]Zz):[l ]ZZ,kJ,lEN,k‘,l>1

(1) neni zobrazeni

(2) neni zobrazeni

(3) je isomorfismus

(4) neni zobrazeni

(5) je bijekce, neni isomorfismus

(6) je bijekce pro (k,I) =1 (prol =1 mod k), jinak neni zobrazeni
(7) je zobrazeni, je homomorfismem pouze pro k = 2

O

10.10. Rozklady podle podgrup. Uvazme grupu G a jeji podgrupu H. Na mno-
7iné prvka grupy G nyni definujeme relaci a ~p b jestlize b~1 - @ € H. Snadno
ovérime, Ze je takto definovana relace ekvivalence:

eal-a=ecH,

ejeliv™'-a=heH,potomat-b=(b"1t-a) ' =h"tecH,

e jelic!-be H azaroven jeb '-a€ H,potomc'-a=ct-b-b"1.-acH.
Cela grupa G se tedy rozpada na tzv. levé tridy rozkladu podle podgrupy H vza-
jemné ekvivalentnich prvkt. T¥idu pfislusejici prvku a znaéime a - H a skutecné
plati, ze

a-H={a-h; he HY},
nebot prvek b je ve stejné t¥idé s a, pravé kdyz jde takovymto zpiisobem vyjadfit.
MnoZinu vSech levych t¥id rozkladu podle podgrupy H oznacujeme G/H.
Obdobné definujeme pravé t¥idy rozkladu H - a. Ptislusna ekvivalence je: a ~ b,
jestlize a - b~! € H. Proto

H\G={H a; acG}.
Tvrzeni. Pro tridy rozkladu grupy plati:
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(1) Levé a pravé tridy rozkladu podle podgrupy H C G splyvaji prdvé, kdyz pro
kazdé a € G, h€ H platia-h-a~ ' € H.
(2) Vsechny titdy (levé i pravé) maji shodnou mohutnost s podgrupou H.

DUKAzZ. Obé vlastnosti vyplyvaji bezprostiedné z defini¢nich vlastnosti. V pr-
vém piipadé chceme, aby pro jakékoliv a € G, h € H platilo h-a = a-h’ pro vhodné
h' € H. To ale nastane pravé, kdyz a='-h-a=h' € H.

Ve druhém piipadé si staci uvédomit, ze pokud a - h = a - b/, pak také vynéso-
benim a~?! zleva obdrzime h = h’. |

10.11. Dusledek. Necht G je koneénd grupa s n prvky, H jeji podgrupa. Potom
(1) Mohutnost n = |G| je souc¢inem mohutnosti H a mohutnosti G/H, tj.

G| =|G/H]|- |H|

(2) Prirozené éislo |H| je délitelem ¢&isla n.
(3) Je-li a € G prvek fadu k, pak k déli n.
(4) pro kaZdé a € G je a" = e.

(5) je-li mohutnost grupy G prvoéislo, pak je G izomorfni cyklické grupé Z,,.

Druhému tvrzeni se fikdva Lagrangeova véta, pfedposlednimu malé Fermatova
véta.

DUkaAz. Vidéli jsme, ze kazd4 tiida levého rozkladu m4 pravé |H| prvka. Pfi-
tom dvé riazné tfidy rozkladu musi mit nutné prazdny prunik. Odtud vyplyva prvni
tvrzeni.

Druhé je okamzitym diisledkem prvniho.

Kazdy prvek generuje cyklickou podgrupu {a,a?,...,a" = e} a pravé pocet
prvki této podgrupy je fadem prvku a. Proto musi fad délit pocet prvka v G.

Jelikoz je ¥4d k prvku a délitelem &isla n a jiz a* = e, je také a™ = (a¥)* =

Jestlize je n > 1, pak existuje prvek a € G ruzny od jednotky. Jeho tad je
prirozené cislo rtizné od jednicky a nutné déli n. Proto musi byt rovno n. Pak
oviem jsou vSechny prvky G tvaru a* pro k =1,..., n. [

€.

10.12. Eulerova funkce. Eulerova funkce ¢ : N — N udava pocet ¢isel neptevy-
Sujicich n s ¢islem n nesoudélnych. Je-li n = []}_, pi" rozklad pfirozeného &isla n
na prvocisla, pak

p(n) = [J@ —pi)

Tvrzeni. Fulerova véta. Pro nesoudélnd (a,m), a,m € Z plati
a?™ =1 (mod m)

DUkAz. Grupa vSech invertibilnich prvki v Z,,, ma ¢(m) prvki, jedné se tedy
o specialni pfipad dtsledku [10.11 (]
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10.13. Priklady.

10.13.1. Najdéte posledni dvé cifry cisla 79,

Reseni. 07. (7* =1 (mod 100), 9° =1 (mod 4). O
10.13.2. Dokazte, Ze pro libovolné prvocislo p € N plati: p|(p — 1)1’2*1 —1.

Reseni.
. (p+D)
(p—1)7" "1 1= ((p . 1)(1)*1)) T 1210 120 (mod p)
O

10.14. Normalni podgrupy a faktorgrupy. Podgrupy H, pro které plati, Ze
a-h-a! € H pro viechny a € G, h € H, se nazyvaji normdlni podgrupy.
Pro normélni podgrupy je dobfe definovidno ndsobeni na G/H vztahem

(a-H)-(b-H)=(a-b)-H.
Skutecng, volbou jinych reprezentantd a - h, b - h’' dostaneme opé&t stejny vysledek
(@-h-b-W)-H=(a-b)-0 -h-b)-h)-H.

Totéz si mizeme odtvodnit tak, Ze nezalezi na tom jestli pracujeme s pravymi
nebo levymi tfidami, miZzeme rovnou nase tfidy psat jako H -a- H a potom snadno
definujeme (H -a)-(b-H)=H -(a-b)- H.

Ziejmé jsou splnény pro nové nasobeni na G/H vSechny vlastnosti grupy: jed-
notkou je sama grupa H jakozto tfida e - H jednotky, inverzi k a - H je ziejmé
a~! - H a asociativita nisobeni je ziejmé z definice. Hovotime o faktorové grupé
G/H grupy G podle normdlni podgrupy H.

V komutativnich grupéch jsou vsechny podgrupy norméalni. Podmnozina

nZ={na; a €Z} CZ

zadava v celych ¢islech podgrupu a jeji faktorgrupou je pravé (aditivni) grupa zbyt-
kovych t¥id Z,.

Jak jsme vidéli, vSechna jadra homomorfismu jsou norméalni podgrupy. Naopak,
jestlize je podgrupa H C G normaélni, pak zobrazeni

p:G—G/H, a—a-H

je surjektivni homomorfismus grup s jadrem H. Skutecné, p je dobfe definované,
pfimo z definice ndsobeni na G/ H je vidét, ze to musi byt homomorfismus a je zjevné
na. Je tedy vidét, ze norméalni podgrupy jsou pravé vSechna jadra homomorfismi.

Déle, pro libovolny homomorfismus grup f : G — K je dobfe definovan také
homomorfismus

f:Glker f = K, f(a-H) = f(a),
ktery je injektivni.

Zdanlivé paradoxni je pfiklad homomorfismu C* — C* definovany na nenulo-
vych komplexnich ¢islech vztahem z — 2* s piirozenym k. Zjevné jde o surjektivni
homomorfismus a jeho jadro je mnozina k—tych odmocnin z jednicky, tj. cyklicka
podgrupa Zj. Predchozi tivaha tedy dava pro vSechna prirozena k izomorfismus

f:C* /27y — C*.
Tento priklad ukazuje, ze u nekonecnych grup nejsou pocty s mohutnostmi tak
prehledny jako u kone¢nych grup v Disledku [10.11
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10.15. ReSené priklady.

10.15.1. Rozhodnéte, zda jsou podgrupy generované

e cyklem (1,2,3) v Ss,

o cyklem (1,2,3,4) v Sy

o cyklem (1,2,3) v Ay
normdlni. 'V poslednim pripadé urcete pravé tridy rozkladu A4 podle wvazZované
podgrupy. Urcete, kdy je podmmnoZina vsech cykli délky n podgrupou grupy S,.
Ukazte, Ze se pak jednd o normdlni podgrupu.

Reseni.

e Jde o normélni podgrupu As.

e Neni to normélni podgrupa ( (1,2)(1,3)(2,4)(1,2) = (4,1)(2,3) ).

e Podgrupa neni normalni. Pravé t¥idy rozkladu jsou pak {(124), (243), (13)(24)},

{(142), (143), (14)(23)}, {(234), (12)(34), (134)}, {Id, (123), (132)}.

Podmnozina je podgrupou pouze pro n = 3. Potom jde o podgrupu Az sudych
permutaci v S, jednd se tedy o normélni podgrupu. (pro jind n snadno najdeme
dva cykly délky n jejichz sloZenim neni cyklus délky n). O

10.15.2. Uréete podgrupu v Sg generovanou permutacemi (12)(34)(56), (1234) a
(56). Je tato podgrupa normdlni? Pokud ano, popiste tiidy rozkladu Se/H .

Reseni. Nejprve si véimnéme, ze viechny zadané permutace lezi v podgrupé Sy x
Sy C Sg. Proto i jimi generovana podgrupa bude lezet v této podgrupé. Dale zfejmé
(protoZe mezi generatory je transposice (56)) je hledana podgrupa tvaru H x Sa,
kde H C Sy. Staci tedy popsat H, tato grupa je generovéna prvky (12)(34) a (1234)
(projekce generatorti na Sy). Mame

(1234)2 = (13)(24)
(1234)% = (4321)
(1234)* = id

]

I
N N AN /N /N /N /SN /S
—
N
—
[\
w
N—

4321) o (
(12)(34) o (13)(24
(13)(24) 0 (12)(34) = (14)(23)
(12)(34) 0 (42) = (1234)
(

Staci si rozmyslet, ze dalsim skldddnim jiz nedostaneme nic nového (napf (13) o
(1234) = (12)(34) o (4321) o (1234) = (12)(34) o id = (12)(34)). Podgrupa H C S,
mé tedy osm prvki (osm je délitel ¢isla 24, tedy podle Lagrangeovy véty je to
skuteéné mozny pocet prvki podgrupy).

H = {id, (1234), (13)(24), (4321), (12)(34), (13), (24), (14)(23) }.
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Vsech prvki hledané podgrupy v Sg je tedy 16 (pro kazdy prvek h € H jsou v
ni prvky h x id a h x (56)).

O
10.15.3. Urcete podgrupu v Sy generovanou permutacemi (12)(34), (123).

Reseni. Oba zadané generatory jsou sudé permutace, jejich libovolnym slozenim

tedy vznikne opét pouze suda permutace. Hledana podgrupa tedy bude i podgrupou
grupy Ay vSech sudych permutaci. Mame

[(12)(34))° = id

(123)? =

~—~ o~~~
—
N}
~—

—_ N D~
w
=~
o

—_ N
w
[\
—

— — ~— —

(I I
~ o~~~
—

w
g
— — ~— ~— ~—

a v tomto okamziku méame jiz sedm prvkia hledané podgrupy Ay, protoze Ay ma
dvanact prvkt a pocet prvkt podgrupy musi byt délitem ¢isla dvanact, musi byt
hledanou podgrupou celd grupa Ajy. ]

10.16. Akce grupy. Jiz jsme vidéli, ze casto potkavame grupy jako mnoziny
transformaci néjaké pevné mnoziny. Musi pfitom byt vSechny invertibilni a zaroven
musi byt nase mnozina transformaci uzaviena na skladani. Casto ale také miizeme
pracovat s pevné zvolenou grupou, jejiz prvky reprezentujeme jako zobrazeni na né-
jaké mnoziné. Pritom ale ne nutné jsou zobrazeni pfislusna réiznym prvkim grupy
rizna. Napf. vSechna otoceni roviny kolem pocatku o vSechny mozné hly odpovi-
daji grupé realnych cisel. Otoceni o 27 je ale identické zobrazeni.

Formélné si mizeme takovou situaci popsat jako tzv. (levou) akci grupy G
na mnoziné S. Jde o homomorfismus grupy GG do podgrupy invertibilnich prvki
v pologrupé S° vsech zobrazeni S — S. Takovy homomorfismus si také mutizeme
predstavit jako zobrazeni

p:Gx S =5,
které splnuje
pla-b,x) = p(a, p(b,x)),
odtud nazev ,leva akce“. Casto se k vyjadieni akce prvku grupy na prvku S pouziva
pouze zéapis a - x (byf jde o jinou tecku nez u ndsobeni uvniti grup), definiéni
vlastnost pak vypada takto:

(a-b)-x=a-(b-x).
Obraz prvku x € S v akci celé grupy G nazyvame orbita S, prvku x
Sy ={y =¢(a,z); a € G}.
Pro kazdy bod x € S definujeme izotropni podgrupu G, C G akce ¢,
Gy ={a€G; p(a,x) =x}.
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Je-stlize pro kazdé dva prvky z, y € S existuje a € G tak, Ze ¢(a,x) = y, pak
rikdme, ze akce ¢ je tranzitivni. Snadno se vidi, ze u tranzitivnich akci jsou vSechny
izotropni podgrupy stejné mohutné.

Jako ptiklad tranzitivni akce konecné grupy mtizeme uvést napft. zjevnou akci
grupy permutaci pevné zvolené mnoziny X na samotné mnoziné X . Prirozena akce
vsech linearnich transformaci na nenulovych prvcich vektorového prostoru V' je také
tranzitivni. Pokud vezmeme ale prostor V' cely, je nulovy vektor zvlastni orbitou.

Jiny piiklad akce grupy G je pfirozend akce na mnoziné levych tiid G/H pro
néjakou podgrupu H zadana levym nasobenim na reprezentantech tiid.

Véta. Pro kaZdou akci konecné grupy G na konecné mnoziné S plati:
(1) Pro kazdy prvek x € S je

G| = |G| - [Sal.
(2) (Burnsidova véta) Je-li N pocet orbit akce G na S pak
1
Gl= = 315,
geG

kde Sy ={z € S; ¢g-x = x} oznacuje mnozinu pevnych bodi akce prvku g.

DUKAzZ. Uvazmé z € S a izotropni podgrupu G, C G. Akce grupy G zadava
zobrazeni G/G, — Sy, g+ Gy — g-x. Pokud (¢-S:) -2 = (h-S,) - x, pak zjevné
g 'h € S,, je tedy nase zobrazani injektvni. Zaroven je zjevné surjektivni, proto
|G /G| = |Sz|. Odtud jiz vyplyva prvni vlastnost z véty, protoze |G| = |G /G| |Gzl-

Druhé tvrzeni dokdzeme tak, ze dvéma zptusoby spocteme mohutnost mnoziny
pevnych bodu akce v jejim grafu:

F={(z,9) € SxG; gz) =2} C S xG.
Protoze jde o koneéné mnoziny, muzeme si predstavit prvky soucinu S x G jako

prvky v matici (sloupce oznacujeme prvky v S, fadky pak podle prvka v G). S¢i-
tanim po radcich i sloupcich obdrzime

[Fl =181 =) |Gal.

geG €S
Nyni si pro pirehlednost vyberme po jednom reprezentantu 1, ..., ryx z kazdé orbity
v S. Dostavame
N N
Fl =) 1Sl =" > 1Gal =) 180,|Gs] = N - |G
geG i=1 €5, i=1
a dikaz je ukoncen. O

Tato tvrzeni jsou velice casto uzitecna pro feseni kombinatorickych tloh.

Piiklad. Kolika zptusoby muZeme vytvorit koralky na krk z 3 ¢ernych a 7 bilych
koralki stejného tvaru? Kusy stejné barvy nerozliSujeme a za stejné koralky pova-
zujeme vSechny, které lze na sebe prevést symetrii v roviné.

Pro feseni tlohy si pfedstavime koralky jako obarvené vrcholy pravidelného
sedmisténu. Za mnozinu S volime vSechny konfigurace, tj. kolika zptsoby vybereme
tfi pozice z deviti. Velikost mnoziny S je tedy (g) = 84.

Vime, Ze grupou vSech symetrii je grupa Dy sloZend z 9 rotaci (véetné identity)
a stejného poctu reflexi. Stejné nahrdelniky jsou ty, které lezi ve stejné orbité akce
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grupy Dg na mnoziné vsech konfiguraci S, zajima nas tedy pocet orbit N. Pro
vypocet N sta¢i probrat prvky grupy Dy a vSimat si velikosti Sg:

Identita je jediny prvek fadu 1, [Siq| = 84. Ptispévek do sumy je 84.

Zrcadleni g jsou vSechna fadu 2 a je jich 9. Piitom je zjevné |Sy| = 4, celkovy
prispévek je proto 4 -9 = 36.

Dvé rotace g o thel 27/3 nebo 47/3 maji fad 3 a |S,| = 3. Jejich prispévek je
tedy 6.

Koneéné, zbyvajicich rotaci (fadu 9 v Dg) je 6 a nenechdvaji na misté zadny
prvek, do celkové sumy tedy ni¢im neptispivaji.

Celkem dostavame podle formule z Burnsidovy véty:

1 126
N=—— - _q
‘D9| Z |Sg‘ 18 7
g€Dyg

Najdéte si prislusnych sedm rtznych ndhrdelniki!

2. Okruhy polynomu a télesa

10.17. Okruhy a télesa. Jak jsme vidéli, s grupami se potkadvame nejcastéji jako
s mnozinami transformaci. Zaroven ale byly vlastnosti grupy podstatné u skalart
i vektorti, tam ovSem vystupovalo nékolik obdobnych struktur zaroven. Zaméfime
se ted pravé na takové piipady. Jako standardni ptiklady pfitom méjme na mysli
skalary (tj. cela ¢isla Z, raciondlni ¢isla Q, komplexni éisla C) a mnoziny polynomii
nad takovymi skalary K.

Cela cisla maji nasledujici vlastnosti tzv. okruhu:

Definice. Komutativni grupa (M, +) s neutralnim prvkem 0 € M, spolu s dalsi
operaci - spliujici

(a-b)-c=a-(b-c), pro viechny a,b,c € M;

a-b=>b-a, pro viechny a,b € M;

existuje prvek 1 takovy, ze pro vSechny a € M plati 1-a = qa;
a-(b+c)=a-b+a-c, pro véechny a,b,c € M;

se nazyva komutativni okrubh.
Jestlize v okruhu K plati ¢ - d = 0 pravé, kdyz alesponi jeden z prvki c a d je
nulovy, pak nazyvame okruh K oborem integrity.

Posledni vlastnosti v nasem vyc¢tu axiomi okruhu se fika distributivita. Pokud
neplati vlastnost komutativity operace -, hovofime o (nekomutativnim okruhu). V
dalsim se ovSsem omezime pouze na okruhy komutativni. Operaci + budeme fikat
s¢itani a operaci - nasobeni. Navic budeme vzdy predpokladat existenci jednicky 1
pro operaci nasobeni, neutralnimu prvku pro sc¢itani fikaime nula.

Obecné tikdme, ze a € K déli ¢ € K, jestlize existuje b tak, ze a - b = c.
Skutecnost ze ¢ € K je délitelné a € K zapisujeme a|c. Dodateénou vlastnosti
oboru integrity oproti obecnému okruhu je neexistence netrividlnich délitela nuly.
Okamzité odtud také vyplyvé jednoznacnost délitela: je-li b =a-c a b # 0, pak ¢ je
jednoznaéné dano volbou a,b. Pro b = ac = ac’ totiz plati 0 = a - (¢ — ') a a # 0,
proto ¢ = ¢'.

Délitelé jednicky, tj. invertibilni prvky v K, se nazyvaji jednotky. Jednotky
v komutativnim okruhu vzdy tvori komutativni grupu. Netrividlni (komutativni)
okruh, ve kterém jsou vSechny nenulové prvky invertibilni, se nazyva (komutativni)
teleso. Komutativni téleso se také nazyva pole.
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Typickym prikladem komutativnich okruht, tj. poli, jsou ¢islené obory Q, R, C.
Déle pak vSechny okruhy zbytkovych tiid Z, s prvociselnym p. Dobrym ptikladem
nekomutativniho okruhu s jednickou je mnozina Maty (K) vSech ¢tvercovych matic
nad okruhem K s k fadky a sloupci. Jak jsme vidéli davno, neni to ani obor integrity.
Jako priklad nekomutativniho télesa uvedme téleso kvaterniond H.

V kazdém komutativnim okruhu K s jednickou plati nasledujici vztahy (které
nam jisté pfipadaji samoziejmé u skaldri)

(1) 0-c¢=c-0=0 pro vSechny c € K,

(2) —¢=(-1)-c=c-(-1) pro vSechny ¢ € K,

(3) —(c-d) =(—¢)-d=c-(—d) pro vSechny ¢,d € K,

4 a-(b—c)=a-b—a-c

(5) cely okruh K je trividlni mnozinou {0} = {1} pravé, kdyz 0 = 1.

DUKAZ. VSechna tvrzeni vyplyvaji z jednoduché tvahy a defini¢nich axiom.
V prvém piipadé pocitame pro jakakoliv c, a:

cca=c-(a+0)=c-a+c-0=c-a

a protoze jedinym neutralnim prvkem vici sc¢itani je nula, dostavame a -0 = 0.
Stejné se dokaze i 0 - a. Ve druhém piipadé ted staéi spocist

0=c-0=c-(1+(-1)=c+c-(-1),

proto je ¢- (—1) opacény prvek k prvku ¢, coZ jsme chtéli dokédzat.

Dalsi dvé tvrzeni jsou uz pfimym disledkem druhého vztahu a zékladnich axi-
omi. Jestlize je cely okruh tvofen jedinym prvkem, je pochopitelné 0 = 1. Naopak,
jestlize plati 1 = 0, pak pro jakékolivc e Kjec=1-c=0-c=0. (]

10.18. Polynomy. Definice komutativniho okruhu s jednickou abstrahuje pravé
vlastnosti potfebné k nasobeni a sc¢itani. Mtzeme je hned vyuzit pro praci s tzv.
polynomy. Rozumime jimi jakykoliv kone¢ny vyraz, ktery lze poskladat ze znamych
konstantnich prvk K a jedné neznamé proménné pomoci operaci s¢itani a nasobeni.
Formalné muzeme definovat polynomy taktoﬂ

Definice. Necht K je jakykoliv komutativni okruh skalart s jednickou. Polynomem
nad K rozumime kone¢ny vyraz

k
f(z) = Z a;xt
i=0

kde a; € K, i = 0,1,...,k, jsou tzv. koeficienty polynomu. Je-li ap # 0, fikdme,
ze f(x) mé stupen k, piSeme deg f = k. Nulovy polynom nemé stupeii, polynomy
stupné nula jsou pravé nenulové prvky v K, kterym fikame konstantni polynomy.

Polynomy f(x) a g(z) jsou stejné, jestlize maji stejné nenulové koeficienty.
MnoZinu v8ech polynomii nad okruhem K budeme znaéit K[z].

Kazdy polynom zadava zobrazeni f : K — K, jehoz hodnota vznikne dosazenim
hodnoty ¢ za nezavislou proménnou z, tj.

k
fle) =ap+arc+ -+ apc”.
Vsimnéme si, Ze konstantni polynomy odpovidaji pravé konstantnim zobrazenim.

Koten polynomu f(x) je takovy prvek ¢ € K, pro ktery je f(c) =0 € K.

2Ne nahodou je pro okruh pouzit symbol K — pfedstavujte si pod nim t¥eba kterykoliv okruh
nasich skalari, definice je ovSem obecna.
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Obecné mohou rfizné polynomy definovat réizné zobrazeni. Nap¥. polynom 22 +
x € Zso[x] zaddvé identicky nulové zobrazeni. Obecnéji, pro kazdy koneény okruh
K = {ap, a1, ..., a;} zaddva polynom f(z) = (z —ag)(z — a1) ... (x — ai) identicky
nulové zobrazeni. Zaroven ale plati tvrzeni, které dokazeme zanedlouho:

Tvrzeni. Jestlize je K nekonecny okruh, pak dva polynomy f(x) a g(x) nad K jsou
stejné€ prave, kdyz jsou stejnd prislusnd zobrazeni f a g.

Dva polynomy f(z) =, a;z* a g(x) = >, b;z’ umime piirozens také s¢itat i
nésobit:

(f +9)(x) = (ao +bo) + (a1 + by)x + - + (ap, + by)z"
(f - 9)(x) = (aobo) + (agby + aibo)x + - - - + (aobe + arbe—1 + -+ + agbo)a:é + ...

kde uvazujeme nulové koeficienty vsude, kde v pivodnim vyrazu pro polynomy
nenulové koeficienty nejSOLEl a u s¢itdni nechf je k maximalni ze stupit f a g.
Tato definice vskutku odpovida prislusnym operacim s¢itani a nadsobeni hodnot
zobrazeni f, g : K — K, diky vlastnostem ,skalari“ v pavodnim okruhu K.
Piimo z definice vyplyvd, Ze mnozina polynomi K[z] nad komutativnim okru-
hem s jednickou je opét komutativnim okruhem s jednickou, pficemz jednickou v
K[z] je opét jednicka 1 v okruhu K vnimand jako polynom stupné nula.

Lemma. Okruh polynomi nad oborem integrity je opét obor integrity.

DUKAzZ. Mame ukédzat, ze v K[z] mohou byt netrividlni délitelé nuly pouze,
jetlize jsou uz v K. To je ale zfejmé z vyrazu pro nasobeni polynomu. Jsou-li f(x)
a g(z) polynomy stupné k a ¢ jako vyse, pak koeficient u 2**¢ v souéinu f(z) - g(x)
je soudin ay, - by a ten musi byt nenulovy, pokud nejsou délitelé nuly v K. O

10.19. Délitelnost a nerozlozZitelnost. Nasim dalsim cilem bude pochopit, jak
je to v obecném piipadé polynomii nad oborem integrity s jejich rozkladem na
soucin polynomi jednodussich, tj. ve specidlnim pripadé budeme diskutovat koreny
polynomi.

Smérujeme tedy ke zobecnéni rozklad polynomii nad ¢islenymi obory a k tomu
nejprve potfebujeme ujasnit, co je délitelnost v zakladnim okruhu K samotném.
Uvazujme proto né€jaky pevné zvoleny obor integrity K, treba celd ¢isla Z nebo
okruh Z, s prvociselnym p.
je-li a|b a zaroven b|c pak také a|c;
alb a zéroven alc pak také a|(ab+ Bc) pro vechny a, f € K;
a|0 pro v8echny a € K (je totiz a - 0 = 0);
kazdy prvek a € K je délitelny vSemi jednotkami e € K a jejich nasobky a - e
(jak pifmo plyne z existence e~ 1)

Rekneme, ze prvek a € K je nerozloZitelny, jestlize je délitelny pouze jednotkami
e € K a jejich nasobky a - e. Rekneme, Ze okruh K je obor integrity s jednoznacniym
rozkladem, jestlize plati:
e pro kazdy nenulovy prvek a € K existuji nerozlozitelné ay,...,a, € K takové,
Zea=aji-as...a,

3Formalng bychom mohli naopak za polynom povazovat nekoneény vyraz pro i =0,...,00 s
podminkou, Ze jen kone¢né mnoho koeficientu je nenulovych.
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e jsou-li prvky aq,...,a, a by,...,bs nerozlozitelné, nejsou mezi nimi zadné jed-
notky a a = ajas...a, = bibs...bs, pak je r = s a ve vhodném preusporadani
plati a; = e;b; pro vhodné jednotky e;.

Priklad. (1) Z je obor integrity s jednoznaénym rozkladem.

(2) Kazdé pole (komutativni téleso) je obor integrity s jednoznaénym rozkladem
(a kazdy nenulovy prvek je jednotka).

(3) Necht K mé prvky tvaru ag + Zle a; (7Va™) kde aq,...,ar € Z, m;,n €
Z~y. Pak jednotky jsou pouze prvky +1, vSechny prvky s ag = 0 jsou rozlozi-
telné, ale napi. vyraz x nelze vyjadrit jako souéin nerozlozitelnych. (Nerozlozi-
telngch je zde piili§ maélo.)

10.20. Déleni se zbytkem a kofeny polynomu. Zakladnim néstrojem pro dis-
kusi délitelnosti, spoleénych déliteld apod. v okruhu celych cisel Z je procedura
déleni se zbytkem a Euklidiv algoritmus pro hledani nejvétsich spoleénych délitela.
Tyto postupy nyni zobecnime.

Lemma (Algoritmus pro déleni se zbytkem). Necht K je komutativni okruh bez
délitelid nuly a f, g € K[z] polynomy, g # 0. Pak existuje a € K, a # 0, a polynomy
q ar spliujici af = qg+r, kde r = 0 nebo degr < deg g. Je-li navic K pole, nebo je
aspon vedouct koeficient polynomu g roven jedné, potom lze volit a = 1 a polynomy
q a r jsou v tomto pripadé urceny jednoznacne.

DUKAzZ. Tvrzeni dokdzeme indukci vzhledem ke stupni f. Je-li deg f < degg
nebo f =0, pak volime a =1, ¢ =0, r = [, coZ vyhovuje vSem nasim podminkam.
Pro konstantni polynom ¢ klademe a =g, ¢ = f, r = 0.

Predpokladejme tedy, ze deg f > degg > 0 a piSme f = ag+- - -+a,2™, g = b+
- o+bya™. Bud plati by, f —a, 2™ "™g = 0 anebo je deg(b,, f —a,a" ™g) < deg f. V
prvém ptipadé jsme hotovi, ve druhém pak, podle indukéniho predpokladu, existuji
a',q v splijici @' (b f — anz™ ™g) = ¢'g + ' a bud ' = 0 nebo degr’ < degg.
Tzn.

d'byf= (¢ +danz" ™)g+1".
Pritom je-li b,, = 1 nebo BbDK je pole, pak podle indukéniho predpokladu lze
volit ' = 1 a ¢',r’ jsou tak uréeny jednoznacné. V takovém piipadé ovSem ziskdme
b f = (¢ + ana™ ™)g + 1" a je-li BbbK pole, miizeme rovnost vynasobit b~ 1.

Predpoklddejme, ze f = q1g+r1 je jiné feSeni. Pak 0 = f—f = (¢q—q1)g+(r—r1)
a bud je r = rq, nebo deg(r — r;) < degg. V prvém piipadé odtud ovSem plyne i
q = q1, protoze K[x] neobsahuje délitele nuly. Necht az?® je ¢len nejvyssiho stupné
v ¢ — q1 # 0 (ur¢ité existuje). Potom jeho soucin se ¢lenem nejvyssiho stuprtie v g
musi byt nulovy (protoZe nejvyssi stupen dostaneme tak , Ze vynasobime nejvyssi
stupné). To ovSem znamend, ze a = 0. Protoze az® byl nejvétsi nenulovy stupe,
nutné dostavame, ze ¢ — ¢; Zaddné nenulové monomy neobsahuje, je tedy urcité
nulové. Pak ovsem i r = ry. O

Proceduru déleni se zbytkem mtizeme okamzité vyuzit k diskusi kofenti poly-
nomt. Uvazme tedy polynom f(z) € K[z], deg f > 0, a zkusme jej vydélit poly-
nomem z — b, b € K. Protoze je vedouci koeficient jednicka, algoritmus pro déleni
dava jednoznacény vysledek. Dostavame tedy jednoznacné zadané polynomy g a r
splijici f = g(x —b)+r, kde r = 0 nebo degr = 0, tj. r € BbbK. Tzn., ze hodnota
polynomu f v b € K je rovna pravé f(b) = r. Z toho plyne, Ze prvek b € K je kofen
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polynomu f préavé, kdyz (x — b)|f. ProtoZe po vydéleni polynomem stupné jedna
vzdy klesne stupen vysledku alespon o jednicku, dokazali jsme nasledujici tvrzeni:

Dusledek. Kazdy polynom f € K[x] md nejvyse deg [ korend.

Tento vysledek také ovéril Tvrzeni protoze dva polynomy nad nekonec-
nym komutativnim okruhem, které zadavaji stejné zobrazeni K — K, maji rozdil,
jehoz kofenem je kazdy prvek v K. To vSak neni mozné, protoze rozdil polynomi
ma jen konec¢ny stupen, pokud neni nulovy.

10.21. Nejvétsi spoleény délitel polynomu. Nejprve si piipomenme, ze h je
nejuétsi spolecny délitel dvou polynomit a f a g € K[z] jestlize:

e h|f a zéaroven h|g

o jestlize k|fa zdroven k|g pak také kl|h.

Dusledek (Bezoutova rovnost). Necht K je pole a necht f,g € K[x]. Pak existuje
nejuétsi spolecny délitel h polynomi f a g. Polynom h je urceny jednoznacné, az
na ndsobek nenulovym skalarem. Piitom existuji polynomy A, B € Klz| takové, Ze
h=Af + Bg.

DUKAz. P¥imé konstrukce polynomii h, A a B se provede tzv. Euklidovym
algoritmem. Provadime postupné déleni se zbytkem (K je pole, takze to vzdy umime
jednoznacné, viz. predchozi lemma):

f=qg+r

g =qor1 + T2
r1 =q3T2 + 73

Tp—1 = Gp+17p + 0.
V tomto postupu neustéle klesaji stupné r;, proto jisté nastane rovnost z posledniho
fadku (pro vhodné p) a ta fiké, ze 7p|r,—1. Z pfedposledniho fadku pak ale plyne
rp|Tp—2 a postupné dojdeme az nazpét k prvnimu a druhému fadku, které daji r,|g
ar|f.

Pokud h|f a hlg, pak ze stejnych rovnosti postupné plyne, ze h déli vSechny r;,
zejména tedy 7, tzn. ziskali jsme nejvétsiho spole¢ného délitele h = r;, polynomi
fayg.

Nyni miizeme postupné dosazovat z posledni do piredchozich rovnic.

h=r,="rp_2— qprp—1
=Tp—2 = qp(Tp—3 — qp—1Tp—2)
= —qprp-3 + (L + gp—1)7p—2
= —qprp—3 + (L + gp-1qp)rp—2
= —qprp-3 + (L 4+ qpap—1)(rp—1 — Gp—27p—3)

= Af + Bg.
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Zformulujeme si nyni velice elegantni tvrzeni, jehoz diikaz je pomérné technicky

a nebudeme jej prezentovat v detailech (i kdyz jsme si vSe potfebné pro néj jiz v
podstaté pripravili).

10.22. Véta. Je-li K obor integrity s jednoznacnym rozkladem, pak také okruh
polynomi Klz] je obor integrity s jednoznacnym rozkladem.

DUKAzZ. Myslenka dikazu je velice jednoduché. Uvazujme polynom f € Klz].
Je-li f rozlozitelny, pak je f = f1 - f2, kde zadny z polynomu f1, fo € K[z] neni
jednotka. Predpokladejme na chvili navic, Ze je-li f délitelny nerozloZitelnym poly-
nomem h, pak jisté h déli fi nebo fs.

Pokud tomu tak vzdy bude, docilime postupnou aplikaci pfedchozi ivahy jed-
nozna¢ny rozklad. Pokud je totiz f; dale rozlozitelné, opét fi = g1 - g2, kde g1, 9o
nejsou jednotky, a pritom vzdy bud oba polynomy ¢; a go maji mensi stupen nez
f, nebo se snizi pocet nerozlozitelnych faktor ve vedoucich ¢lenech g1 a go (napf.
nad celymi ¢&isly Z je 222 +2x+2 = 2(z2 + 2 +1)). Proto po kone¢ném poctu kroki
dojdeme k rozkladu f = fi ... f, na nerozlozitelné polynomy fi,..., f..

Z naseho dodatecného predpokladu také plyne, ze kazdy nerozlozitelny polynom
h délici f, déli néktery z f1,..., fr. Proto pro kazdy dalsi rozklad f = f{f5... f!
nutné kazdy z faktortt f; déli nektery z f] a v takovém pifpadé musi byt f; = ef;
pro vhodnou jednotku e. Postupnym kracenim takovych dvojic odvodime, ze r = s
a jednotlivé faktory se liSi pouze o nasobky jednotek.

Zbyva tedy dokazat, ze je-li f = f1fa délitelny nerozlozitelnym polynomem h,
pak jisté h déli fi; nebo f5. Tento dukaz zde nebudeme provadeét. O

Dusledkem této véty je skutecnost, ze kazdy polynom nad komutativnim okru-
hem s jednozna¢nym rozkladem muizeme rozlozit tak, jak to zndme s polynomy s
redlnymi nebo komplexnimi koeficienty. Pokud mé polynom tolik kofent, véetné
nasobnosti, jako je jeho stupen deg f = k, je odpovidajici rozklad tvaru

flx)=(r—a1) (x—az)...(x—ay).
Zatimco realné polynomy mohou byt i iplné bez kofentl, kazdy komplexni polynom

naopak takovyto rozklad pripousti. To je obsahem tzv. zakladni véty algebry, kterou
pro tUplnost uvddime s (v podstaté) kompletnim diikazem:

10.23. Véta (Zakladni véta algebry). Pole C je algebraicky uzaviené, tj. kazdy po-
lynom stupné alespon 1 md koven.

DUKkAz. Predpokladejme, ze f € C[z] je nenulovy polynom, ktery nema3 ko¥en, tj. f(z) #
0 pro vsechny z € C. Definujme zobrazeni
f(z)
lf(2)]
tj. o zobrazi celé C do jednotkové kruznice K; = {e’,t € R} c R* = C. Diky nasemu
predpokladu o nenulovosti f(z) je to skute¢né dobfe definované zobrazeni. Déle definujme
zobrazeni s hodnotami v kruznici K, C C se stfedem v nule a polomérem r > 0

Yr iR = Ky, tap(t) =re.

Pro kazdé r € (0,00) mame definovdno spojité zobrazeni k, = o, : R — K;. Ze
spojité zdvislosti x na parametru 7 navic vyplyvd existence zobrazeni .- : R — R jednoznacné
zadanych podminkami 0 < «a,-(0) < 27 a K, (t) = e’ () Ziskané zobrazeni a,. opét spojité
zavisi na r. Celkem tedy mame spojité zobrazeni

a:Rx(0,00) =R, (tr)— a(t)

p:C—C, z+—
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a z jeho konstrukce plyne Ze pro viechna r je 5= (- (27) — @ (0)) = n, € Z. Protoze je o
spojité, znamena to, ze n, je celociselnd konstanta nezdavisla na r. Podivejte se na obrazek,

odkud kam jdou jednotliva zobrazeni v nasi konstrukci!
se{it}$ $phis

$K_1$

$\psi_r$ $psi_1$

al phi
: $\apha r$ $2\pi$
”””””””””””” -
$0$
<

Pro dokonéeni dikazu si staci uvédomit, ze pokud f = ao+--- +aqz% a aq # 0, pak pro
mala r se bude «, chovat podobné jako konstantni zobrazeni, zatimco pro velkd r to vyjde
stejné, jako kdyby f = z?. Nejprve si spottéme, jak tedy n, dopadne p¥i f = z¢, pak toto
tvrzeni upresnime a dikaz tim bude ukor;éen.

Funkce C — C, z — 2%, z — se snadno vyjadfi pomoci goniometrického tvaru

|27]
komplexnich &isel z = r(cosa + isin ).

2% = r(cos da + isinda) = rte'®
Zd . ida
=] = 1(cosda + isinda) = e
z

zobrazeni ¢ je tedy v tomto pfipadé pouze ,zatoleni" na jednotkové kruznici. Pak tedy k. (t) =

e a proto a,(t) = dt, nezavisle na r. Odtud pro na$i volbu f = z% vyplyva n, = d. Pokud

zvolime f = az?, a # 0, nebude to mit na predchozi vysledek 7adny vliv (presvédite sel).
Zvolme nyni obecny polynom f = ag+- - -+aqz?, ktery nema koten. Vime tedy, 7e ag # 0

(pokud by bylo a = 0, existoval by kofen). Pro z # 0 plati

z 1 _ _
I 3 =1+ —(aoz "+ +ag_127")
aqz Qaq
a proto lim; | rfd(j” = 1. Kdyz tohle vime, miZeme spocitat
lim 'f(z) B aqz? f(2) aaz® |aqz?| B agz® |
lzl—oo || f(2)]  |aaz?| |z|—oo | aaz® |agz?| |f(2)|  |aaz?|

Proto n, = d pro velka r.
Podobnou tvahu udéldame i pro mala r. Pfipomerime si, ze ag # 0.

I(2)

1
=14 —(a1z4 -+ aqz?)
aop ao

proto limy.|_.o f;z) = 1. PFitom opét plati % = fiz)lzig\lﬁg‘)l' Odtud lim,;|_ % =

lim;|—o % tj. n, = 0 pro mala r. Celkem vidime, Ze stupen naseho polynomu jed = 0. [
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10.24. ReSené priklady.
10.24.1. Rozlozte nad C a nad R mnohoclen
2 +22% + 322 + 22 + 1.

Reseni. Piiklad lze fesit jak hledanim nejvétsiho spolecného délitele s derivaci, tak
jako reciprokou rovnici:

e Spocitejme Eukleidovym algoritmem nejvétsiho spole¢ného délitele daného po-
lynomu a jeho derivace 423 + 622 + 62 + 2. Nejvétsi spolecny délitel je dan v
libovolném okruhu az na nasobek jednotky a i v prubéhu Eukleidova algoritmu
muzeme mezivysledky nasobit jednotkami daného okruhu. V pfipadé okruhu
polynomti nad okruhem skalart jsou jednotky pravé vSechny skalary. Nasobime
tak, abychom se v co nejvétsi mife vyhnuli pocitani se zlomky.

1
2x4+4x3+6m2+4x+2:2x3+3x2+3x+1:x+§

20 + 323 + 322 + &
22+ 322+ 32+ 2
s 3,8, 1

2 2 2

3 5, 3 3

27 Tty

Dale délime polynom 223 + 322 + 32 + 1 zbytkem %xQ + %:c + % (pronasobenym
jednotkou 2)

203+ 322 +3r+1:22+x+1=20r+1
2x3+2x2+2x
x2+x—|—1

Nasobné koreny ptivodniho polynomu jsou pravé koreny nejvétsiho spoleéného
délitele tohoto polynomu se svoji derivaci, tedy kofeny polynomu z2 + 2 + 1.
Tento mé prave kofeny —% +iv/3/2, které jsou dvojnasobnymi kofeny piivod-
niho polynomu. Rozklad polynomu nad C je tedy rozkladem na soucin kofeno-
vych ¢initeld (tak je tomu podle zdkladni véty algebry vzdy):
1 3 1 3
at 4223 + 322 22 +1 = (@43 —i§)2(z+§+i§)2.

Rozklad nad R pak dostaneme vynasobenim kofenovych zavorek odpovidajicich
komplexné sdruzenym kofenim polynomu (tento sou¢in musi byt polynom s
realnymi koeficienty, ovéite!):

t 4+ 2% + 322 + 20+ 1= (22 + .+ 1)%
e Resme rovnici
a2t +222 + 322 +20+1=0.

2 a substituci t = = + % dostéavame rovnici

Vydélenim z
2 4+2t+1=0,

s dvojnasobnym kofenem —1. Dosazenim do substituce dostavame jiz znamou
rovnici 22 + x4+ 1 = 0 s vySe uvedenymi fesenimi.
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O

10.25. Poznamka. Pfipomenme na tomto misté zndmé tvrzeni, Ze jedinymi ire-
ducibilnimy polynomy nad R jsou linearni polynomy a kvadratické polynomy se
zapornym diskriminantem. Toto tvrzeni vyplyva i z ivah v predchozim piikladé.

10.25.1. Rozlozte polynom
x5 4 32% + 3
na ireducibilni sloZky nad

(1) Q
(2) Z7

Reseni.

(1) Podle Eisensteinova kriteria je dany polynom ireducibilni nad Z i Q (pouzijeme
prvodislo 3)

(2) (z — 1)%(2® + 222 — z + 3). Napi. pomoci Hornerova schematu zjistime dvoj-
nasobny koien 1. Po vydéleni polynomem (z — 1)? dostavame polynom (22 +
22% — x + 3), ktery jiz nemé nad Z; kofeny. Proto je ireducibilni (kdyby byl
rozlozitelny, musel by mit jeden faktor stupen jedna, tedy (z3 + 22% — x + 3)
by musel mit kofen).

10.25.2. Rozlozte polynom z* + 1 nad

° Zg,

e C,

o R.

Reseni.

o (2?2 4+ 1 +2)(2?+ 22 +2)

e Kofeny jsou vSechy ¢tvrté odmocniny z —1, ty lezi v komplexni roviné na jednot-
kové kruznici a maji argumenty postupné 7 /4, w/4+7/2, v /447 a w/4+37/2,
jsou to tedy é&isla ++/2/2 + i1/2/2. Rozklad tedy je

@i i i YR

e Vynasobenim kofenovych ¢initela komplexne sdruzenych kotenti v rozkladu nad

C dostavame rozklad nad R:

(2% = V2z + 1) (2 + V2x + 1).

O

10.25.3. Naleznéte polynom s raciondlnimi koeficienty a s co nejmensim stupnem,
jehoz kotenem je cislo *°%/2.

Reseni. P(z) = 22°°7 — 2. Ukazme, 7e neexistuje polynom mensiho stupné s
kofenem *°%/2. Bud totiz Q(x) nenulovy polynom nejmensiho stupné s kofenem
20%/2. Pak st Q(x) < 2007. Vydélme P(z) polynomem Q(z) se zbytkem: P(x) =
Q(z) - D(z) + R(x), kde D(x) je netiplny podil po déleni a R(x) zbytek po délen,
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st R(z) < st Q(x), nebo R(x) = 0. Dosazenim &isla *°%/2 do posledni rovnice vi-
dime, ze **%/2 je kofenem i polynomu R(zx), z definice polynomu Q(z) musi byt
tedy R(x) nulovy polynom, tedy Q(z) déli P(x). Polynom P(z) je vSak ireducibilni
(podle Eisensteinova kriteria), jeho jedinym netrividlnim délitelem je on sdm (az na
nésobeni jednotkou okruhu polynomt nad @, tedy racionalni konstantou), je tedy
Q(z) = P(z) (opét az na pronasobeni jednotkou). Napiiklad polynom $z2%07 — 2
také spliuje podminky zadani. Normovany polynom spliujici tyto podminky je
v8ak jiz jediny a je to polynom P(x). |

10.25.4. Najdéte vsechny irreducibilng polynomy stupne nejvyse 2 nad Zs.

Reseni. Nerozlozitelné jsou z definice viechny linearni mnohoéleny. Nerozlozitelné
polynomy stupné dva dostame tak, Ze z mnoziny vSech polynomua stupné 2 nad
Zs vyskrtame® rozlozitelné polynomy, tedy nasobky dvojic lineanich polynomt.
Reducibilni polynomy stupné dva jsou tedy: (z + 1)? = 22 + 22 + 1, (v +2)? =
P4+l (22412 = (2- (24 2)) = 22+ 2+1, (20+2) = 224+2z+1, 22, z(z+1) =
22 + 2, x(x +2) = 2% + 22. Stadi uvazovat pouze normované polynomy, ostatni
z nich dostaneme nasobenim dvojkou (rozmysli). Celkem normované ireducibilni
polynomy stupné 2 nad Zs jsou z2 + 2x + 2, 22 + = + 2, 22 + 1. 0

10.25.5. Rozhodnete, zda je ndsledujici polynom nad Zsz ireducibilni, pripadne na-
leznéte jeho rozklad:

42

Reseni. Dosazenim ¢isel 0, 1, 2 zjistime, #e dany polynom nemé v Zs kofen. Je
tedy bud ireducibilni nebo je souc¢inem dvou polynomt stupné 2. Vzhledem k tomu,
ze dany polynom je normovany, tak je-li sou¢inem néjakych dvou polynomu stupné
dva, je sou¢inem i normovanych polynomi stupné dva (po pfipadném prondsobeni
obou polynomt dvojkou). Hledejme tedy konstanty a, b, ¢, d € Zs tak, aby

st 4242 = (22 faz+b) (22 +cx+d) = 2+ (a+c) 23+ (act+b+d)z* 4+ (ad+be)z+bd.

Porovnanim koeficienti u jednotlivych mocnin x dostavame soustavu Ctyf rovnic o
¢tyfech neznamych:

1 a+c

0 = ac+b+d
1 = ad+be
2 = bd

7 posledni rovnice je jedno z ¢isel b, d rovno jedné, druhé pak dvéma, vzhledem k
symetrii soustavy vauéi dvojicim (a, b) a (¢, d) miizeme zvolit naptiklad b =1, d = 2.
Z druhé rovnice potom ac = 0, tedy jedno z ¢isel a, b je nula, z prvni rovnice je pak
druhé z nich jednicka. Ze treti rovnice 2a + ¢ = 1, je tedy a = 0, ¢ = 1. Celkem

st a4+ 2= (2 +1) (2 + 2 +2).
10.25.6. Pro libovolné liché prvocislo p urcete vSechny koreny polynomu

Plx)=aP?+aP 3+ . ta+2

v telese Zy.
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Reseni. Vzhledem k rovnosti

2Pt 1= (z—1)(P(x) - 1)
jsou véechna ¢isla ze Z, kromé jednicky kofeny P(x)— 1, nemohou tedy byt kofeny
P(z) 4+ 1. Jedni¢ka je kofenem trividlné vzdy, je to tedy jediny kofen. O
10.26. Priklady k procviceni.

10.26.1. Rozhodnete, zda je ndsledujici polynom nad Zs ireducibilni, pripadné na-
leznéte jeho rozklad na ireducibilng faktory:

P+ +2+1
Reseni. 2° + 224+ 22+ 1= (22 +1)(2® + 22+ 1) O
10.26.2. Rozhodneéte, zda je ndsledujici polynom nad Z3 ireducibilni, pripadné na-
leznéte jeho rozklad:
zt + 223 42
Reseni. 2%+ 223 +2 je ireducibilni. Nem4 kofeny a neni sou¢inem dvou polynomii
stupné 2 (nutno pocetné ovéfit!). O

10.26.3. Nalezneéte vsechny normované ireducibilni polynomy stupné 3 nad Zs.

10.27. Polynomy vice proménnych. Okruhy polynomiu v proménnych x4, ..., x,
definujeme induktivné vztahem

Klzy, ...,z =Kz, ..., 2p_1]2,].
Napt. K[z, y] = K[z][y], tzn. ze uvazujeme polynomy v proménné y nad okruhem
K[z]. Snadno si kazdy ovéti (provedte si to!), Ze polynomy v proménnych xq, ..., x,
Ize chapat jako vyrazy vzniklé z pismen x1,...,x, a prvkid okruhu K konecnym

poctem (formélniho) séitani a nasobeni v komutativnim okruhu. Napiiklad prvky
v K|z, y] jsou tvaru

f=an(2)y" + an_1(x)y" "t + -+ ao()
= (amnx™ + -+ aon)y" + -+ (bpox? + - -+ + boo)
= coo + €107 + Co1y + c207” + 117y + coay® + . ..

Pro zjednoduseni zapisu se ¢asto zavadi tzv. multiidexova symbolika. Multiindex o délky r
je r-tice nezdpornych celych &isel (aa, ..., o). Celé &islo |a] = a1 +- - -+ nazyvame velikost
multiindexu «.. Struéné pak piSeme z® misto z7'z3? ... x5". Pro polynomy v r proménnych
pak mame symbolické vyjadreni velice podobné obvyklému znadeni pro polynomy v jedné

proménné:
f= Z anr”, g = Z agmﬁ e K[z, ...,z
Ja]<n [Bl<m

Rikdme, Ze f ma celkovy stupen n, je-li alespon jeden z koeficienti s multiindexem « velikosti
n nenulovy.
Okamzité se také nabizeji analogické vzorce pro scitani a nasobeni polynom

frg= >  (aa+ba)z®
|| <max(m,n)

m—+n

fa=>_ | D (aabs)z”

[v|=0 \a+B=~
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kde multiindexy se scitaji po slozkach a formalné neexistujici koeficienty povazujeme za nulové.

Samozrejmé musime ovéfit, ze tyto vzorce opravdu popisuji s¢itani a ndsobeni v induktivné
definovaném okruhu polynomu v r proménnych. Dokazeme to indukci pres pocet proménnych.
Predpokladejme, Ze vztahy plati v K[z1,...,z,_1] a poéitejme soudet

f=ar(z1,.. .,xT_l)mf. +-tao(z, .., xe1) = (Zak@ma) :cff + ...

g:bl(:cl,...,a:7-,1)mlr+~--+bo(ac1,...,a:7-,1): Zbl”@wﬁ JJI;—I—
B

f+g9="(ao(z1,...,xr1) + bo(z1,...,2r-1))+
+ (al(ml’ o -,32'7«71) + bl(l’l, e 7mr71))$'r + ...

= (Z(ak,’y + bk ) (21, ﬂt’r—l)w)iﬂ]j +o+ (Z(ao,»y +boy) (@1, @ro1)7)

Y Y
= Z (aj,y —+ b]-ﬁ)(xl, - ,.Tr_l)wxz.
(v:3)

Podobné se provede diikaz pro souéin (provedtel!).
Jako dusledek nasi definice a predchozich vysledki pro polynomy nad obecnymi
komutativnimi okruhy dostaneme:

Dausledek. (1) Jestlize v okruhu K nejsou délitelé nuly, pak také v okruhu poly-

nomt K[z, ..., z,] nejsou délitelé nuly.
(2) Je-li K obor integrity s jednoznacnym rozkladem, pak také okruh polynomi
K[z1,...,z.] je obor integrity s jednoznacnym rozkladem.

DUKAZ. Budeme postupovat indukci pres pocet proménnych r. ﬁ Pror =1
uvazujme polynomy f = a,zf + -+ + a1x1 + ag a g = by, z™ + - -+ + by, priceml
by # 0 aa, # 0. Vedouci ¢len soucinu fg je a,b,, "™, protoZe a,b,, # 0, zejména
tedy je soucin nenulovych polynomua opét nenulovy.

Pokud tvrzeni plati pro r — 1 proménnych, pak pouzijeme predchozi tivahu pro

okruh polynomi v jedné proménné x, s koeficienty v K[z, ..., z,—1].
Druhé tvrzeni vyplyva s induktivni definice polynomu v r proménnych a z Véty
10.22) 0

10.28. Podilova télesa. Necht K je komutativni okruh (s jednickou) bez délitelt
nuly. Jeho podilové téleso definujeme jako t¥idy ekvivalence dvojic (a,b) € K x K,

b # 0, které zapisujeme ¢, a ekvivalence je dana

%:% & ab =d'b.
Sc¢itani a nasobeni definujeme prostfednictvim reprezentantt t¥id
a ¢ ad+bc
by a7 T
ac ac
bd  bd

4Diikaz lze vést také pfimo s pouzitim multiindexovych formuli pro souéin, ale museli bychom
si nadefinovat uré¢ité vhodné usporddani monomii, abychom mohli pracovat s vedoucim koeficien-
tem. Zkuste si to!
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Snadno se ovéri korektnost této definice a vSechny axiomy komutativniho télesa.
Zejména je % neutralni prvek vzhledem ke sé¢itani, % je neutralni prvek vzhledem k

nasobeni a pro a # 0, b # 0 je %% = %
Podilové téleso okruhu K[z, . .., x,| nazgvame téleso raciondlnich funkei a zna-
¢ime je K(xq, ..., 2,). VSechny algebraické operace s polynomy v softwarovych sys-

témech jako je Maple nebo Mathematica jsou provadény ve skutecnosti nad podi-
lovymi télesy, tj. v télesech raciolndlnich funkci, zpravidla s pouzitim K = Q.

3. Usporadané mnoziny a Booleovska algebra

Tak jako jsme z vlastnosti ¢isel nebo symetrii objektti abstrahovali podstatné
axiomy a dostali jsme daleko Sifeji pouzitelné nastroje linerarni algebry, teorie grup
apod., nyni budeme postupovat obdobné a za vychodisko si vezmeme zakladni
operace s mnozinami, tj. jejich sjednoceni, prinik a vztahy inkluze.

10.29. Mnozinova algebra. S kazdou mnozinou M mame také mnozinu K = 2M
vSech jejich podmnozin a na ni operace V : K x K — K sjednoceni mnozin a
A : K x K — K pruniku mnozin. To jsou dvé bindrni operace, které se ¢astéji znaci
U a N. Déle mame ke kazdé mnoziné A € K také jeji mnozinu doplitkovou A’, coz je
dalsi unarni operace. Kone¢né mame ,,nejvétsi objekt“, tj. celou mnozinu M, ktery
je neutralni vici operaci A a ktery proto budeme v této souvislosti oznacovat jako
1, a obdobné se chové pradzdnd mnozina () € K viéi operaci A. Tu budeme v této
souvislosti znacit jako 0.

Na mnoziné K vSech podmnozin v M pfitom plati pro vSechny prvky A, B,C
nasledujici vlastnosti:

(1) AAN(BAC)=(AANB)ANC, AV(BVC)=(AVvB)vVC

(2) AANB=BAA, AVB=BVA

(3) AAN(BVC)=(AAB)V(AANC), AV(BANC)=(AVB)A(AVCO)
(4) existuje 0 tak, ze AV0O=A

(5) existuje 1 tak, ze AN1=A

6) ANA' =0, AVA =1

Vlastnost (1) je asociativni zédkon pro obé& operace, (2) je komutativita, (3)
je distributivita obou operaci. Posledni vlastnost (6) vystihuje vlastnosti komple-
mentu.

Definice. Mnoziné K spolu s dvémi bindrnimi operacemi A a V a jednou unérni
operaci ’ spliiujici vlastnosti (1)—(7) fikdme Booleovskd algebra. Operaci A budeme
fikat infimum (piipadné sjednoceni, anglicky casto také meet), operaci V budeme
fikat supremum (p¥ipadné prinik, anglicky také join). Prvku A’ se ¥iké doplnék k
prvku A.

Vsimnéme si, ze axiomy Booleovské algebry jsou zcela symetrické vici zaméné
operaci A a V, spolecné se zaménou prvkia 0 a 1. Dusledkem tohoto faktu je, ze
jakékoliv tvrzeni, které odvodime z axiomi, ma také platné dudini tvrzent, které
vznikne z prvého pravé zaménou vsech vyskytl A za V a naopak a stejné tak vsech
vyskytt 0 a 1. Hovofime o principu duality.

Jako obvykle si hned odvodime nékolik elementarnich disledki axiomi. Zejména
si povSimnéme, Ze stejné jako u specialniho pfipadu Booleovské algebry vSech pod-
mnozin v dané mnoziné M je doplnék k A € K urcen jednoznaéné (tj. mame-li
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dédno (K, A, V), miZe existovat nejvyse jedna undrni operace, se kterou dostaneme
Booleovskou algebru). Skuteéné, pokud B a C' € K spliiuji vlastnosti A, plati

B=BV0=BV(AAC)=(BVA)A(BVC)=1A(BVC)=BVC

a podobné také C = C'V B. Je tedy nutné B = C.
V nésledujicim vyétu se vlastnostem (2) ¥ikd absorpéni zdkony, vlastnosti (3)
popisuji idempotentnost operaci a (4) jsou tzv. De Morganova pravidla.

Tvrzeni. V kaZdé Booleovské algebie (K, A, V,") plati pro vsechny proky v K
1) AN0=0, Av1=1

2) AN(AVB)=A, AV(AAB)=A

3) ANA=A, AVA=A

4) (ANB) =A'VB, (AvB)Y=AADB

5) (A" = A.

DUKAZ. Podle principu duality potfebujeme z kazdého z dudlnich tvrzeni na
jednotlivych radcich dokazat pouze jedno. Pocitejme s vyuzitim axiomu:

ANO=ANANA)=(ANANA =ANA =0
ANAVB)=(AVO)A(AVB)=AV(0AB)=AVvV0=A4
A=ANAVA)=(ANA)VO=ANA

a prvni tfi dvojice tvrzeni mame dokazany. K dikazu De Morganovych pravidel
staci ovétit, ze A’ vV B’ ma vlastnosti doplitku k A A B (pak to totiz bude doplnék
dle Gvahy vySe). S vyuzitim (1) spocteme

(ANBYAN(A'VB)=(AANB)ANA" )V ((AANB)AB')=(0AB)V (AA0)=0.
Obdobné, s pouzitim (2) dostavame
(ANB)V(AANB)Y=(AV(A'VB)v(BV(AVB)=(1VB)A(1VvA)=1

Kone¢né, pfimo z definice je A/ AA =0a A’V A = 1, mé proto A pozadované
vlastnosti doplitku k A’ a je tedy A = (A)". O

10.30. Vyrokova logika jako Booleova algebra. V predchozim odstavci jsme
pouzili symboliku, kterou je ¢asto rozumné interpretovat tak, ze z prvka A, B, - -- €
K tvofime ,slova“ pomoci operaci V, A, ’ a zavorek vyjasnujicich v jakém poradi a
na jaké argumenty jsou operace aplikovany. Samotné axiomy a jejich dusledky pak
fikaji, Ze velice Casto rizna slova davaji stejnou hodnotu vysledku v K.

V piipadé mnoziny vSech podmnozin K = 2M je to zfejmé — prosté jde o
rovnost podmnozin. Nyni uvedeme struc¢né jinou podobnou souvislost.

Budeme pracovat opét se slovy jako vysSe, interpretujeme je ale jako tvrzeni
slozené z elementarnich vyroku A, B, ... alogickych operaci AND (binarni operace
A), OR (binarni operace V) a negace NOT (unérni operace ’). Takové slova nazy-
vame vyroky a prifazujeme jim pravdivostni hodnotu v zavislosti na pravdivostni
hodnoté jednotlivych elementarnich argumentti. Pravdivostni hodnotu pritom be-
reme jako prvek z trividlni Booleovy algebry Zs, tedy bud 0 nebo 1. Pravdivostni
hodnota vyroku je plné urc¢ena pfifazenim hodnot pro nejjednodusi vyroky A A B,
AV B a A, tj. AAB je pravdivé pouze, kdyZ jsou oba vyroky A a B pravdivé, AV B
je nepravdivé pouze. kdyz jsou oba vyroky nepravdivé a A’ méa opa¢nou hodnotu
nez A.
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Vyrok obsahujici k elementérnich vyroki tedy predstavuje funkci (Z)* — Zsy a
dva vyroky nazyvame logicky ekvivalentni, jestlize zadéavaji stejnou funkci. Snadno
se nyni pfimo oveéri, ze na mnoziné t¥id logicky ekvivalentnich vyrokt jsme takto
zadefinovali strukturu Booleovy algebry (je pouze tfeba projit nase axiomy a ovérit
je). Nutné tedy pro vyrokovou logiku bude v tomto smyslu platné vse, co dokazeme
pro obecné Booleovy algebry.

Strucné si proberme, jak vypadaji obvyklé dalsi jednoduché vyroky ve vyrokové
logice jakozto prvky Booleovy algebry (tj. reprezentujeme vzdy nasim vyrazem tfidu
vyrokt ekvivalentnich):

Implikaci A = B dostaneme jako A’V B, ekvivalenci A < B odpovida (A A
B)V (A’ A B’). Déle vyluc¢ovaci OR, neboli XOR, je dano jako (AA B’)V (A’ A B),
negace NOR operace OR je vyjadiena jako A’ A B’ a negace NAND operace AND
je dana jako A’V B’. Vsimnéme si také, ze XOR odpovidd v mnozinové algebie
symetrickému rozdilu mnozin.

10.31. Prepinace jako Booleova algebra. Pfepinac je pro nés ¢erna skiinka,
kterd ma jen dva stavy, bud je zapnut (a signél prochdzi) nebo naopak vypnut (a
signal neprochazi).

A
O A /B O O— —O
B

Jeden nebo vice pfepinact zapojujeme do sité sériové nebo paralelné. Sériové
zapojeni je popsano pomoci binarni operace A, paralelni je naopak V. Unarni ope-
race A’ zadava piepinad, ktery je vzdy v opacné poloze nez A. Kazdé konecné slovo
vytvorené pomoci piepinacii A, B, ... a operaci A, V a’ umime pfevést na obrazek,
ktery bude predstavovat systém prepinact propojenych draty a zcela obdobné jako
v minulém odstavci ndm kazda volba poloh jednotlivych prepinac¢t zadd hodnotu
yzapnuto/vypnuto“ pro cely systém.

Opét se snadno krok po kroku ovéri platnost zakladnich axiomt Booleovych
algeber pro nas systém. Na obrazku je ilustrovan jeden z axiomt distributivity.
Propojeni bez piepinace odpovidd prvku 1, koncové body bez propojeni (nebo
sériové zapojeni A a A’) dava prvek 0.

B™ ] 4A 48
o—A —0 = O— :l—o
JA JC

c—

10.32. Daélitelé. Dalsim ptirozenym piikladem Booleovské algebry je systém dé-
liteli prirozeného ¢isla nebo polynomu.

Zvolme pevné takové ¢islo p € N nebo polynom p € K[zy,...,zs] nad oborem
integrity K s jednoznac¢nym rozkladem. Za nosnou mnozinu D, bereme mnozinu
vsech déliteltt ¢ naseho p. Pro dva takové délitele definujeme g A r jako nejvétsi
spolecny délitel prvka g a r, ¢ V r je nejmensi spolecny nasobek. Dale klademe
p = 1 € D, a neutrdlnim prvkem vici supremu je jednicka v Z, resp. 1 € K C
K[z1,...,xs]. Unarni operaci ' dostavame pomoci déleni: ¢’ = p/q.
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Lemma. Mnozina D, spolu s vyse uvedenymi operacemi A, V a ' je Booleova
algebra pravé, kdyz rozklad p neobsahuje kvadraty (tj. v jednoznacéném rozkladu p =
q1 - .- qn na nerozloZitelné faktory jsou vSechna q; po dvou riznd).

DUKAzZ. Ovéfeni axiomi je vcelku snadné, projdeme jeden po druhém a bu-
deme zkoumat, kdy je zapotifebi neseho pozadavku na nepritomnost kvadratu v
rozkladu.

Nejveétsi spolecny délitel kone¢ného poctu cisel nebo polynomt nezavisi na po-
radi, ve kterém jej poc¢itame. Stejné tak pro nejmensi spole¢ny nasobek. To odpovida
axiomu (1) v[10.29] Komutativita, tj. axiom (2) je zcela ziejmé.

Pro tfi libovolné prvky a, b, a ¢ muzeme bez jmy na obecnosti psat jejich
rozklad ve tvaru a = ¢i* ... qP*, b=¢q" ...q" ac= qfl ... q%, kde piipoustime i
mocniny 0 a vSechny prvky g; jsou po dvou nesoudélné. a A b prvek s rozkladem, ve
kterém se objevi vSechna spolecné ¢; v mocniné, kterd bude minimem z mocnin v
a a b. Naopak a V b bude mit rozklad, ve kterém se objevi vSechny ¢leny z rozkladi
a a b a to s mocninou, ktera bude tou vétsi z mocnin prislusného faktoru v a a b.
Primo se nyni snadno ovéri distributivni zakony.

Problém neméame ani s existenci prvku 0 a 1, které jsme primo definovali a
zjevné spliuji axiomy (4) a (5). Existecne kvadratt ale znemozni definici dopliiku.
Napi. v D1s = {1,2,3,4,6,12} nelze 6 A 6 = 1 dosdhnout, protoze mé 6 netrivial-
niho spolecného délitele se vSemi ostatnimi prvky v Do mimo jednicku, ta ovsem
nesplnuje 6 V1 = 12.

Pokud ovSsem nejsou v rozkladu ¢isla nebo polynomu p kvadréty, definujeme
doplnék jako ¢’ = p/q. Snadno ovéiime potfebné vlastnosti z axiomt (4)—(6). O
10.33. Césteéna usporadani. K Booleovskym algebram ted ptijdeme z jiné strany.
Zakladni strukturou pro nas bude pojem uspordddni. Vzpomenme na definici uspo-
rfadani jakozto reflexivni, antisymetrické a tranzitivni relace < na mnoziné K. Ta-
kové relace obecné netikéd o kazdé dvojici a, b € K jestli je a < b nebo b < a (takové
uspofadani se nazyva tplné uspordddni nebo dobré uspotadani). Casto v nasem
pfipadé obecného usporadani hovofime také o cdstecném uspordadani a mnozina
(K, <) vybavena Gastenym uspofadanim se nazyva poset (z anglického ,partial
ordered set®).

Takové usporadani je zejména vzdy na mnoziné K vSech podmnozin
mnoziny M prostiednictvim inkluze podmnozin. Pomoci nasi relace infima na K je
muzeme definovat jako A C B préavé, kdyz A A B = A. Ekvivalentné, A C B praveé,
kdyz AV B = B.

= oM

Lemma. Je-li (K, A,V,") Booleova algebra, pak relace < definovand vytahem A <
B prave, kdyz AN B = A, je édstecné usporadani. Navic plati

(1) ANB<A

(2) AAVB

(3) jestlize A < C a zdroveri B < C, pak také AV B < C

(4) A< B pravé, kdyz ANB =0

(5)

5) 0< A aA<1 provsechny A € K.

DUKAZ. VSechny dokazované vlastnosti a vztahy jsou vysledkem jednoduchého
vypoctu v Booleovské algebie K. Zacnéme s vlastnostmi usporadani pro <. Refle-
xivita je pfimym dusledkem idempotence: A A A = A, tj. A < A. Podobné komu-
tativita pro A zarucuje antisymetrii <, protoze z AN B = A a zaroven BA A= B
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vyplyvdi A = AANB = BA A = B. Koneéné z platnosti ANB=AaBANC =218
vyvodime ANC = (AANB)AC = AN(BAC)=AAB = A, coz davé tranzitivitu.

Déle pocitame (AANB)ANA = (ANA)ANB = AN DB, takze ANB < A. Ze
vztahu AA (AV B) = A plyne A < AV B, coz dokazuje tvrzeni (2). Distributivita
ukazuje (AVB)AC = (AANC)V (BAC), coz zapiedpokladu (3) dava AV B, takze
skute¢né plati (3). Tvrzeni (5) plyne pfimo z axiomi pro 1 a 0. Jestlize A < B, pak
AANB'= AANBA B =0. Naopak je-li ANB' =0,pak A=AAN1=AAN(BVDB') =
(AANB)V(AAB') = (AAB)V0=AAB. Odtud A < B a dokazali jsme i zbyvajici
tvrzeni (4). O

Vsimnéme si, ze stejné jako v pripadé algebry podmnozin je v Booleovskych
algebrach A A B = A pravé, kdyz je AV B = B. Skutecné, je-li AA B = A, pak z
absorpé¢nich zdkoni plyne AV B = (A A B)V B = B, a naopak.

10.34. Svazy. Vidéli jsme, Ze kazda Booleova algebra zaddva poset (K, <). Zdaleka ne
kazdy poset ovsem vznika takovymto zpisobem. Nap¥. trividlni ¢asteéné usporadani, kdy A <
A pro vSechny A a vSechny dvojice riznych prvki jsou nesrovnatelné, samozfejmé z Booleovy
algebry vzniknout nemuiZe, pokud je v K vice neZ jeden prvek (vidéli jsme, Ze nejvétsi a nejmensi
prvek v Booleové algebte je totiz srovnatelny s kazdym prvkem). Zkusme se zamyslet, do jaké
miry |ze z usporadani budovat operace A a V.

Pracujme s pevné zvolenym posetem (K, <). O prvku C € K fekneme, Ze je dolni zdvorou
pro néjakou mnozinu prvka L C K, je-li C < A pro vsechny A € L. Prvek C' € K je infimem
mnozZiny L C K, jestlize je dolni zdvorou a pro kazdou jinou dolni zdvoru D téze mnoziny
plati D < C.

Obdobné definujeme horni zavory a supremum podmnoziny L zdménou < za > v posled-
nim odstavci.

Koneéné posety se prehledné zobrazuji pomoci orientovanych grafi. Prvky K jsou pred-
stavovany uzly a hranou jsou spojeny pravé prvky v relaci s orientaci od vétsiho k mensimu.
Hasseho diagram posetu je zakresleni takového grafu v roviné tak, Ze vétsi prvky jsou zobrazeny
vzdy vy nez mensi (a orientace hran je tedy dana takto implicitné).

Definice. Svaz je poset (K, <), ve kterém kazda dvouprvkovd mnozina {A, B} mé supre-
mum AV B ainfimum AA B v K.

Na svazu (K, <) tedy mame definovany bindrni operace A a V a pfimo z definice je zjevna
asociativita a komutativita téchto operaci.

Snadno Ize ale nakreslit Hasseho diagram svazu, ktery neni distributivni.

Nyni miZeme snadno definovat Booleovskou algebru v jazyce svazi: Booleovska algebra
je distributivni svaz s nejvétsim prvkem 1 a nejmensim prvkem 0 takovy, Ze v ném existuji ke
vSem prvkim komplementy.

Ovéfili jsme jiz, ze v takovém pFipadé komplementy jsou definovany jednozna¢né (viz
Gvahy za definici, takZze je nase alternativni definice Booleovské algebry korektni.

Vsimnéme si také, pri diskusi délitel daného Cisla nebo polynomu p jsme narazili na svazy
D, které jsou Booleovskou algebrou pravé tehdy, kdyz rozklad p neobsahuje kvadraty.

10.35. Normalni tvary. Pfi diskusi vyrokové logiky jsme se potykali s problé-
mem, co vlastné jsou prvky prislusné Booleovy algebry. Formalné vzato jsme je
definovali jako tridy ekvivalentnich vyroki. Jinak feceno, pracovali jsme s hod-
notovymi funkcemi pro vyroky s danym poc¢tem argumenti. Vibec jsme pritom
netesili obtizny problém, jak rozpoznat stejné vyroky v tomto smyslu. Také jsme
nefesili, jestli vSechny formalné mozné hodnotové funkce (Zs)" — Zo lze zadat
pomoci zakladnich logickych operaci.

Zcela obdobné se mizeme tazat, jak poznat, zda dva systémy pfrepinact maji
stejnou funkci. Obdobné jako u vyroku zde pro systém s n prepina¢i pracujeme
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s funkcemi (Zs)" — Zso a zjevné existuje pravé 22" rizngch takovych piepinacich
funkei. Na téchto funkcich umime pfirozenym zpiisobem zadat strukturu Booleovy
algebry (vyuzivame, Ze hodnoty, tj. Zs jsou Booleovou algebrou).

Odpovime nyni na vysSe uvedené otazky tak, ze pro libovolny prvek o becné
Booleovy algebry sestrojime jeho tzv. normadalni disjunktivni tvar, tj. napiseme jej
pomoci vybrané skupiny nejjednodussich prvki a operace V.

Prvek A € K nazveme atom v Booleové algebie K, jestlize pro viechny B € K
plati AN B = A nebo AN B = 0.

Jinak feceno, A je atom, kdyz pro vSechny ostatni prvky B < A implikuje
B =0 nebo B = A.

Lemma. Booleova algebra funkci prepinacového systému s n prepinaci Ay, ..., A,
ma 2" atomd, které jsou tvaru AT* A --- N A%, kde bud A7 = A; nebo A7 = Al

DUKAZ. Pro dvé funkce ¢ a 1) je jejich infimem funkce ¢ A1), jejiz hodnoty jsou
dany soucinem jejich hodnot v Zs. Plati tedy ¢ < 9 jestlize ¢ ma hodnotu 1 vsude
kde ma 1 hodnotu 1 € Zs. Odtud uz plyne, Ze v nasi Booleové algebte hodnotovych
funkeci je funkce ¢ atomem prave, kdyz z 2™ hodnot ¢ na jednotlivych moznostech
hodnot jednotlivych argumenttt mé pravé jednou hodnotu 1 € Z,. VSechny takové
funkce ovsem lze vytvorit pravé zpusobem uvedenym v dokazovaném tvrzeni. [

Véta. Kazdy prvek B v konecné Booleové algebie (K, A, V,") lze zapsat jako supre-
mum atomu

B=A,Vv---V A

Tato formule je navic jednoznacnd az na poradi atomi.

DUKAz. Uvazme vSechny atomy Aj, As, ..., Ax v K, které jsou mensi nebo
rovny B. Z vlastnosti usporadéani na mnozing K (viz [10.33[3)) je okamzité vidét,
ze také

Y=A4V--VA, <B.

Dokazeme, ze BAY' = 0, coz podle[10.33(4) zaruc¢uje B <Y. Tim bude dokazéna
rovnost B =Y.
Budeme postupné potiebovat tii jednoduché tvrzeni:

Tvrzeni. Jestlize jsou Y, X1,..., Xy atomy v K, pak' Y < XqV---V X, tehdy a
jen tehdy, kdyz Y = X; pro néjaké i =1,... L.

Tvrzeni. Pro kazdy prvek Y # 0 v K existuje atom X, pro ktery je X <Y.

Tvrzeni. Jestlize jsou Xq,..., X, vSechny atomy v K, pak Y = 0 pravé, kdyz
YANX; =0 provSechnyi=1,...,r.

DUKAz. Dokon¢im pozdéji. ..

10.36. ReSené piiklady.

10.36.1. Naleznéte disjuktioni normalni formu vyrazu

(AANB)VC) A(A'V (BACAD))
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(A'AC")
O

10.36.2. Bud A a B prvky boolovy algebry. UkaZte, Ze jestliZe v ni ewistuje prvek
X takovy, 2e ANX =BANX a AVX =BV X pak A=B.

Reseni.
A=ANAVX)=ANBVX)=(AAB)V(ANX)=(AAB)V(BAX)<B

posledni nerovnost plyne z toho, Ze spojeni dvou prvkt mensich rovnych nez B je
mensi rovno B. Vzhledem k symetrii B < A, tedy A = B. O

10.37. Homomorfismy. Jak jsme jiz vidéli u mnoha matematickych struktur, o
objektech se dozvidame informace pomoci tzv. homomorfismd, tj. zobrazeni, které
zachovavaji prislusné operace. V ptipadé Booleovskych algeber definujeme podobné
jako u okruhi:

Definice. Zobrazeni f : (K,A,V,’) — (L,A,V,’) se nazgva homomorfismus Boo-
leovskych algeber, jestlize pro vSechny A, B € K plati

(1) f(ANB) = f(A) A f(B)
(2) f(AV B) = f(A)V f(B)
(3) f(A) = f(A).

Homomorfismus f je izomorfismus Booleovskych algeber, jestlize je f bijektivni.

Snadno se ovéfi, ze bijektivnost f jiz zaruci, ze f~! je opét homomorfismem.

7 definice usporadani na Booleovych algebrach je zfejmé, ze kazdy homomor-
fismus f : K — L bude také spliiovat f(A) < f(B) pro v8echny prvky A < Bv K.
To je defini¢ni vlastnost pro tzv. izotonni zobrazeni neboli homomorfismy poseti.

Jakkoliv umime rekonstruovat operace suprema a infima z usporadani, pokud
toto vzniklo z Booleovy algebry, neni pravda, ze by kazdy homomorfismus posett
byl automaticky homomorfismem pfislusnych algeber. Zkuste si najit pfiklad (staci
vklddat algebru se dvéma atomy do algebry s alesponl ¢tyfmi atomy)!

Véta. Kazdd konecnd Booleova algebra je izomorfni Booleové algebie K = 2M | kde
M je mnozZina atomi v K.

DUKAZ. Dokonéim pozdéji. O

4. Kédy (a sifry?)

Kédy a sifry spolu ¢asto tizce souvisi. Casto potiebujeme pfenaset informace
a pritom zajistovat jejich spravnost. Nekdy staci zajistit, abychom poznali, zda je
informace nezménénd, a pii chybé si vyzadame informaci znovu, jindy potiebujeme
zajistit, aby chyby byly i opraveny bez nového prebnéseni spravy. To vse je tikol
kédovani. Pokud navic chceme, aby zpravu mohl ¢ist pouze adresat, potfebujeme i
tzv. sifrovanil

5V letosnim semestru je o 4 prednasky méné nez obvykle, proto Sifry ted nebudou. ..
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10.38. Koédovani. Pii pfenosu informace zpravidla dochazi k jeji deformaci. Bu-
deme pro jednoduchost pracovat s modelem, kdy jednotlivé ¢astecky informace jsou
bud nuly nebo jednicky (tj. prvky v Zs) a pfenasime slova o k bitech. Obdobné po-
stupy jsou mozné nad koneénymi poli. Pfenosové chyby chceme

e rozpoznavat
e opravovat

a za tim ucéelem priddvame dodateénych n — k biti informace pro pevné zvolené
n > k.

Vsech slov o k bitech je 2F a kazdé z nich ma jednoznaéné uréovat jedno kddové
slovo z 2™ moznych. Mame tedy jesté

on — ok — gk(gn=F _ 1)

slov, které jsou chybové. Lze tedy tusit, ze pro veliké k nam i maly pocet pridanych
bitd dava hodné redundantni informace.

Uplné jednoduchym piikladem je kdd kontrolujici paritu. Kédové slovo o k 4 1
bitech je urcené tak, aby pridanim prvniho bitu byl zarucen sudy pocet jednicek ve
slové.

Pokud pfi prenosu dojde k lichému poctu chyb, prijdeme na to. Dvé rizna
kédova slova se pii tomto kédu vzdy lisi alespon ve dvou pozicich, chybové slovo
se ale od dvou ruznych kédovych slov lisi pouze v pozici jedné. NemiZeme proto
umét chyby opravovat ani kdybychom védéli, ze doslo k pravé jedné. Prehledné jsou
vsechna mozna slova vidét na obrazku nize, kddova slova jsou zvyraznéna tucnym
puntikem.

Navic neumime detekovat tak obvyklé chyby, jako je zdména dvou sousednich

hodnot ve slové.
011 111

oot 101

010 110

10C
000

10.39. Vzdalenost slov.

Definice. Hammingova vzddlenost dvou slov je rovna poctu bitl, ve kterych se
lisi.

Véta. (1) Kdd odhaluje r a méné chyb prdvé, kdyZ je minimdlni Hammingova
vzdalenost kodovych slov prave r + 1.

(2) Kdd opravuje r a méné chyb pravé, kdyz je minimdlni Hammingova vzddlenost
kodovyjch slov prdvé 2r + 1.

DUKAZ. Obé tvrzeni jsou zfejma z preedchozi diskuse. (I

10.40. Konstrukce polynomialnich kédu. K praktickému pouziti potfebujeme
efektivné konstruovat kédova slova tak, abychom je mezi vSemi slovy sladno roz-
poznali. Kontrolu parity jsme uz vidéli, dalsi trivialni moznost je prosté opakovani
bit — napt. (3, 1)-kdd bere jednotlivé bity a posila je t¥ikrat po sobé.
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Docela systematickou cestou ke konstrukci kéda je vyuziti délitelnosti poly-

nomu. Zprava bgby ...by_1 je reprezentovana jako polynom
m(z) =byg+brx+---+ b1z

Definice. Necht p(z) = ag + -+ + an_2"* € Zy[x] je polynom s ag = 1, a,_ =
1. Polynomidalni kdd generovany polynomem p(x) je (n,k)-kéd jehoz slova jsou
polynomy stupné mensiho nez n délitelné p(z).

Zpréva m(z) je zakédovana jako v(z) = 7(x) + 2" *m(x), kde r(z) je zbytek
po déleni polynomu " *m(z) polynomem p(z).

7 definice vime

v(z) = 2" m(z) +r(e) = q(2)p(e) + r(2) +r(2) = q(2)p().

Budou tedy vSechna kédova slova délitelna p(x).
Puvodni zprava je obsazena piimo v polynomu v(x), takze dekédovani sprév-
ného slova je snadné.

Priklad. (1) Polynom p(xz) = 1 + 2 generuje (n,n — 1)-k4d kontroly parity pro
vSechna n > 3.
(2) Polynom p(z) =1+ z + 2% generuje (3,1)-kéd opakovéani bitii.

Prvni tvrzeni plyne z toho, ze 1 + 2 déli polynom v(z) tehdy a jen tehdy, kdyz
v(1) = 0 a to nastane tehdy, kdyz je ve v(x) sudy pocet nenulovych koeficientt.
Druhé je ziejmé.

10.41. Detekce chyb. Pienos slova v € (Z3)"™ dopadne piijmem polynomu
u(z) = v(z) + e(z)
kde e(z) je tzv. chybovy polynom repzentujici vektor chyby pfenosu.
Chyba je rozpoznatelnd pouze, kdyZz generator kédu p(x) nedéli e(x). Mame

proto zajem o polynomy, které které nevystupuji jako délitelé zbytecné casto.

Definice. Ireducibilni polynom p(z) € Zs[x] stupné m se nazyva primitivni, jestlize
p(z) déli polynom (1 + 2*) pro k = 2™ — 1 ale nedéli jej pro Zadna mensi k.

Véta. Je-li p(x) primitivni polynom stupné m, pak pro vSechna n < 2™ — 1 rozpo-
znavd prislusng (n,n —m)-kdd véechny jednoduché a dvojité chyby.

DUKAz. Diikaz doplnim. |

Dausledek. Je-li q(x) primitivni polynom stupné m, pak pro véechna n < 2™ — 1
rozpozndvd (n,n —m — 1)-kdd generovany polynomem p(x) = q(z)(1 + x) vSechny
dvojité chyby a vsechna slova s lichym poctem chyb.

Tabulka dava o informace o vysledcich predchozich dvou vét pro nékolik poly-
nomi:
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primitivni polynom kontrolni bity délka slova

1+ x4+ 22 2 3

142 +23 3 7

1+ z+a* 4 15

14224 2° 5 31

14+ 2 +af 6 63

1423+ a7 7 127

1+ 22+ a3 + 2% + 28 8 255
1+t +2° 9 511

1+ a4 210 10 1023

Ndastroje pro konstrukci primitivnich polynom dava teorie koneénych poli. Souvisi s tzv.
primitivnimi prvky v Galoisovych polich G(2™).

Ze stejné teorie Ize také dovodit pfijemnou realizaci déleni se zbytkem (t].) ovéfovani, zda
je prijaté slovo kédové, pomoci zpozdovacich registri. Jde o jednoduchy obvod s tolika prvky,
kolik je stupen polynomuﬂ

10.42. Linearni kédy. Polynomidlni kédy lze efektivné popisovat také pomoci
elemnetarniho maticového poc¢tu. Vyjdeme z obecnéjsi definice, kterda pozaduje lie-
arni zavislost kdového slova na puvodni informaci:

Definice. Linedrni kdd je injektivni linearni zobrazeni g : (Z2)* — (Z3)". Matice
G typu k/n reprezentujici toto zobrazeni v standardnich bazich se nazyva generujici
matice kodu.

Pro kazdé slovo v je
u=G- v

prislusné kédové slovo.
Véta. Kazdy polynomialni (n, k)—kod je linedrni kdd.
DUKAZ. Vyplyva ptimo z vlastnosti déleni polynomu se zbytkem. (I

Napf. matice ptislusna k polynomu p(x) = 1 + x + 2% a odpovidajicimu (6, 3)-

kédu je
1 01
1 1 1
0 1 1
G = 100
01 0
0 0 1

10.43. Véta. Je-li g linearni kodovani s matict

o= (1)

potom zobrazeni h : (Zz)"™ — (7o) s matici
H= (I, P)
ma ndsledugict vlastnosti

(1) Kerh=Imyg

6detaily pozdéji
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(2) prijaté slovo u je kodové slovo prdvé, kdyz je H -u =0
DUkAz. Doddm pozdéji (je snadny) O
Matici H z véty se tikd matice kontroly parity pfilusného (n, k)-kdédu.
10.44. Samoopravné kédy. Jak jsme vidéli, pfenos zpravy u déava vysledek
v=u-+e.

To je ale nad Zy ekvivalentni e = u + v.

Pokud tedy zname podprostor V' C (Z2)™ spravnych kédovych slov, vime u
kazdého vysledku, ze spravné slovo (s opravenymi priipadnymi chybami) je ve tfidé
rozkladu v 4+ V' v prostoru (Z2)"/V.

Zobrazeni h : (Z3)" — (Z9)" % ma V za jadro, proto indukuje injektivni li-
nearni zobrazeni h : (Z2)"/V — (Z3)" *. Jeho hodnoty jsou jednozna¢né urceny
hodnotami H - u.

Definice. Hodnota H - u se nazyva syndrom slova u.

Véta. Dvé slova jsou ve stejné tridé rozkladu uw+ V' prdave, kdyz sdili syndrom.
Samoopravné kédy lze konstruovat tak, ze pro kazdy syndrom urcime prvek v

prislusné tridé, ktery je nejvhodnéjsim slovem.

10.45. Priklady.

10.45.1. Bud ddn (6,3) kdd nad Zo generovany polynomem x> + z% + 1.

(1) Urcete jeho generujici matici a matici kontroly parity.

(2) Dekddujte zpravu 111101 predpokladdte-li, Ze pFi prenosu doslo k nejmensimu
mozZnému poctu chyb.

Reseni.

(1) Protoze se jednd o linearni kéd, staéi uréit jak se zakéduji bazové vektory 1, x
a 2, tedy urcit zbytky polynomu 22, z* a 2® po déleni polynomem x4+ 2% + 1.
Méame
23 = 2241 (mod 2+ 2% +1)
= 2@ =@+ ) =2 +2=2+2+1 (modz®+2?+1)

P = 2@ =c@*+r+) =242 +r=2+1 (mod 2® +2%+1)

Béazové vektory (zpravy) 100, 010 a 001 se tedy zakéduji do vektora (kédi)
101100, 111010 a 110001, generujici matice kédu je tedy

1 11
0 1 1
1 10
G_100
0 10
0 0 1

Matice kontroly parity je pak dle véty |10.43
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(2) Vynéasobime-li pfijatou zpravu 111101 matici kontroly parity, dostavame

o O =
o = O
= o o
o O =
(=R
— ==
O R R =

1

tedy nenulovy vektor a vime, ze pii prenosu doslo k chybé. Syndrom nasi kédové
zpravy je tedy 100. Sestavme tabulku vSech syndromt a jim odpovidajicich
kédovych slov. Syndrom 000 maji vSechna kédova slova. Vsechna slova s danym
syndromem pak dostaneme pfi¢tenim syndromu (doplnéného nulami na délku
kédového slova) ke viem kédovym sloviim.

Syndrom Koédova slova s danym syndromem
000 000000 110001 111010 101100 010110 001011 011101 100111
001 001000 111001 110010 100100 011110 000011 010101 101111
010 010000 100001 101010 111100 000110 011011 001101 110111
100 100000 010001 011010 001100 110110 101011 111101 000111
011 011000 101001 100010 110100 001110 010011 000101 111111
101 101000 011001 010010 000100 111110 100011 110101 001111
110 110000 000001 001010 011100 100110 111011 101101 010111
111 111000 001001 000010 010100 101110 110011 100101 011111

Poc¢inaje druhym fadkem, je kazdy fadek tabulky afinnim prostorem jehoz za-
méfenim je vektorovy prostor dany prvim fadkem (dany kéd je linedrni, vSechna
kédové slova tedy tvori vektorovy prostor). Zejména je tedy rozdil kazdych dvou
slov ve stejném Fadku néjakym kédovym slovem. Tucéné vyznacena slova jsou
takzvani vedouci representanti t¥idy (faddku, afinniho prostoru) odpovidajiciho
danému syndromu. Jsou to slova s nejmensim poctem jednic¢ek v fadku. Uda-
vaji tak nejmensi pocet bitovych zmén, které musime v libovolném slovu na
radku provést, abychom dostali kédové slovo.

Nase kédové slovo ma syndrom 100, vedoucim representantem ve t¥idé to-
hoto syndromu je slovo 100000 a jeho odectenim od obdzeného kédového slova
dostaneme platné kédové slovo 011101. Je to platné kédové slovo s nejmensi Ha-
mmingovou vzdalenosti od obdrzeného slova (pro maly pocet kédovych slov lze
nalézt piimo, pro vétsi pocet je vhodnéjsi — rychlejsi — ndmi uvedend metoda).
Odeslana zprava tedy byla 101.

10.45.2. V linedrnim (6, 3)-kddu nad Zs zadaném matict

SO == O =
= o o o
—_ 0 O = = O

0

byla prijata zprdva 110100. Dekddujte ji (tj. naleznéte odesilanou zprdvu) za pred-
pokladu, Ze pri prenosu doslo k nejmensimu mozZnému poctu chyb.

Reseni. 101 O
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10.45.3. V linedrnim (6, 3)-kddu nad Zs zadaném matici

0 1 1
100
01 0
1 00
01 0
0 0 1

byla prijata zprdva 001001. Dekddujte ji (tj. naleznéte odesilanou zprdvu) za pred-
pokladu, Ze pri prenosu doslo k nejmensimu mozZnému poctu chyb.

Reseni. 011 O

10.45.4. Mdme mnozinu ctyr slov, ktera chceme prendset bindrnim kodem, ktery
by umel opravovat jednoduché chyby. Jakou nejmensi délku kodového slova muzZeme
pouzit, pozadujeme-li, aby véechna kddovad slova méla stejnou délku? Proc?

Reseni. Ozna¢me hledanou délku jako n. Minimalni Hammingova vzdalenost dvou
kédovych slov musi byt alespon tti. To znamend, ze kdyz pokud ve dvou kédovych
slovech zménim jeden bit, nemohu dostat stejna slova. Mnozina slov, které dostanu z
jednoho kédového slova zménou nejvyse jednoho bitu ¢ita (véetné pivodniho slova)
n+1 slov. Pro rtizna kédovéa slova musim dostat rtizné mnoziny. Celkem tedy takto
dostavame 4(n + 1) riznych slov délky n. Slov délky n je ovSem 2", pozadujeme
tedy 4(n+1) < 2™. Tato nerovnost je spliiena az pro n < 5. Kédova slova musi tedy
mit délku minimélné 5. Hledanad kédova slova délky 5 s miniméalni Hammingovou
vzdalenosti 3 jsou naptiklad: 00111, 01001, 10100, 11010. O

10.46. Poznamky o $ifrach. AZ NEKDY BUDE DELSI SEMESTR!!!!



KAPITOLA 11

Statistické metody

Je statistika édsti matematiky?
- kdyZ ano, tak matematiky potrebuje hodné ...

11.1. Pravdépodobnost nebo statistika? Statistika v $irSim slova smyslu je
jakékoliv zpracovani ¢iselnych dat o néjakém souboru objektt a jejich vice ¢i méné
prehledné prezentace. V tomto smyslu hovoiime také o popisné statistice, kdyz
jsou zpracovavana a zpiehledfiovana data o vSech objektech daného souboru (napf.
ro¢ni pt{jmy vSech ob¢ant zpracovavané z kompletnich dat finan¢nich ufadi), a ma-
tematické statistice, kdyz matematickymi metodami zkouméame jen data mensiho
poctu objekti (napt. zjisfujeme tdaje o pfijmech pomoci dat ziskanych u nékolika
nahodile vybranych osob).

Podstatou matematické statistiky je pro prezentovand data zjistovat, jaké vlast-
nosti skuteéné maji objekty, které jou daty popisovany, a zaroven, jak vérohodné
odvozené vysledky jsou. Zpravidla pfitom jde o sbér a zpracovani dat o néjakém
souboru objektd, jejich naslednou analyzu a konecné o vysloveni disledkt pozo-
rovani pro rozsahlejsi soubor objektdl nez jsou ty, jejichz data jsme zpracovavali.
Jinak feceno, vysledkem prace matematického statistika je sdéleni o velkém souboru
objektt na zdkladé studia malé (zpravidla ndhodné vybrané) ¢dsti z nich, spoleéné
s kvalitativnim odhadem vérohodnosti vysledného sdéleni.

Matematicka statistika se opird o teorii pravdépodobnosti, o které jsme néco
malo uvadéli na samotném pocatku nasi cesty matematikou, ve ¢tvrté ¢asti prvni
kapitoly. Zatimco teorie pravdépodobnosti se zabyva modely popisujicimi chovani
abstraktnich soubort (hovofili jsme o pravdépodobnosti jevi z jevového pole), sta-
tistika pracuje se skuteénym ndhodnym vybérem z néjakého zakladniho souboru
a poskytuje podklady pro vybér teoretického pravdépodobnostniho modelu, resp.
kvalitativni informace o jeho parametrech. Uvidime, Ze pfi zpracovavani statistic-
kych dat provadime v podstaté tikony popisné statistiky, teorii pravdépodobnosti
vsak potfebujeme pro vysloveni kvalitativnich idajt o vysledcich.

Ne nahodou se prave k této ¢asti nasich motivacnich naznakt z prvni kapitoly
vracime az na samém konci nasich prednasek. Statistikami je totiz dnes zaplaveno
kdejaké sdéleni, at uz v médiich, politické nebo odborné, nicméné porozumét obsahu
takového sdéleni a pochopit moznosti ¢i opravnénost vyuziti jednotlivych statistic-
kych metod a pojmu si vyzaduje mnoho znalosti z riznych oblasti matematiky,
kterymi jsme dosud prochazeli.

Piiklad. Za soubor objektt vezméme vSechny studenty této prednasky ,,Drsné
matematika®, jako Ciselny tdaj muzeme uvazovat

(1) ,pramérny pocet bodi“ dosazeny pii hodnoceni tohoto pfedmétu v minulém
semestru,
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(2) ,priameérnou znamku“ dosazenou u zkousky z tohoto a z jinych pevné vybranych
predméti,

(3) cislend data vypovidajici o historii dfivéjsiho studia,

(4) pocet pracovnich hodin tydné odpracovanych studentem ¢ studentkou mimo
fakultu

a mnoho dalsich idaji. Zastavme se u prvniho tidaje. Samotny aritmeticky prameér
bodti ndm mnoho nefekne ani o kvalité prednasky ani o kvalité prednasejiciho ani o
samotném hodnoceni konkrétnich studetnti. Mozna nas bude vice zajimat hodnota,
ktera bude ,uprostied souboru“, tj. pocet bodti, pro které je stejné studentt pod ni
a nad ni (nebo obdobné prvni a posledni ¢tvrtina, desetina apod.). VSem takovym
udajim fikame statistiky posuzované veliciny. V uvedenych piikladech se jim fika
medidan, kvartil, decil apod. Takové statistiky budou jisté zajimavé pro samotné
studenty a je docela jednoduché je zavést a spocist.

7 obecné zkusenosti nebo jako vysledek teoretickych ttvah mimo samotnou ma-
tematiku vime, Ze rozumné hodnoceni by na mélo mit tzv. normdlni rozdeleni. Tento
pojem patii do teorie pravdépodobnosti a k jeho zavedeni potfebujeme pomérné
dost matematiky. Porovnanim vysledku tfeba i docela malého nahodného vybéru
studenti s teoretickym predpokladem mtizeme zjistit odhad parametri takového
rozdéleni a ¢init zavéry, zda je celé hodnoceni postaveno rozumné. Zaroven lze z
¢iselnych hodnot nasich statistik pro konkrétni vybér kvalitativné popsat vérohod-
nost nasich zavéra. Stejné tak budeme umét spocist statistiky, které nebudou me-
Fit polohy uvnit¥ daného statistického souboru ale variabilitu sledovanych hodnot.
Tak napriklad kdyz vysledky hodnoceni nebudou vykazovat dostatecnou variabi-
litu, pficemz studenti jisté riizné vykony prokazuji, jde opét o naznak, ze je néco v
neporadku.

Daleko zajimavéjsi vyvody ovsem miizeme ¢init, kdyz porovnanim statistik pro
rizné veliciny uvedené vyse budeme moci dovozovat informace o souvislostech.
Pokud napt. neexistuje zadna dolozitelna souvislost mezi historii pfedchoziho studia
a vysledky v dané prednésce, je jednim z moznych vysvétleni vyvod, Ze je prednaska
prosté Spatna.

Zamysleme se nad zavéry nasich tivodnich tivah:

e V matematice pracujeme s abstraktnim matematickjym popisem pravdépodob-
nosti.

e Vyvody pro konktrétni soubory dat, pro které je zvoleny model relevantni, dava
matematicka statistika.

e To, zda je takovy popis adekvatni pro konkrétni vybér dat, je také mozné
podpofit nebo zavrhnout pomoci metod matematické statistiky.

Nez se pustime do elementarniho naznaku statistickych postupi, budeme se
vénovat chvili matematické pravdépodobnosti.

1. Pravdépodobnost

11.2. Jevova pole. Pred dalsim ¢tenim lze ¢tenaitim viele doporudit zopakovani
obsahu ¢tvrté ¢asti prvni kapitoly (tj. odstavce ??7-??). Tehdy jsme pracovali pfe-
vazné s tzv. klasickou konecnou pravdépodobnosti zavedli jsme zaklady formalismu,
ktery nyni zobrecnime. Hlavni zménou bude, Ze nas zakladni prostor (2 uz nebude
obecné obsahovat jen koneéné mnoho prvki.
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Budeme pracovat s neprazdnou pevné zvolenou mnozinou 2 vSech moznych
vysledkt, kterou nazyvame zdkladni prostor. Prvky w € € predstavuji jednotlivé
mozné vysledky. Systém podmnozin A zékladniho prostoru se nazyva jevové pole a
jeho prvky se nazyvaji jevy, jestlize

o () € A, tj. zdkladni prostor, je jevem,

e je-li A, B € A, pak A\ B € A, tj. pro kazdé dva jevy je jevem i jejich mnoZinovy
rozdil,

e je-li A; € A, i € I, nejvySe spocetny systém jevil, pak také jejich sjednoceni je

jevem, tj. U;erA; € A.

V souladu s obvyklymi verbalnimi popisy skutec¢nych problémt pouzivame také
nasledujici terminologii:

e Komplement A° = Q\ A jevu A je jevem, ktery nazyvame opaény jev k jevu

A.

e Prinik dvou jevl opét jevem, protoze pro kazdé dvé podmnoziny A, B C )
plati
A\ (Q2\ B)=ANnB.

Jevové pole je tedy systém podmnozin zakladniho prostoru uzavieny na ko-
necné priniky, spocetnd sjednoceni a mnozinové rozdily. Jednotlivé mnoziny A € A
nazyvame ndhodné jevy (vzhledem k A).

Jako priklad, pro¢ ndm i u zdanlivé klasickych problému nestaci konecné kla-
sickd pravdépodobnost, mizeme promyslet tfeba experiment, ve kterém opakované
hazime minci dokud nepadne lic. Ptame se, jaka je pravdépodobnost, ze budeme
héazet pravé 3-krat nebo prave 35-krat nebo nejvys 10-krat apod. Elementarni jevy
jsou tedy tvaru wy, € N>j U{oo}, které slovné vyjadiujeme ,lic padne poprvé pravé
v k—tém hodu“.

Zjevné muzeme takovy problém dobte zvladat, kdyz vyjdeme z pravdépodob-
nosti 0,5 pro obé mozné strany mince pfi jednom hodu, nemtzeme ale v abstraktnim
modelu vyloucit moznost neustalych rubt a uz viibec ne omezit celkovy pocet hodu
néjakym povnym prirozenym c¢islem N. Na druhé strané, ocekavana pravdépodob-
nost, ze padne pravé (k — 1)-krét rub v n > k pokusech je ddna zlomkem

271,—k

2n
kde v ¢itateli je po¢et moznosti pfiznivych z n nezévislych hoda (tj. moznosti jak
rozestavit dvé hodnoty do n — k pozic) a ve jmenovateli je pocet vSech moznosti
vysledki. Podle ocekavani tato pravdépodobnost nezavisi na zvoleném n a plati
Sore g 2% = 1 a tedy musi byt pravdépodobnost neustalého opakovani rubu nulova.

=27k

11.3. Pravdépodobnostni prostor. Souvislosti s popisem skute¢nych jevi a je-
jich formalnim pravdépodobnostnim popisem vedou k definicim:

e cely zdkladni prostor Q se nazyva jisty jev, prazdnd podmnoZina § € A se
nazyva memozny jev,

e jednoprvkové podmnoZiny {w} € Q se nazyvaji elementdrni jevy,

o spolecné nastoupent jevi A;, i € I, odpovida jevu N;erA;, nastoupeni alespori
jednoho z jevi A;, i € I, odpovida jevu U;crA;,

e A, B € A jsou neslucitelné jevy, je-li AN B =0,

e jev A mé za dusledek jev B, kdyz A C B,

e je-li A€ A, pak se jev B =Q\ A nazyva opacény jev k jevu A, piSeme B = A°.
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Konecné umime popsat, co je v nasem matematickém modelu pravdépodobnost:

Definice. Pravdépodobnostni prostor je jevové pole A podmnozin (koneéného) z4-
kladniho prostoru 2, na kterém je definovana skalarni funkce P : A — R s nésle-
dujicimi vlastnosti:
e je nezdpornd, tj. P(A) > 0 pro vSechny jevy A,
e je aditivni, tj. P(Uies4i) = > ;c; P(A;), pro kazdy nejvyse spocetny systém
po dvou neslucitelnych jevii,
e pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazjvame pravdépodobnosti na jevovém poli (£2,.4).

Priklad takto definované pravdépodobnosti na nekoneéné mnoziné elementéar-
nich jevi jsme vidéli na konci predchoziho odstavce.
Jako pfimé dusledky nasi definice vidime, Ze pro vSechny jevy plati

P(A°) =1 - P(A).

Zduraznéme také, ze additivnost plati pro jakykoliv spocetny pocet neslucitelnych
jeva A; C Qi € 1, tj.

P(Uic1Ai) = > P(A;), kdykoliv je AN A; =0, # j,i,j €I
iel
Piipomenime si dale klasickou konecnou pravdépodobnost: Necht €2 je konecny
zékladni prostor a necht jevové pole A je pravé systém vsech podmnozin v Q. Kla-

sickd pravdépodobnost je pravdépodobnostni prostor (2, A, P) s pravdépodobnostni
funkci P: A — R,
:@

1€

Zjevné takto zadana funkce skuteéné definuje pravdépodobnost.

P(A)

11.4. Peterburgsky paradox. (Bernoulli, 1738) Typicky ptiklad klasické prav-
dépodobnosti jsou jevy souvisejici s hazenim minci. Predstavme si nasledujici pra-
vidla kasina:

Navstévnik zaplati vklad C' a poté hazi minci. Je-li T' poc¢et hodu potiebnych
k prvni hlavé, pak obdrzi vyhru 27. Jaka je ,fér hodnota® pro vklad C?

Pravdépodobnostni model pro tuto hru jsme zavedli na konci Pravdé-
podobnost, ze padne hlava je u férové mince 1/2, je proto P(T = k) = 27F.
Secteme-li viechny pravdépodobnosti vysledkii vynasobené vyhrami 2¥, dostaneme
Y171 = oo. Zda se proto, ze se vyplati vlozit i velky vklad. ..

Ve skutecnosti simulaci hry zjistime, Ze nezavisle na poctu pokust se prakticky
vsechny vyhry budou pohybovat v rozmezi 3 az 6. Divodem je, ze vysoké vyhry jsou
velice nepravdépodobné a proto je prfi realnych tivahach nelze brat vazné. Zkuste si
promyslet zdivodnéni podrobnéji.

11.5. Podminéna pravdépodobnost. Obvyklé je klast dotazy s dodatecénou
podminkou. Napf. ,jakd je pravdépodobnost, Ze pfi hodu dvémi kostkami padly
dveé pétky, je-li soucet hodnot deset?*. Pfipomeneme, ze formalizovat takové tvahy
umime nasledovné.
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Definice. Necht H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v jevovém poli A v
pravdépodobnostnim prostoru (2, .4, P). Podminénd pravdépodobnost P(A|H) jevu
A € A vzhledem k hypotéze H je definovina vztahem
P(ANH)
P(A|lH) = ————

Definice odpovida pozadavku, Ze jevy A a H nastanou zaroven, za predpokladu,
Ze A nastal s pravdépodobnosti P(AN H)/P(A).
Je také vidét pfimo z definice, hypotéza H a jev A jsou nezavislé tehdy a jen
tehdy, je-li P(A) = P(A|H).
Pfepsanim formule pro podminénou pravdépodobnost dostavame
P(ANB)=P(BNA)=P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).
Véta (Bayesovy véty). Pro pravdépodobnost jevi A a B plati
P(A)P(B|A)
1 P(AB)=——F—~——"+-
P(A)P(B|A)
P(A)P(B|A) + P(A")P(B|A")’
DUKAZ. Prvni tvrzeni je pfepsanim predchozi formule, druhé z prvého plyne
doszenim P(B) = P(A)P(B|A) + P(A")P(B|4’). O

(2) P(A|B) =

11.6. Priklad — preventivni screening. Piedpokladejme, Ze krevni test na HIV
pozitivni osoby mé 99% spravnost v pripadé osoby skuteéné HIV pozitivni. Zaroven
predpokladejme, ze u HIV negativni osoby dopadne test pozitivné v 0.2% pripadi.

Néhodné z populace vybereme osobu a otestujeme pozitivné. S jakou pravdé-
podobnosti je skutecné HIV pozitvni, jestlize ¢etnost vyskytu HIV v populaci je p
promile (tj. p osob z tisice je skuteéné HIV pozitivni).

Oznac¢me A jev, Ze je dana osoba HIV pozitivni, a B jev, ze dand osoba ma
pozitivni test. Dle druhé Bayesovy véty je hledana pravdépodobnost

/1000 - 99/100
/1000 - 99/100 + (1000 — p)/1000 - 2/1000°

Jestlize zvolime za p né€jaké konkrétni Cetnosti, dostaneme pfislusné ocekavatelné
spolehlivosti testu. V nésledujici tabulce je spoéten vysledek pro 100 promile (tj.
jeden z deseti je nemocny), pro 10 promile (tj. kazdy sty ¢lovék je infikovan), 1
promile a 1/10 promile (tj. pouze jeden z deseti tisic je infikovdn — to asi muze
odpovidat realité).

P(A|B) =

p | 100 10 1 0.1
P(A|B) ‘ 0.982 0.8333 0.3313 0.0471

Vysledek asi neodpovida nasi intuici a muze se zdat Sokujici ve vztahu k pouziti
takovychto testti. V pfipadé 0,1 promile nakazenych lidi totiz pfi pozitivnim testu
neméme ani 5% pravdépodobnost, ze je dotcend osoba skutecéné infikovana.

Vsimnéme si také, ze i 100% Géinny test pfi testu pozitvni osoby v podstaté
neovlivni vysledné pravdépodobnosti.

Evidentné prosty vybér ndhodné osoby a pouZiti jediného testu, byt velmi cit-
livého, specifického a u¢inného, nejsou vhodné ani na otestovani skutecného stavu
populace, ani na preventivni vysSetieni jednotlivcti, pokud nemame dalsi podptrné
informace a lepsi néstroje.
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Pravé matematicka statistika dava nastroje na kvalifikovanéjsi postupy v me-
dicinské i pramyslové diagnostice, ekonomickych modelech, vyhodnocovani experi-
mentalnich dat atd. Opiraji se vétSinou o nékolik parametri, které k danému jevu
pfifazujeme a pii praktickém vyhodnocovéni je zjistujeme a zpracovdvame. Jsou
obdobou obycejnych funkci, potfebujeme je ale vztahnout k danému prvdépodob-
nostnimu prostoru.

11.7. Nahodné veliéiny. Vratme se k jednoduchému a nédzornému piikladu sta-
tistik kolem vysledkt studentfﬂ v daném predmétu. Ten je a neni podobny klasické
pravdépodobnosti a s ni souvisejici statistice pri hazeni kostkou.

Na jedné strané mame pouze konecny pocet studentii a pripustili jsme pouze
kone¢ny pocet moznych bodovych hodnoceni prace studenta za semestr (celéd ¢isla
od 0 do 20). Zaroveii ale neni patrné vhodné pfedstavovat si vysledky jednotlivych
studenti jako analogii nezavislého hazeni pravidelnou kostkou (jednak neexituje
pravidelny 21-stén, ale hlavné by to byla skuteéné divné vedend pfednéska). Na
zékladnim (koneéném) prostoru Q vSech student@ mame ve skuteénosti definovanu
funkci bodového ohodnoceni X : 2 — R, kterd méa tu vlastnost, ze miZeme mode-
lovat pravdépodobnosti, ze jeji hodnota pfi ndhodném vybéru studenta padne do
predem zvoleného intervalu. Napf. mtuzeme chtit modelovat pravdépodobnost, ze
student uspél s hodnocenim A nebo B.

Je to typicky priklad ndhodné veliciny a kazda takovd ndhodna veli¢ina je spo-
jena s vhodnou mnozinou jevi. V nasem prikladé bychom tedy méli umét fici prav-
dépodobnost pro kterykoliv interval (a,b) C [0, 20] s redlnymi ¢isly a, b a uzavienymi
i otevienymi konci intervalu. Patrné bychom od rozumné vedené prednasky a dob-
rych studenttt ocekévali, Ze nejvyssi pravdépodobnost vysledku bude lezet nékde
uprostied skaly v ,,aspésném intervalu®, zatimco idedlni vysledek plného bodového
zisku prilis pravdépodobny nebude.

I obecné pro takové ciselné veli¢iny X na zadkladnim prostoru pozadujeme,
abychom mohli pracovat s pravdépodobnostmi prislusnosti hodnoty X do pfedem
zadaného intervalu. Musime proto uvést do souladu pozadavky na pravdépodob-
nostni prostor s vlastnostmi takovych funkeci:

Na prostoru R¥ uvazujme nejmensi jevové pole B obsahujici viechny k-rozmérné
intervaly. Mnozinam v B iikdme Borelovské mnoZiny na RF. Specielné pro k = 1
pujde o vSechny mnoziny, které ze vSech intervalti obdrzime kone¢nymi pruniky a
nejvyse spocetnymi sjednocenimi. E|

Definice. Ndhodnd veli¢ina X na pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P) je ta-
kova funkce X : Q@ — R, ze vzor X !(B) patii do A pro kazdou Borelovskou
mnozinu B € B na R. Redlna funkce Px(B) = P(X!(B)) definovana na vsech
Borelovskych mnozindch B C R se nazyva rozdéleni (pravdépodobnosti) ndhodné
veliciny X

Vsimnéme si, ze pro klasickou kone¢nou pravdépodobnost je ndhodnou veliéi-
nou kazdé realna funkce X : Q — R. Skuteéné, na koneéné mnoziné €2 nabyva X
jen kone¢né mnoho hodnot a kazda podmnozina v ) je jevovym prostorem.

1Myslime samoziejmé na ,studenty a studentky“, pro zestrucnéni textu ale pouzivam po-
dobné jako v legislativnich textech bezpohlavni oznaé¢ni ,student®

2V této souvislosti se Easto také hovoii o tzv. o—algebre Borelovsky meéritelnych mnozin na
RF a nasledujici definici lze formulovat tak, Ze ndhodné veli¢iny jsou Borelovsky méfitelné funkce.
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Rozdéleni pravdépodobnosti nadhodnych veli¢in zadavame nejcastéji pomoci
pravidla, jak roste pravdépodobnost s prirtistkem intervalu B:

11.8. Distribuéni funkce. Definice ndhodné veli¢iny zajistuje, Ze pro vSechny
—00 < a < b < oo existuji pravdépodobnost P(a < X < b), kde pouzivame stru¢né
znadeni pro jev A = (w € ; a < X(w) < b)). Stejné tak existuji pravdépodobnosti
pro hodnoty v intervalech uzavienych nebo z jedné strany uzavienych.

Definice. Distribucni funkci ndhodné veliciny X je funkce F : R — R definovana
pro vSechny = € R Vztaherrﬁ

F(z) = P(X < 2).

11.9. Diskrétni a spojité nahodné veli¢iny. Nahodné veli¢iny se chovaji za-
sadné odlisné podle toho, jestli je veskera nenulova pravdépodobnost ,soustiedéna
do nékolika koneénych hodnot* nebo je naopak ,spojité rozprostiena“ po (¢asti)
realné osy.

Predpokladejme nejprve, ze nahodnd veli¢ina X na pravdépodobnostnim pro-
storu (92, A, P) nabyva jen koneéné mnoha hodnot z1,zs, ..., z, € R. Pak existuje
tzv. pravdépodobnostni funkce f(x) takova, Ze

PX=2z) z=u
flay= { P T o=
0 jinak.
Evidentné Y7 | f(z;) = 1 a pro rozdéleni pravdépodobnosti plati
P(X7'B)= Y f(x:)
x;,€EB
a tedy zejména je distribuc¢ni funkce tvaru
Fx(t) =Y f(z:).
x; <t
Rikédme, Ze X je diskrétni ndhodnd veli¢ina.

Kazda nadhodna veli¢ina definovand pro klasickou pravdépodobnost je diskrétni.

Obdobné lze definici pravdépodobnostni funkce rozsifit na veli¢iny se spocetné
mnoha hodnotami. Pracujeme pak s nekone¢nymi fadami a musime hlidat peclivé
jejich konvergenci.

I kdyz hodnoty nédhodné veli¢iny X nejsou diskrétni, mtizeme postupovat po-
dobné s uzitim idei diferencialniho a integralniho poc¢tu. Intuitivné lze pfi infinite-
simalni zméné hodnoty x o dx uvazovat takto: hustotu f(x) pravdépodobnosti pro
X si pfedstavime jako

Pz < X <z+dzx)= f(z)de.

To znamena, Ze chceme pro —oo < a < b < o

b
(%) Pla<X<b)= / f(z)dz.

Definice. Nahodna veli¢ina X, pro kterou existuje jeji hustota pravdépodobnosti
splitujici (), se nazyva spojitd ndhodnd velicina.

3V literatufe se stejné Casto potkavame také s definici s neostrou nerovnosti, tj. pravdépo-
dobnost P(X = z) je je$té zapocltena také.
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11.10. Véta. Necht X je nahodnd veli¢ina, F(x) je jeji distribucni funkce.

(1) F je zleva spojitcﬁ, lim, , oo =0 alim, ..o =1.

(2) Vidy plati P(a < X < b) = F(b) — F(a).

(3) Je-li X diskrétni s hodnotami x1,...,x,, pak je F(x) po édstech konstantnt,
F(x) =3, o, P(X =2;) a F(z) =1 kdykoliv x > x,,.

(4) Je-li X spojitd, pak je F(x) diferencovatelnd a jeji derivace se rovnd hustoté
pravdépodobnosti X, tj. plati F'(x) = f(z).

DUKAZ. Dodam pozdéji. .. O

11.11. Dusledek. Distribucni funkce nahodné veliciny ma vidy nejvyse spocetné
mnoho bodiu nespojitosti.

DUKAZ. Dodam pozdéji. .. O

Dodat pozndamku o distribuci u veli¢in, které maji spojité i diskrétni chovani soucasné
(Riemann—Stieltjesiv integral a néco malo o mie).

11.12. Priklady diskrétnich rozdéleni. Pozadavky na vlastnosti rozdéleni na-
hodnych veli¢in zpravidla vychéazi z modelovanych situaci a ve skute¢nosti pak ani
nemame moc moznosti, jak rozdéleni pravdépodobnosti mtze vypadat.

Uvedeme nejprve nékolik jednoduchych diskrétnich rozdéleni.
Degenerované rozdéleni Dg(x). Toto rozdéleni odpovidd konstantni hodnoté
X = p. Distribuc¢ni funkce Fx a pravdépodobnostni funkce fx jsou tedy rovny

0 t<pu 1 t=up
FX(t):{l t>p fx(t):{o jinak

Alternativni rozdéleni A(p) popisuje pokus s pouze dvéma moznymi vysledky,
kterym budeme fikat zdar a nezdar. Nahodné veli¢iné X pro urcitost pritadime
hodnotu 0 pro nezdar a 1 pro zdar. Pokud ma zdar pravdépodobnost p, pak nezdar
musi mit pravdépodobnost 1 —p. Jsou tedy distribuc¢ni a pravdépodobnostni funkce
tvaru:

0 t<0 p t=1
Fx(t)={1—-p 0<t<1 fx@®)=<S1-p t=0.
1 t>1 0 jinak

Binomické rozdéleni Bi(n,p) odpovidd n—krat nezdvisle opakovanému pokusu
popsanému alternativnim rozdélenim, pri¢emz nase nahodné veli¢ina méri pocet
zdart. Je tedy zjevné, ze pravdépodobnostni funkce bude mit nenulové hodnoty
pravé v celych ¢islech 0, ..., n odpovidajicim celkovému poctu tspéchi v pokusech
(a nezalezi ndm na potadi). Je tedy

n\ ] )it ;
fX(t):{ét)p (1-p) ;Eai{{(),l,..., }

Na obrazku jsou pravdépodobnostni funkece pro Bi(50, 0.2), Bi(50, 0.5) a Bi(50, 0.9).
Rozdéleni pravdépodobnosti dobfe odpovida intuici, Ze nejvice vysledka bude blizko
u hodnoty np:

4Pokud definujeme distribuéni funkci s neostrou nerovnosti, bude naopak zprava spojita,
ostatni tvrzeni této véty zustavaji v platnosti beze zmeény.
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T d
w a ®

S binomickym rozdélenim se potkavame velice ¢asto v praktickych tlohéch.
Jednou z nich je popis ndhodné veli¢iny, kterd popisuje pocet X predméta v jedné
zvolené prihradek z n moznych, do nichz jsme nahodné rozdélili r predméti. Umis-
téni kteréhokoliv pfedmétu do pevné zvolené prihradky ma pravdépodobnost 1/n
(kazd4 z nich je stejné pravdépodobnd). Zjevné tedy bude pro jakykoliv pocet
k=0,....,r

)Y (-3 - ()

jde proto o rozlozeni X typu Bi(r, 1/n).

Jestlize ndm bude vzristat pocet pfihrddek n spole¢né s poctem predmétid r, tak, ze v
priméru nam na kazdou pFihrddku bude pfipadat (pfiblizné) stejny pocet prvkli A\, mizeme
dobre vyjadfit chovani naseho rozdéleni velic¢in X,, pfi limitnim pfechodu n — oo. Takovéto
chovani popisuje napr. fyzikalni soustavy s velikym poctem molekul plynu. Standardni Gpravy
(s fadnym pfipomenutim analyzy funkci jedné proménné!) vedou pfi limy, oo 7n/n = A k
vysledku:

rn—k
lim P(X, =k)= lim (::) (n-D™"

n—00 n—oo nrn
~ lim Pa(tn —1) .. (rn —k+1) 1 L n
A (n— 1)k Kl n
k _ ™ \ Tn
= ﬁnhngo (1 + —= )
P
Tk

protoze obecné funkce (1 + z/n)™ konverguji stejnomérné k funkci e” na kazdém omezeném
intervalu v R.
Poissonovo rozdéleni Po(\) popisuje ndhodné veli¢iny s pravdépodobnostni funkei

PNAPRED
= teN
t) = k!
Ix(®) {O jinak.

Jak jsme odvodili vyse, toto diskrétni rozdéleni (rozlozené do nekoneéné mnoha
bodu) dobfe aproximuje binomicka rozlozeni Bi(n, A\/n) pro konstantni A > 0 a
veliké n.
Primym vypoctem snadno ovéiime, ze
o0
s Y AF —A+A
Soixk) =Y Tret=er Y L=e o
k=0 k

k
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Takové chovani lze ocekavat pii sledovani vyskytu jevil v prostoru s konstatni
ocekavanou hustotou na jednotku objemu (nap¥. pii sledovani vyskytu bakterii
na sklicku pod mikroskopem, které se stejné pravdépodobné vyskytuji v kterékoliv
jeho ¢4sti). Je-li ,priamérna hustota vyskytu“ v jednotkové plose A, pak pti rozdéleni
celé oblasti na n stejnych ¢asti bude vyskyt k£ jevi v jedné vybrané ¢asti modelovan
nahodnou veli¢inou X s Poissonovym rozdélenim. Takovéto pozorovani pii praktické
diagnostice v biochemické laboratori umozni vypocet docela presného celkového
poctu bakterii ve vzorku ze skutecného poctu odecteného jen v nékolika ndhodné
vybranych maljch ¢astech vzorku.

Dalsi pripak vyskytu Poissonova rozdéleni jsou udalosti, které se vyskytuji na-
hodné v ¢ase a pritom pravdépodobnost vyskytu v nasledujicim ¢asovém intervalu
o jednotkové délce nezavisi na ptredchozi historii a je rovna stale stejné hodnoté
A. Oznacme si nahodnou veli¢inu X; vycislujici pocet vyskytu sledovaného jevu v
intervalu [0, ¢).

Presnéji feceno, pozadujeme aby

e pravdépodobnost udalosti v kazdém &asovém Gseku o délce h byla rovna A\ + o(h)

e pravdépodobnost vice nez jedné udalosti v ¢asovém Gseku délky h je o(h)

e jevy [X¢ =j] a [Xi4n — Xt = k] jsou nezdvislé pro viechny j,k € Na t,h > 0.
Oznadime-li si funkce pi(t) = P(X; = k), k € N, a poloZime pFirozené okrajové podminky
pe(0) =0 pro k > 0 a po(0) = 1, pak limitnimi pfechody s vyuZitim predchozich podminek

po(t) = —Apo(t), t >0, po(0) =1
Pi(t) = =Apk(t) + Apr—1(t), t >0, k>0, pr(0) = 0.

To je nekonedny (!) systém oby&ejnych diferencidlnich rovnic s po¢ate¢ni podminkou, z nichz
prvni ma jediné fedeni po(t) = e~ *'. Pak okamzité miizeme dosadit a vyFesit druhou a obdrzime
p1(t) = Xte ™. Matematickou indukci ted uz snadno dovodime, Ze ve skutenosti ma cely
systém jediné Feseni a to

()"

pe(t) =
Ovéfili jsme tedy, ze pro kazdy proces spliiujici tfi vySe uvedené vlastnosti ma ndhodna velic¢ina
X uddvaji polet vyskytli v Easovém intervalu [0, t) rozdéleni Po(At).
V praxi jsou takové procesy spojeny napft. s poruchovosti stroji a zafizeni.

e ™M t>0, keN.

11.13. Priklady spojitych rozdéleni. Nejjednodusim piikladem spojitého roz-
déleni je tzv. rovnomérné rozdéleni. Na ném lze dobfe ilustrovat, Ze pii jedno-
duse formulovaném pozadavku na chovani rozdéleni ndm nezbude moc prostoru pro
jeho definici. Nyni chceme, aby pravdépodobnost kazdé hodnoty v predem daném
intervalu (a,b) C R byla stejné, tj. hustota fx naSeho rozdéleni ndhodné veli¢iny
X ma byt konstantni. Pak ovsem jsou pro libovolna realné ¢isla —oco < a < b < oo
jen jediné mozné hodnoty

0 t<a 0 t<a
fx(t) =1 3% te(ab) Fx(t)=q &2 te(a,b)
0 t > b, 1 t>b.

Exponencialni rozdéleni ex()) je dalsim rozdélenim, které je snadno uréeno
pozadovanymi vlastnostmi ndhodné veli¢iny. Predpokladejme, Ze sledujeme vyskyt
nadhodného jevu tak, ze vyskyty v neprekryvajicich se intervalech jsou nezavislé. Je-
li tedy P(t) pravdépodobnost, Ze jev nenastane béhem intervalu délky ¢, pak nutné
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P(t+s) = P(t)P(s) pro vSechna t,s > 0. Pfedpokladdejme navic diferencovatelnost
funkce P a P(0) = 1. Pak jisté In P(t + s) = In P(¢) + In P(s), takZe limitnim
prechodem

lim In P(t + s) — In P(t)

s—04 S

= P'(0).

Oznacme si spo¢tenou derivaci zprava v nule jako —\ € R. Pak tedy pro P(t) plati
In P(t) = —At + C a pocateéni podminka dava jediné feSeni

P(t) = e M.

Vsimnéme si, Ze z definice nasich objekt vyplyva, ze A > 0.
Nyni uvazme ndhodnou veli¢inu X udévajici (ndhodny) okamzik, kdy nés jev
poprvé nastane. Ziejmé tedy je distribu¢ni funkce rozdéleni pro X déana

1—e ™ t>0
Fx(t)=1—-P(t) =
x(t) = 1 P(1) {0 o
Je vidét, ze skutecné jde rostouci funkci s hodnotami mezi nulou a jednickou a
spravnymi limitami v +oo.
Hustotu tohoto rozdéleni dostaneme derivovanim distribu¢ni funkce, tj.

= de M >0
X7 o t<0.

Normalni rozdéleni je ze vSech nejdulezitéjsi. Jestlize v binomidlnim roz-
déleni zachovame konstatni Uspésnost p, ale budeme pridavat pocet pokusi n,
bude pravdépodobnostni funkce kupodivu pofadd mit podobny tvar (i kdyz jiné
rozméry). Na obrazku pfi rostoucim n se budou vynesené bodové hodnoty slivat do
kiivky, pro hodnoty Bi(500,0.5) a Bi(5000,0.5) je vysledek vidét na obrazku nize,
rozdéleni Bi(50,0.5) jsme vidéli diive. Treti kiivka na obrazku je grafem funkce

flx) = e=7"/2,

SER—
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Podbizi se proto hledat vhodné spojité rozdéleni, které by meélo hustotu da-
nou néjakou obdobnou funkci. Protoze je e’ /2 vzdy kladné funkce, potfebovali
bychom spocist f: e="/2 dx co# neni pomoci elementarnich funkci mozné. Je vsak
mozné (i kdyZz ne Gplné snadné) ovétit, Ze pFislusny nevlastni integral konverguje k
hodnoté

/ e /2y = V2.
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Odtud vyplyva, ze mozna hustota rozdéleni ndhodného rozdéleni muize byt

1 X
fx(x) = me .

Rozdéleni s touto hustotou se nazyva normdini rozdéleni N(0, 1). P¥islusnou distri-
buéni funkei

x
Fx(z) = / e /2 dy

nelze vyjadrit pomoci elementarnich funkci, pfesto se s ni numericky bézné pocita
(pomoci tabulek nebo softwarovych aplikaci).

Hustoté fx se také ¢asto rikd Gaussova kFivka.

Abychom uméli pofadnéji sformulovat asymptotickou blizkost norméniho a bi-
nomického rozdéleni pro n — oo, musime si vytvorit dalsi nastroje pro praci s
nahodnymi veli¢inami. Budeme k tomu pouzivat funkce dvojim riznym zpisobem.

11.14. Priklady.
11.14.1. Urcete konstantu a tak aby funkce

0 pro x <1
f(z) =< aln(z) pro 1<ax<2
0 pro 2<ux

zaddvala hustotu pravdépodobnosti néjaké nahodné veliciny.

Reseni. Podminka na to, aby zadana funkce zadavala hustotu pravdépodobnosti

je .
[mf(x) 1

Bude potteba spocitat [ In(z) da:

/ln(:v) dz = zln(x) — / 1dz = zln(z) — 2 = z(In(z) — 1).
Celkem . )
[ flz) = /1 aln(z) = afz(In(z) — 1)]? = a(21n(2) — 1),

tedy a = (I

21n(12)—1'
11.14.2. V lese, jehoZ hranice tvori na mapé pravidelny Sestivhelnik se ztratilo dité.
Predpokladejme, Ze pravdépodobnost toho, Ze dité je v urcité casti lesa, je umeérnd
pouze velikosti této cdsti, nikoliv jejimu umistend.
o Jaké je rozdélent pravdépodobnosti vzddlenosti ditéte od zvolené strany (primky)
lesa
o Jaké je rozdéleni pravdépodobnosti vzddalenosti ditéte od nejblizsi strany lesa.

Reseni.

e Necht a je strana Sestitthelnika. Pak rozdéleni pravdépodobnosti je

0 prox <0
) = éaﬁ—&— 3\35& pro0 <z < %\/ga
- —ﬁx—l—ﬁ pro%\/gagxgx/ga ’
0 pro = > /3a

pro cast a.
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e Spoctéme nejprve distribuc¢ni funkci F' hledaného rozlozeni ndhodné veli¢iny X

udévajici vzdalenost ditéte od nejblizsi strany lesa. Vzdalenost se miize pohy-

bovat v intervalu I = (0, @a} Pro y € I potom mame

VB2 (Fa—y)’ 3 2 V3 2
F(y) = P[X < y] = it T 1% MFa—y)”
?aQ 3a?
Celkem tedy
0 proy <0
B g2
F(y) = 1—% proyG(O,@a)
1 pro y > @a
Pro hustotu pravdépodobnosti, ktera je derivaci distribu¢ni funkce dostévame:
0 prox <0
N
flz) = W pro y € {0, @a}
0 pro y > ?a

O

11.14.3. Necht velic¢ina ndhodnd veli¢ina X md rovnomérné rozdéleni na intervalu
(0,7). Urcete distribuéni funkci a hustotu pravdépodobnosti rozdéleni objemu koule
o poloméru X.

Reseni. Uréeme nejprve distribuéni funkei F (pro 0 < d < %7‘(‘7“3)

ng’d}:i/g

)

F(d)=P [470(3 < d] =P

3 4 r
celkem
0 pro <0
Flz)=4 ¢/ 23 pro 0<z< amrd
1 pro x> %m"?’
Derivovanim pak obdrzime hustotu pravdépodobnosti:
0 pro x <0
f@)=¢ Ysgsa75 pro 0<a< dmrd
0 pro x > %m“s

O

11.14.4. Ndhodné roziizneme usecku délky | na dvé casti. Urcete distribucni funkci
a hustotu pravdépodobnosti rozdélent obsahu obdélnika, jehoz délky stran jsou rovny
délkam takto vzniklych usecek.

Reseni. Spocitejme hledanou distr. funkci. Oznaéme jesté X nahodnou veli¢inu s
rovnomérnym rozlozenim na intervalu (0,!) udavajici délku jedné ze stran (délka
druhé je pak | — X). Obsah obdélnika S, tedy soucin x(l — x) pro = € (0,]) muize
ziejmé nabyvat hodnot (0,12/4). Volime-li d € (0,(?/4), mizeme psit

F(d)=P[S <d = P[X(-X)<d
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Hledame tedy ty hodnoty z, pro které je T(l —z) < d. Resime kvadr. nerovnici,
kofeny odpovidajici kvadratické rovnice jsou V’ —dd 5 Iy ’2 4¢ hodnoty x uvnit¥
tohoto intervalu nerovnici nespliuji, hodnoty vne potom ano Je tedy

I—VP—4d 1+VP—4d 1—-VI?P—4d = VI>2—4d

PIX(1-X) < d) = PIX € (0,)\(— =, =2 = = S g Y
Celkem
0 pro <0
F(z) = 1—7”2;“ pro 0§x§§
1 pro x> g

Hustotu pravdépodobnosti pak dostaneme derivaci:
0 pro <0
w(2) ={ i7fm pro 0<z<h
0 pro x > %
(]

11.15. Funkce nahodnych veli¢in. Misto ndhodné veli¢iny X, napf. ,ro¢ni plat
zaméstnance“, budeme vy¢islovat jinou zévislou hodnotu (X), nap¥. ,roéni ¢isty
piijem zaméstnance po zdanéni a vcetné socidlnich davek“. V systému se znacnou
socialni solidaritou je prvni veli¢ina hodné variabilni, zatimco druha muze byt skoro
konstantni. Statisticky se proto budou znac¢né odlisovat.

Nejjednodussi funkcei, po konstantach, je afinni zavislost

Y(x) =a+ bz

s konstatnimi a,b € R, b # 0. Je-li fx(z) pravdépodobnostni funkce nadhodné
veli¢iny s diskrétnim rozdélenim, snadno se vypoéte

foo(y) = P(y(X Z fla
zi)=y
V pripadé afinni zavislosti @ = %(y — a) je proto pravdépodobnostni funkce nenu-
lové pravé v bodech y; = ax; + b. V ptipadé rozdéleni X,, typu Bi(n,p) prevadi
transformace
z =yy/np(l —p)+np

ndhodnou velié¢inu X,, na rozdéleni Y,, s distribuéni funkei blizkou distribu¢ni funkci
spojitého rozdéleni N(0,1).

Podobné zkusme opac¢nou transformaci provést na veli¢inu Y s normalnim roz-
délenim N(0,1). Pro pevné zvolena ¢isla p,0 € R, 0 > 0 spoc¢téme rozdéleni na-
hodné veli¢iny Z = 4 oY . Dostavame distribu¢ni funkci

Fz(z2)=P(Z < z)=P(u +JY<Z)

W e / e /2 gt
\ﬁ

z 1
(T w?
:/ ———e 227 dx,
—oo V21O

kde posledni tprava vychézi ze substituce x = u + ot. Hustota nasi nové ndhodné
veli¢iny Z je proto

1 _(@-w?
fZ = e 2052
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a takovému rozdéleni se ¥ikd normalni typu N(u, o).

11.16. Ciselné charakteristiky ndhodnych veli¢in. Pii statistickém zkoumani
hodnot ndhodnych veli¢in (napf. zpracovani vysledk néjakého méfeni) hleddme
vypovédi o ndhodné veli¢iné pomoci riznych z ni odvozenych Cisel.

Jako nejjednodussi priklad muze slouzit stredni hodnota EX nadhodné veli¢iny
X, kterd je definovana

BX — i wifx (i) pro diskrétni veli¢inu
B ffooo xfx(x)dz pro spojitou veli¢inu.

Obecné stredni hodnota ndhodnych veli¢in nemusi existovat, protoze prislusné sumy
¢i integraly nemusi konvergovat. Obvykle fikame, Ze stfedni hodnota existuje, kdyz
nastava absolutni konvergence.

Stfedni hodnotu mtzeme pfimo vyjadiit také pro funkce Y = 4 (X) ndhodné
veliciny X. V diskrétnim pripadé miizeme piimo spocist

EY =) y;P(Y =y;)
J

:Zyj Y. P(X=ug)

P(zi)=y;

= Zw(xi)P(X = ;).

Je tedy Ev(X) piimo spoc¢itatelnd pomoci pravdépodobnostni funkce fx.
Podobné vyjadifujeme stfedni hodnotu funkce ze spojité ndhodné veli¢iny:

Box0) = [ (@) fx (@)

pokud tento integral absolutné konverguje.

Dalsimi uziteénymi charakteristikami jsou tzv. kvantily. Pro ryze monotoni
distribuéni funkeci Fx (tj. spojitou ndhodnou veli¢inu X s vSude nenulovou hus-
totou, jako je tomu napf. u normdlniho rozdéleni) jde prosté o inverzni funkci
Fi':(0,1) — R. To znamena, Ze hodnota y = F~!(a) je takova, ze P(X < y) = a.

Obecnéji, je-li Fix(z) distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X, pak definujeme
kvantilovou funkci

F~Y(a) =inf{z € R; F(z) > a}, a € (0,1).

Ziejmé jde o zobecnéni predchozi definice.

Nejcast€ji jsou pouzivané kvantily s a = 0.5, tzv. median, s a = 0.25, tzv.
pront kvartil, o = 0.75, tzv. treti kvartil, a podobné pro decily a percentily (kdy
je a rovno ndsobkim desetin a setin). K témto hodnotdm se vratime v popisné
statistice pozdéji.

11.17. Stfedni hodnoty nékterych rozloZeni. Spoctéme si nejprve stiedni
hodnotu nédhodné veli¢iny X s rozdélenim Bi(n, p).

11.18. Elementarni vlastnosti stfedni hodnoty.
11.19. Nahodné vektory.

11.20. Rozptyl a smérodatna odchylka.
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11.20

11.21. Momenty a momentova funkce rozdéleni.
11.21

11.22. Kovariance.

11.22

11.23. Prehled rozdéleni odvozenych od normalniho.
11.23

11.24. Limitni vlastnosti.

11.24| 11.25. Véta (Centralni limitni véta).

11.26. Priklady.

11.26.1. Pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,515. Jakd je pravdépodobnost, Ze
mezi deseti tisici novorozenci bude stejné nebo vice dévéat nez chlapci.

Reseni.
X — 5150 - —150
/5150 - 0,485 ~ /5150 - 0,485
[ —

P[X < 5000] = P| —3,001...] = 0,00135

2. Popisna statistika
11.25

11.27. Soubor hodnot a jeho popis.
o 11.28. Ciselné charakteristiky polohové.
— 11.29. Miry variability souboru.

—— 11.30. Dalsi vybérové koeficienty.

=2 11.31. Diagramy.

3. Matematicka statistika

11.30
11.32. Vybéry z populace. V praxi ¢asto potkavame veliky zakladni statisticky
soubor s N jednotkami, ktery budeme stru¢né nazyvat populace. Na kazdé z N
jednotek pritom muzeme mérit hodnotu néjakého pevné zvoleného ciselného znaku
X, ¢imz bychom celkem ziskali N hodnot x1,29,...,xn. Primér & vSech hodnot
x; oznadime 1 a populaéni rozptyl o2, tj.

1 1
MZNZH% UZZNZ(%—M)2~
=1 L

Je-li nase populace skuteéné velikd, nemtizeme (nebo alespoil z rtznych davodu
nechceme) ziskdvat skuteéné v8echny hodnoty x;. Misto toho provedeme vgbér (tj.
zvolime tzv. vgbérovy soubor) o rozsahu n < N jednotek, ktery bude ,dobfe“
reprezentovat celou populaci. Pro nase potifeby budeme nyni za dobry povazovat
takovy vybér, kdy vSechny n—tice jednotek maji stejnou Sanci na vybrani.
Uvazme neprve pripad, kdy pouzijeme ndhodny vybér bez vracent, tzn. ze po-
stupné vybirdme jednotky jednu za druhou, aniz bychom dosud zpracované do
zékladni populace vraceli. Pro cely vybérovy soubor mame zjevné (ZX ) moznosti a

. . L o . . (N—n)! .
kazdou pevné zvolenou n—tici indexi w mizeme zvolit ( N,n ) zpusoby.
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Pracujeme tedy s koneénym jevovym polem s elementarnimi jevy w a pfirazo-
vani ¢islené charakteristiky x; mé charakter ndhodného vektoru

(X1(w), Xo(w), ..., Xn(w)),

ktery vznika z n—nasobného vybéru elemntarniho jevu w a pfifazeni pfislusné ¢iselné
honoty znaku. Pii vypoctech priméri a rozptyld pracujeme se symetrickymi funk-
cemi, budou nés proto nyni skuteéné zajimat pouze neusporadané n—tice. Kazdy z
takovych vybéri je sjednocenim n! jevii a ma tedy pravdépodobnost —i~.

Chceme nyni oveérit, do jaké miry vede pouZiti standardnich formuli pro vybé-
rové pruméry a rozptyly k dobrym odhadtm skute¢nych hodnot pro celou populaci.
Uvazujme proto ndhodné veli¢iny

a spoctéme jejich stfedni hodnoty:

Véta. Za vyse uvedengych podminek a oznaceni plati
N N —n o?
N-1 N—-1n"

Tvrzeni fesi, zda prumér ¢iselného znaku X populace a prislusny rozptyl tohoto
znaku jsou ve stfedni hodnoté (tj. ,v praméru) stejné jako odpovidajici hodnoty
spoc¢tené na nahodném vybéru. Pokud ano, fikdme, ze jde o nestranné odhady.
Vybérovy prumeér tedy je nestrannym odhadem, zatimco vybérovy rozptyl se jim
stane teprve po korekci koeficientem % K nestrannym odhadim se jesté vratime
obecnéji.

EX =pu, ES?= o, quadvar X =

DUKAZ. Za tim tcdelem si technicky popiSme nase ndhodné vybéry pomoci
N néhodnych veli¢in W;, které jsou definovany tak, aby pro vybér n—tice s bylo
W;(s) =1 pokud i € s a nula jinak (tzv. indikdtory zahrnut?).

DOPLNIT DETAILY .... O
11.31

11.33. Poznamky o statistické indukci.
11.32

11.34. Poznamky o testovani hypotéz.
11.33

11.35. Poznamky o linearnich modelech.

11.34
11.36. Zavérem.

4. Poznamky o nékterych aplikacich

AZ NEKDY BUDE DELSI SEMESTR!!!! (tfeba pravdépodobnostni model da-
tového kandlu, Kalmantv filtr v matematické ekonomii atd.)
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