PB165 Grafy a sité: Uvod k planovani a rozvrhovani




Grafy a sité v planovani a rozvrhovani: osnova

@ Problém rozvrhovani: vlastnosti stroje, omezeni, optimalizace

@ Precedenéni omezeni a disjunktivni grafova reprezentace:
korespondence mezi rozvrhem a grafem

© Planovani projektu (precedencni omezeni):
kriticka cesta, kompromisni heuristika

© Barveni grafu: algoritmus saturace a problémy pfifazeni mistnosti,
rezervaéni problém, planovani operatori
© Hranové ohodnocené grafy: obchodni cestujici, doba na dopravu,
planovani na pocitacovych sitich
Q Planovani s komunikaci a s precedencemi:
planovani seznamem, heuristiky mapovani, shlukovaci heuristiky
@ Paralelni dlohy s pribéznou komunikaci:
vyvazovani zatéze a rozdéleni grafu

Rozvrhovani na Fl: PA167 Rozvrhovani, PA163 Omezujici podminky



Rozvrhovani a planovani (scheduling)

e Zdroj/stroj

o Uloha/aktivita
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o nejdrivéjsi startovni Cas

nejpozdéjsi koncovy Cas

doba trvani (na referencnim zdroji)

pocet zdroji
alternativni zdroje

@ Rozvrhovani
o optimalni alokace/pfifazeni zdroji v Case mnoziné loh

@ omezené mnozstvi zdroji

e maximalizace zisku za danych omezeni

Visopt ShopFloor System



Priklad: rozvrhovani s precedencemi

@ Rozvrhovani 7 Gloh na 2 zdrojich
e doba trvani aGlohy + precedencni podminky
e nalezeni rozvrhu tak, aby se minimalizovala doba nutnd na realizaci
vSech Gloh
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kritickd cesta



Priklad: rozvrhovani s precedencemi

@ Rozvrhovani 7 Gloh na 2 zdrojich
e doba trvani aGlohy + precedencni podminky
e nalezeni rozvrhu tak, aby se minimalizovala doba nutnd na realizaci
vSech Gloh
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kritickd cesta

@ Mozny rozvrh
o na kritické (nejdelsi) cesté nesmi vzniknout zdrzeni
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Ulohy, stroje

Stroje i =1,...,m
Ulohy j=1,...,n
(1,/) operace nebo provadéni alohy j na stroji i
o (loha se maze skladat z nékolika operaci
o priklad: dloha 4 ma tfi operace s nenulovou dobou trvani (2,4),(3,4).(6,4), tj.
je provadéna na strojich 2,3,6
Statické parametry Glohy
o doba trvani pj, p;: doba provadéni alohy j na stroji i
e termin dostupnosti j (release date) r;:
nejdrivéjsi Cas, ve kterém muze byt Gloha j provadéna
e termin dokonceni (due date) d;:
Cas, do kdy musi byt tloha j nejpozdéji dokoncena
o véha w;:
dilezitost Glohy j relativné vzhledem k ostatnim Gloham v systému



Ulohy, stroje

@ Strojei=1,....m
e Ulohy j=1,...,n
@ (i,j) operace nebo provadéni tlohy j na stroji /
o (loha se maze skladat z nékolika operaci
o priklad: dloha 4 ma tfi operace s nenulovou dobou trvani (2,4),(3,4).(6,4), tj.
je provadéna na strojich 2,3,6
@ Statické parametry dlohy
o doba trvani pj, p;: doba provadéni alohy j na stroji i
e termin dostupnosti j (release date) r;:
nejdrivéjsi Cas, ve kterém muze byt Gloha j provadéna
e termin dokonceni (due date) d;:
Cas, do kdy musi byt tloha j nejpozdéji dokoncena
o véha w;:
dilezitost Glohy j relativné vzhledem k ostatnim Gloham v systému
@ Dynamické parametry alohy

e Cas startu alohy (start time) S, S;:
Cas, kdy zacne provadéni alohy j na stroji i
e cas konce dlohy (completion time) Cj;, C;:
Cas, kdy je dokonceno provadéni alohy j na stroji i



Grahamova klasifikace

Grahamova klasifikace a|(3]y
pouziva se pro popis rozvrhovacich problémia

@ «: charakteristiky stroje
e popisuje zptisob alokace loh na stroje

@ [3: charakteristiky aloh
e popisuje omezeni aplikovana na tlohy

@ ~: optimalizagni kritéria


http://www.mathematik.uni-osnabrueck.de/research/OR/class/

Grahamova klasifikace

Grahamova klasifikace a|(3]y

pouziva se pro popis rozvrhovacich problémia

@ «: charakteristiky stroje
e popisuje zptisob alokace loh na stroje

@ [3: charakteristiky aloh
e popisuje omezeni aplikovana na tlohy

@ ~: optimalizagni kritéria

http://www.mathematik.uni-osnabrueck.de/research/0R/class/

@ slozitost a algoritmy pro jednotlivé rozvrhovaci problémy


http://www.mathematik.uni-osnabrueck.de/research/OR/class/

Zakladni stroje

!

Jeden stroj 1: 1]...|...
@ nejjednodussi varianta
@ specialni pfipad dal3ich sloZitéjsich prostfedi stroje

Identické paralelni stroje Pm
e m identickych stroji zapojenych paralelné (se stejnou rychlosti)
@ (loha je dana jedinou operaci
@ Gloha mize byt provadéna na libovolném z m stroji




Stroje s rdiznou rychlosti o

Paralelni stroje s rdiznou rychlosti @m
@ doba trvani dlohy j na stroji / pfimo zavisla na jeho rychlosti v;
° pjj = pj/vi
o priklad:
nékolik pocitaci s riiznou rychlosti procesoru



Stroje s rdiznou rychlosti o

Paralelni stroje s rdiznou rychlosti @m
@ doba trvani dlohy j na stroji / pfimo zavisla na jeho rychlosti v;
° pjj = pj/vi
o priklad:
nékolik pocitaci s riiznou rychlosti procesoru

Nezavislé paralelni stroje s riiznou rychlosti Rm
@ stroje maji riznou rychlost pro riizné alohy
@ stroj / zpracovava Glohu j rychlosti v;;
® pjj = pj/vi
o priklad:
vektorovy pocéita€ pocitd vektorové dlohy rychleji nez klasické PC



Multi-operacni (shop) problémy o)

Multi-operacni (shop) problémy
@ jedna dloha je provadéna postupné na nékolika strojich
o Uloha j se sklada z nékolika operaci (i, )
e operace (i, ) tlohy j je provadéna na stroji i po dobu pj;
o priklad: dloha j se 4 operacemi 1.stroj 4.51r0j
(1.4), (2.7), (3.4). (4.)

3.stroj 2.stroj



Multi-operacni (shop) problémy o)

Multi-operacni (shop) problémy
@ jedna dloha je provadéna postupné na nékolika strojich
o Uloha j se sklada z nékolika operaci (i, )
e operace (i, ) tlohy j je provadéna na stroji i po dobu pj;
o priklad: dloha j se 4 operacemi 1.stroj
(1,)):(2,4),(3,4). (4,)) ) _
Open shop Om 3.stroj 2.stroj
e multi-operacni problém s m stroji (zddné nové vlastnosti)
Job shop Jm
@ multi-operaéni problém s m stroji
@ poradi provadéni operaci je pfedem urceno
o priklad: (2,/) — (1,/) — (3,) — (4,))

4.stroj



Multi-operacni (shop) problémy o)

Multi-operacni (shop) problémy
@ jedna dloha je provadéna postupné na nékolika strojich
o Uloha j se sklada z nékolika operaci (i, )
e operace (i, ) tlohy j je provadéna na stroji i po dobu pj;
o priklad: dloha j se 4 operacemi 1.stroj 4.51r0j
(1,)):(2,4),(3,4). (4,)) ) _
Open shop Om 3.stroj 2.stroj
e multi-operacni problém s m stroji (zddné nové vlastnosti)
Job shop Jm
@ multi-operaéni problém s m stroji
@ poradi provadéni operaci je pfedem urceno
o priklad: (2,/) — (1,/) — (3,) — (4,))

Multi-operaZni problémy = klasické detailné studované problémy
operacniho vyzkumu
@ reédlné problémy mnohem komplikovanégjsi
@ metody feseni lze pouzit jako zdklad pro feSeni slozitéjsich problémi
@ pf. automobilova vyrobni linka



Omezeni I6;

Precedenéni podminky prec
o (loha miaze byt provadéna az po skoneni dalsi(ch) tloh
@ pro llohy a, b piseme a — b, coz znamena S, + p, < S

o

&

Vhodnost stroje M;
e podmnozina strojii M;, na niz Ize provadét alohu j
@ pf. Gloha mize byt provadéna pouze na téch strojich v pocitacové siti,
kde jsou dostupna data



Smérovaci (routing) omezeni
o udavaji, na kterych strojich musi byt Gloha provadéna
@ vazba na smérovani v pocitaovych sitich
@ poradi provadéni tlohy v multi-operaénich problémech
@ job shop problém: poradi operaci predem stanoveno

e open shop problém: poradi operaci alohy (route for the job)
stanoveno az pfi rozvrhovani



Doprava a komunikace tikt, tuls tj
@ doba nutna na pfepravu dlohy j mezi dvéma zafizenimi k a /

o tjy doba na prepravu ze stroje k na stroj / pro tlohu j
o t;; doba nezavisla na tloze
o t; doba nezavisla na strojich

@ omezeni na prepravované/prenasené mnozstvi a moznou dobu prepravy
@ omezeni na propustnost (kapacitu) hrany/linky

@ omezeni na vzdalenost uzld pro prepravu/prenos

tx dano vzdalenosti uzld v siti/grafu:



Optimalizace: makespan v

@ Maximalni ¢as konce tloh (makespan)
Cmax = max(Gy, ..., Gp)
e Priklad: Cnax = max{1,3,4,5,8,7,9} =9

zdoji2z [ 2] | 6 |

zdroj1 (1| 3 [4] 5
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Optimalizace: makespan v

@ Maximalni ¢as konce tloh (makespan)
Cmax = max(Gy, ..., Gp)
e Priklad: Cnax = max{1,3,4,5,8,7,9} =9

zdoji2z [ 2] | 6 |

zdroj1|1] 3 |4 5
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@ Cil: minimalizace makespan €asto
e maximalizuje vykon (throughput)
o zajistuje rovnomérné zatizeni stroji (load balancing)
o priklad: Cpax = max{1,2,4,5,7,4,6} =7
zaoj2| 2 | 6] 5 |
Zdroj1|1] 8 [4]7]

I T T T T T T T T T

cas

@ Velmi Casto pouZzivané kritérium



Optimalizace: zpozdéni vy

@ Zpozdéni (lateness) alohy j: L; = C; — d;
o Cil: minimalizace zpozdéni

Lmax = max(Ly, ..., L)
e Priklad:
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Lmax = max(L1, L2, L3)

max( d1,C2—d2,C3—d3) ==
max(4 — 8,16 — 14 10 — 10) =
= max(—4,2,0) =



Optimalizace: nezaporné zpozdéni v

e Nezaporné zpozdéni (tardiness) tlohy j: T; = max(C; — d,0)
o Cil: minimalizace celkového zpozdéni

n
ZTJ celkové zpozdéni tloh
=1

L1 ] 3 I 2 I

o Pikld: 0 5 10 15
Pt !
d] d3 d2

Ti+T+T3= max(C1 —d1,0)+max(C2—d2,0)+max(C3—d3,0) =
max(4—8,0)+max(16—14,0)+max(10—10,0) = 0+2+0 =2



Optimalizace: nezaporné zpozdéni o

e Nezaporné zpozdéni (tardiness) tlohy j: T; = max(C; — d,0)
o Cil: minimalizace celkového zpozdéni

n
ZTJ celkové zpozdéni tloh
=1

LT || 3 ] 2 |
oPfklad: 0o 5 10 15
Pt !
d 4

Ti+T+T3= max(C1 —d1,0)+max(C2—d2,0)+max(C3—d3,0) =
max(4—8,0)+max(16—14,0)+max(10—10,0) = 0+2+0 =2

o Cil: minimalizace celkového vazeného zpozdéni

n
g w;T; celkové vazené zpozdéni aloh
=1
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Priklady rozvrhovacich problému s Grahamovou klasifikaci

@ 1|prec|Cmax

o planovani aloh provazanych precedencemi na jednom stroji s cilem
minimalizovat makespan



Priklady rozvrhovacich problému s Grahamovou klasifikaci

@ 1|prec|Cmax
o planovani aloh provazanych precedencemi na jednom stroji s cilem
minimalizovat makespan
o Pm|rj, Mj| 3 w; T;
e systém s m stroji zapojenymi paralelng, kde
o (loha j pfijde v ase rj a ma byt naplanovana do Casu d;
o uloha j maze byt naplanovana pouze na podmnoziné stroji dané M;

a pokud neni tloha j zpracovana v¢as, tak je penalizovédna w; T;



Priklady rozvrhovacich problému s Grahamovou klasifikaci

@ 1|prec|Cmax
o planovani aloh provazanych precedencemi na jednom stroji s cilem
minimalizovat makespan
o Pm|rj, Mj| 3 w; T;
e systém s m stroji zapojenymi paralelng, kde
o (loha j pfijde v ase rj a ma byt naplanovana do Casu d;
o uloha j maze byt naplanovana pouze na podmnoziné stroji dané M;
a pokud neni tloha j zpracovana v¢as, tak je penalizovédna w; T;
o Jm||Crnax
o job shop problém, kde je cilem minimalizovat makespan
e velmi Casto studovany a velmi znamy typ job-shop problému



Priklady rozvrhovacich problému s Grahamovou klasifikaci

@ 1|prec|Cmax
o planovani aloh provazanych precedencemi na jednom stroji s cilem
minimalizovat makespan
o Pmliry, Mj| 32 w;T;
e systém s m stroji zapojenymi paralelng, kde
o (loha j pfijde v ase rj a ma byt naplanovana do Casu d;
o uloha j maze byt naplanovana pouze na podmnoziné stroji dané M;
a pokud neni tloha j zpracovana v¢as, tak je penalizovédna w; T;
o Jm||Crnax
o job shop problém, kde je cilem minimalizovat makespan
e velmi Casto studovany a velmi znamy typ job-shop problému
@ Poo|prec|Cnax
e problém s neomezenym poctem strojii zapojenych paralelné, kde jsou
tlohy provazany precedencnimi podminkami a kde je cilem
minimalizovat makespan
o klasicky problém planovani projektu



Uvod k planovani a rozvrhovani

© Grafova reprezentace pro:
@ Precedencni omezeni
@ Disjunktivni grafova reprezentace



Precedencni omezeni

o Uloha miize byt provddéna az po skonceni dalsi(ch) uloh
o Uloha a pred Glohou b: a — b: S, + ps < Sp
e Orientovany acyklicky vrcholové ohodnoceny graf

uzly reprezentuji Glohy

hrany reprezentuji precedencni podminky

ohodnoceni vrcholu reprezentuje dobu trvani

graf bez cykld (pro cyklicky graf neexistuje zadné feSeni)

L@L@“;(@l

O-C-0,

Uloha | Doba | Predchadci
trvani
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N[O OB W N
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Uloha jako obdélnik

o Uloha jako uzel Ize prevést na tloha jako obdelnik

uloha j

L

uloha k

@ Horizontalni strany obdelniku pouzity jako Casové osy
odpovidajici dobé provadéni alohy

zdroj 3
zdroj 2
zdroj 1

cas




Precedencni omezeni: aplikace

o Priklad: zprostfedkovani, instalace
a testovani rozsahlého pocitacového systému

e projekt zahrnuje

o evaluace a vybér hardware, vyvoj software, nabor a skoleni lidi,
testovani a ladéni systému, ...

e precedencni vztahy

o nékteré Glohy mohou byt provadény paralelné
o (loha musi byt realizovana az po dokonceni jinych aloh

o cil: minimalizovat Cas na realizaci celého projektu, tj. makespan



Precedencni omezeni: aplikace

o Priklad: zprostfedkovani, instalace
a testovani rozsahlého pocitacového systému

e projekt zahrnuje

o evaluace a vybér hardware, vyvoj software, nabor a skoleni lidi,
testovani a ladéni systému, ...

e precedencni vztahy

o nékteré Glohy mohou byt provadény paralelné
o (loha musi byt realizovana az po dokonceni jinych aloh

o cil: minimalizovat Cas na realizaci celého projektu, tj. makespan
@ Obecné: problémy planovani projektu
o pristi prednaska

@ Rozsireni: planovani workflows
@ orientovany acyklicky graf pro provadéni aloh na pocitacové siti
@ obecné rozsireni: cyklické grafy + podminky vyhodnoceni cykli



Disjunktivni grafova reprezentace a

multi-operacéni rozvrhovani

@ n uloh
@ m stroji
@ Jedna dloha je provadéna postupné na nékolika strojich
e Operace (/,/): provadéni alohy j na stroji /
@ pj: trvani operace (i, )
@ Poradi operaci Glohy je pfedem stanoveno:
o (i,j) — (k,Jj) specifikuje, ze Gloha j ma byt provadéna na stoji i drive
nez na stroji k
Cil: rozvrhovat alohy na strojich

e bez prekryti na strojich
o bez prekryti v ramci alohy
e minimalizace makespan C,ax

tedy jedna se o job shop problém s minimalizaci makespan Jm||Crax



Aplikace: automobilova montazni linka

@ Rozdilné typy aut na montazni lince

e dvou-dverové kupé, Ctyr-dverovy sedan, ...
e rozdilné barvy

e rozdilné vybaveni: automatickad vs. manualni prevodovka, posuvna
strech, ...

o Kritickd mista (bottlenecks)

o C

N

e vykon stroje ovlivhuje tempo vyroby
e napf. lakovani (zména barvy vyzaduje Casové narocné Cisténi)

e maximalizace vykonnosti vhodnym serazenim automobild,
e rovnomérna pracovni zatéz na jednotlivych vyrobnich mistech



Priklad: job shop problém

Data:
o stroje: M1, M2 M3

@ dlohy: J1:(3,1) — (2,1) — (1,1)
J2:(1,2) — (3,2)
J3:(2,3) — (1,3) — (3,3)
—A
M1 M2 M3

~

@ doby trvani: p31 =4, p21 =2 pll =1
pl2 =3,p32=3
p23=2,p13=4,p33=1



Priklad: job shop problém

Data:
o stroje: M1, M2 M3

@ dlohy: J1:(3,1) — (2,1) — (1,1)
J2:(1,2) — (3,2)
J3:(2,3) — (1,3) — (3,3)
—A
M1 M2 M3

L Y —
@ doby trvani: p31 =4, p21 =2 pll =1
pl2 =3,p32=3
p23=2,p13=4,p33=1
Resenf:




Disjunktivni grafova reprezentace

Graf G = (N,AUB)
@ uzly odpovidaji operacim N = {(/,)|(/,/) je operace}
@ konjunktivni hrany A reprezentuji poradi operaci alohy
o (i,j) — (k,j) € A<= operace (i,j) predchazi (k,;)
disjunktivni hrany B reprezentuji konflikty na strojich
e dvé operace (i,j) a (i,/) jsou spojeny dvéma opacné orientovanymi
hranami

dva pomocné uzly U a V reprezentujici zdroj a stok

hrany z U ke viem prvnim operacim dlohy

hrany ze viech poslednich operaci tlohy do V

7\
/®

P
RN




Pojmy:
@ Podmnozina D C B je nazyvana vybér, jestlize obsahuje z kazdého
paru disjunktivnich hran pravé jednu

e Vybér D je splnitelny, jestlize vysledny orientovany graf
G(D) = (N,AU D) je acyklicky

e jedna se o graf s konjunktivnimi hranami a vybranymi diskjunktnimi
hranami

Poznamky:

@ splnitelny vybér uruje posloupnost, ve které jsou operace provadény
na strojich

@ kazdy (konzistentni) rozvrh jednoznaZné uruje splnitelny vybér

@ kazdy splnitelny vybér jednoznaéné urcuje (konzistentni) rozvrh



Priklad:

V grafu existuje v disledku nevhodného vybéru hran cyklus:



Priklad:

V grafu existuje v disledku nevhodného vybéru hran cyklus:
e (1,2) — (3,2)
° (3,2)—(3,1) —(2,1) — (1,1) — (1,2)

= nelze splnit (k tomuto vybéru neexistuje rozvrh)



Priklad: splnitelny vybér

Jakym zplisobem nalézt rozvrh pro dany splnitelny vybér?

SR

N

Tedy: jakym zpiisobem lze nalézt tento odpovidajici rozvrh:

M1 [ T
I I T




Vypocet rozvrhu pro vybér

Metoda: vypocet nejdelsich cest z U do dalsich uzlt v G(D)

Technicky popis:
e uzly (/,j) maji ohodnoceni pjj;, uzel U ma ohodnoceni 0
o délka cesty i1, in, ..., I souCet ohodnoceni uzld iy, i, ..., 01
e spocitej délku /;; nejdelsi cesty z U do (i,j) a V,
napf. pouzitim Dijkstrova algoritmu



Vypocet rozvrhu pro vybér

Metoda: vypocet nejdelsich cest z U do dalsich uzlt v G(D)

Technicky popis:
e uzly (/,j) maji ohodnoceni pjj;, uzel U ma ohodnoceni 0
o délka cesty i1, in, ..., I souCet ohodnoceni uzld iy, i, ..., 01
e spocitej délku /;; nejdelsi cesty z U do (i,j) a V,
napf. pouzitim Dijkstrova algoritmu

© pro vsechny uzly (i,j) bez predchtdce: [; =0
@ vypocitej postupné pro viechny zbyvajici uzly (i,j) (a pro uzel V):

i = i =1 .
7 Gy Ry T TP



Vypocet rozvrhu pro vybér

Metoda: vypocet nejdelsich cest z U do dalsich uzlt v G(D)

Technicky popis:
e uzly (/,j) maji ohodnoceni pjj;, uzel U ma ohodnoceni 0
o délka cesty i1, in, ..., I souCet ohodnoceni uzld iy, i, ..., 01
e spocitej délku /;; nejdelsi cesty z U do (i,j) a V,
napf. pouzitim Dijkstrova algoritmu

© pro vsechny uzly (i,j) bez predchtdce: [; =0
@ vypocitej postupné pro viechny zbyvajici uzly (i,j) (a pro uzel V):

li max li =l + pij

ek~ (1)

e zahaj operaci (/,) v Case [;

o délka nejdelsi cesty z U do V je rovna makespan
e tato cesta je kriticka cesta



Priklad: vypocet rozvrhu pro vybér
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Konstrukce vybéru pro dany rozvrh

Nalezné&te vybér hran pro dany rozvrh:

M1 T 1
M2 R
M3

0

5 10 12

Konstrukce odpovidajiciho vybéru: vybereme disjunktivni hrany,
které odpovidaji usporadani operaci alohy v rozvrhu

N
S-S




	Terminologie a klasifikace
	Úvod
	Vlastnosti stroje
	Omezení
	Optimalizace
	Príklady

	Grafová reprezentace pro:
	Precedencní omezení
	Disjunktivní grafová reprezentace


