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Plánování projektu

Základní problém plánování projektu
preceden£ní podmínky
paralelní stroj s neomezeným po£tem stroj·

minimalizace maximálního £asu konce úloh (makespan)
relativn¥ jednoduché na °e²ení: metoda kritické (nejdel²í) cesty
princip: nalezneme kritickou cestu a ta ur£uje makespan

21 4 6

3 5 7
1

12 3 4

2 3

Roz²í°ení: variabilní doba trvání
doba trvání úlohy spojena s cenou provád¥ní
optimalizace: kompromis mezi cenou na ukon£ení projektu a cenou za
zkrácení délky úloh
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Popis problému

Popis problému

paralelních stroj
n úloh s preceden£ními omezeními
doba provád¥ní pj
objektivní funkce: minimalizace maximálního £asu konce úloh
(makespan)

P∞|prec |Cmax m ≥ n metoda kritické cesty

Pm|prec |Cmax 2 ≤ m < n NP úplný problém

Zna£ení

S ′j nejd°ív¥j²í startovní £as úlohy j
C ′j = S ′j + pj nejd°ív¥j²í koncový úlohy j
S ′′j nejpozd¥j²í startovní £as úlohy j
C ′′j nejpozd¥j²í koncový £as úlohy j
Precj (p°ímí) p°edch·dci úlohy j
∀k ∈ Precj v²echny úlohy k, které p°edcházejí úlohu j
∀j : k ∈ Precj v²echny úlohy j , které následují úlohu k
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Metoda kritické cesty

Popis algoritmu pro nalezení kritické cesty
dop°edná procedura

start v £ase 0

výpo£et nejd°ív¥j²ího startovního £asu kaºdé úlohy

£as dokon£ení poslední úlohy je makespan

zp¥tná procedura

start v £ase rovném makespan

výpo£et nejpozd¥j²ího startovního £asu, aby byl realizován tento

makespan

Úloha s rezervou (slack job)
její startovní £as m·ºe být odloºen aniº je navý²en makespan

úloha, jejichº nejd°ív¥j²í startovní £as men²í neº nejpozd¥j²í startovní £as

Kritická úloha
úloha, která nesmí být odloºena

úloha, jejíº nejd°ív¥j²í startovní £as je roven nejpozd¥j²ímu start. £asu

Kritická cesta
mnoºina kritických úloh

°et¥z úloh za£ínající v £ase 0 a kon£ící v £ase Cmax
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Kritická cesta: zadání p°íkladu

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

pj 5 6 9 12 7 12 10 6 10 9 7 8 7 5
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P°íklad: dop°edná procedura
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j

legenda

j j jS’  + p  = C’

0+5=5

5+6=11

5+9=14

11+12=23

14+12=26

14+7=21

26+6=32

23+10=33

26+10=36

36+7=43

33+9=42

43+8=51

43+7=50

51+5=56
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P°íklad: zp¥tná procedura
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legenda

j j j

j

C’’ − p  = S’’

56−5=5151−8=43

51−7=44

43−9=34

43−7=36

34−10=24

36−6=30

36−10=26

24−12=12

26−7=19

26−12=14

14−9=5

12−6=6

5−5=0
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Výsledky dop°edné a zp¥tné procedury

51+5=56

43+8=51

43+7=50

36+7=43

33+9=42

26+6=32

23+10=33

26+10=36

11+12=23

14+12=26

14+7=21

5+6=11

5+9=14

0+5=5
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12

j

legenda

j j jS’  + p  = C’

5−5=0

14−9=5

12−6=6 24−12=12

26−7=19

26−12=14

34−10=24

36−6=30

36−10=26

43−9=34

43−7=36

51−8=43

51−7=44

56−5=51
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12

9

legenda

j j j

j

C’’ − p  = S’’
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Porovnání S'j a S� j
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Kritická cesta
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maxC     = 56
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Algoritmus pro nalezení kritické cesty

1 Dop°edná procedura
1 t = 0
2 pro v²echny úlohy j bez p°edch·dce: S ′j = 0,C ′j = pj
3 vypo£ítej postupn¥ pro v²echny zbývající úlohy j :

k1

jk2

k3

S ′j = max
∀k∈Precj

C ′k , C ′j = S ′j + pj

4 optimální makespan je Cmax = max(C ′
1
, . . . ,C ′n)

2 Zp¥tná procedura
t = Cmax

pro v²echny úlohy j bez následníka: C ′′j = Cmax , S
′′
j = Cmax − pj

vypo£ítej postupn¥ pro v²echny zbývající úlohy j :

k3

j

k1

k2 C ′′j = min
∀k:j∈Preck

S ′′k , S ′′j = C ′′j − pj

ov¥°, ºe 0 = min(S ′′
1
, . . . ,S ′′n )
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Cvi£ení

1 Jaká je grafová reprezentace rozvrhovacího problému zadaného

tabulkou:
úloha doba trvání p°edch·dci

1 1 -
2 2 1
3 3 1
4 4 2,5,6
5 5 1,2
6 2 3
7 4 -
8 1 7,9
9 5 4
10 2 8

2 Nalezen¥te kritickou cestu v tomto grafu.

3 Jaký má tento rozvrh makespan?

4 Existují v problému úlohy s rezervou? Pokud ano, uve¤te o které úlohy

se jedná.
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Kompromis mezi £asem a cenou

Lze uvaºovat variabilní dobu trvání úloh
za p°edpokladu vy²²í ceny lze zkrátit dobu provád¥ní

Lineární cena

Doba trvání pmin
j ≤ pj ≤ pmax

j

Marginální cena: cena za zkrácení doby trvání úlohy o 1 £asovou

jednotku
cj =

caj − cbj

pmax
j − pmin

jcj
a

c j
b

pj
min pj

max
doba provádění

prostředky (peníze)

⇒ cena provád¥ní úlohy j po dobu pj : c
b
j + cj(p

max
j − pj)
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Cena za provád¥ní projektu

Fixní reºijní náklady c0 celkem: Cmaxc0
na £asovou jednotku doby provád¥ní projektu

Cena F (pj) za provád¥ní projektu
p°i dob¥ provád¥ní úloh pj

ur£ena jako sou£et

ceny za provád¥ní v²ech úloh
�xních reºijních náklad·

F (pj) = Cmaxc0 +
∑
j

(
cbj + cj(p

max
j − pj)

)
Cíl: ∀j nalézt pj a Sj tak, aby byla F (pj) minimální

cj
a

c j
b

pj
min pj

max
doba provádění

prostředky (peníze)
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Variabilní doba trvání: metody °e²ení

Objektivní funkce: minimální cena projektu

Kompromisní heuristika mezi £asem a cenou
dobrá kvalita rozvrhu
pouºitené i pro nelineární cenu

Dal²í p°ístupy: formulace lineárního programování
systém lineárních nerovnic s lineárním optimaliza£ním kritériem
simplexová metoda
optimální rozvrh
nelineární verze obtíºn¥ °e²itelné
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Kompromisní heuristika mezi £asem a cenou

Po£áte£ní uzel: zdroj

Koncový uzel: stok

�ez: mnoºina uzl·, jejíº smazáním z grafu

se rozpojí zdroj a stok

Minimální °ez: vrácení libovolného uzlu z min. °ezu

do grafu znovu spojí zdroj a stok

řez

zdroj stok

minimální řez
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Kompromisní heuristika: p°íklad

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

pmax
j 5 6 9 12 7 12 10 6 10 9 7 8 7 5

pmin
j 3 5 7 9 5 9 8 3 7 5 4 5 5 2

cbj 20 25 20 15 30 40 35 25 30 20 25 35 20 10

cj 7 2 4 3 4 3 4 4 4 5 2 2 4 8

�xní reºijní náklady na £asovou jednotku c0=6
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Algoritmus kompromisní heuristiky

1 Nastav doby provád¥ní na jejich maximum: pj = pmax
j

Ur£i v²echny kritické cesty s t¥mito dobami provád¥ní
Zkonstruuj graf GCP kritických cest

2 Ur£i v²echny minimální °ezy v GCP

Najdi °ezy, jejichº doba provád¥ní je v¥t²í neº jejich minimum:
pj > pmin

j ∀j ∈ GCP

Pokud takový °ez neexistuje STOP, jinak b¥º na krok 3

3 Pro kaºdý minimální °ez: spo£ítej cenu redukující v²echny doby
provád¥ní o 1 £asovou jednotku
Vyber minimální °ez s nejniº²í cenou
Jestliºe je men²í neº �xní reºijní náklady c0 za £asovou jednotku b¥º na
krok 4, jinak STOP

4 Redukuj v²echny doby provád¥ní v minimálním °ezu o 1 £asovou
jednotku
Ur£i novou mnoºinu kritických cest
Reviduj graf GCP a b¥º na krok 2
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P°íklad (pokra£ování): maximální doba provád¥ní
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maxC     = 56
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Kompromisní heuristika: p°íklad

c0=6

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

pmax
j 5 6 9 12 7 12 10 6 10 9 7 8 7 5

pmin
j 3 5 7 9 5 9 8 3 7 5 4 5 5 2

cbj 20 25 20 15 30 40 35 25 30 20 25 35 20 10

cj 7 2 4 3 4 3 4 4 4 5 2 2 4 8

Náklady na provedení projektu p°i maximální dob¥ trvání úloh

F (pmax
j ) = Cmaxc0 +

∑
j

(
cbj + cj(p

max
j − pmax

j )
)

=

= Cmaxc0 +
∑

j c
b
j =

= 56× 6 + 20 + 25 + 20 + 15 + 30 + 40 + 35 + 25+
+30 + 20 + 25 + 35 + 20 + 10 =

= 336 + 350 = 686
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Podgraf s kritickou cestou (GCP)

Kandidáti na redukci: uzel 11 a uzel 12, vybereme uzel 12

12 141

3

6 9

11

c  = 36 c  = 49

c   = 212 c   = 814c  = 71

c  = 43

Rezy: {1},{3},{6},{9}
          {11},{12},{14}

c   = 211

minimální řez
s nejnižší cenou

➩

ulohy 12 z 8 na 7
redukce doby provádení

Fixní reºijní náklady se redukují z 56× 6 na 55× 6 = 330

Cena za provád¥ní úloh naroste o c12 = 2, tj. 350 + 2 = 352

Celková cena klesla z 686 na 330 + 352 = 682
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Podgraf s kritickou cestou (GCP)

12 141

3

6 9

1311

c  = 36 c  = 49

c   = 413

c   = 212 c   = 814c  = 71

c   = 211c  = 43

Rezy: {1},{3},{6},{9}
          {11},{12,13},{14}

minimální řez
s nejnižší cenou

á

5
9 12 10

7 7
77 na 6

redukce doby trvání ulohy 11 ze 7 na 6

Fixní reºijní náklady se redukují z 55× 6 na 54× 6 = 324

Cena za provád¥ní úloh naroste o c11 = 2, tj. 352 + 2 = 354

Celková cena klesla z 682 na 324 + 354 = 678
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Podgraf s kritickou cestou (GCP)

12 141

3

6 9

1311

C  = 36 C  = 49

C   = 413

C   = 212 C   = 814

C   = 211C  = 43

2 7

10

12 141

3

6 9

1311

C  = 71

C  = 22 C  = 47C  = 34

C   = 510

4

5−2

10−7

5−3

6−5

12−9 10−8

9−5

7−5
12−9

9−7

8−5

další redukce: pro uzel 2 na 5 a pro uzel 11 na 5, ...

7−4

Fixní reºijní náklady se redukují z 54× 6 na 53× 6 = 318

Cena za provád¥ní úloh naroste o c2 + c11 = 2 + 2, tj. 354 + 4 = 358

Celková cena klesla z 678 na 318 + 358 = 676
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Kompromisní heuristika: cvi£ení
Jaká je cena za provád¥ní projektu, pokud jsou doby trvání úloh maximální, tj.

£emu se rovná F (pmax
j ) za následujících p°edpokladú?

�xni reºijní náklady na £asovou jednotku jsou c0 = 4

pmax
j maximální doba trvání úlohy j

pmin
j minimální doba trvání úlohy j

cj marginální cena

cbj cena za provád¥ní úlohy j p°i maximální dob¥ jejího trvání

Precj p°edch·dci úlohy j

j 1 2 3 4 5 6 7 8

pmax
j 4 4 4 4 4 4 3 6

pmin
j 3 2 2 2 2 2 2 6

cbj 20 25 20 15 30 40 35 25

cj 3 5 5 1 2 5 3 5

j 1 2 3 4 5 6 7 8

Precj - 2 4,5 2 2 3,7 5 6

Jak lze cenu za projekt zlep²it, pokud provedeme dva kroky kompromisní

heuristiky? Kterým úlohám upravíte dobu trvání v jednotlivých krocích?
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