PB165 Grafy a site:
Barveni grafu, transport a site



Obsah prednasky

(@ Barveni grafu

Popis problému a jednoduché feseni
o P¥ifazeni mistnosti

o Rezervacni problém

o Rozvrhovani operatoril

©

(@ Transport
o Doba na nastaveni
o Doba na dopravu

(3 Planovani na pocitacové siti
o Uvod
o Paralelni alohy s komunikaci



Barveni grafu

Problém barveni grafu

o Je mozné obarvit vrcholy
grafu s pouzitim n barev tak,
aby zadné dva sousedni
vrcholy nebyly obarveny
stejnou barvou?

Chromatickeé cislo grafu

© Minimalni pocet barev n Barveni grafu a rozvrhovani
nutny k obarveni grafu tak,

by Zadné dva sousedni

vrcholy nebyly obarveny
stejnou barvou. o Rozvrhovani operatort

o Rezervaéni problémy

o Prirazeni mistnosti

NP-Gplny problém



Heuristiky pro barveni grafu se saturaci

o Stupen uzlu
o pocet hran spojenych s uzlem

o Uroven saturace
o pocet riiznych barev spojenych s uzlem

o Intuice
o obarvi uzly s vyssim stupném drive
o obarvi uzly s vyssi arovni saturace drive

o Algoritmus
@ usporadej uzly v klesajicim poradi podle jejich stupné
@ pouzij barvu 1 pro prvni uzel
@ vyber neobarveny uzel s maximalni Grovni saturace
v pripadé volby z nich vyber uzel
s maximéalnim stupném v neobarveném podgrafu
obarvi vybrany uzel s nejmensi moznou barvou
jestlize jsou vSechny uzly obarveny STOP
jinak béz na krok 3

©e



Prirazeni mistnosti

o Problém prirazeni mistnosti

o Gloha = predmét s nékolika schiizkami tydné

o zdroj = mistnost

o dva predméty nesmi byt zaroven vyucCovany ve stejné mistnosti

o viechny schiizky predmétu musi byt vyucovany ve stejné mistnosti

rozvrh: pfifazeni mistnosti kazdému pfedmétu
mozné reseni:
o nalezeni rozvrhu vzhledem k danému poctu mistnosti
o nalezeni rozvrhu s minimalnim poctem mistnosti
o Prirazeni mistnosti jako barveni grafu

o vrchol: predmét
o hrana: mezi predméty, které vyzaduji stejny Cas vyuky
o barva vrcholu: odpovida vybrané mistnosti (zdroji)
o sousedici vrcholy/pfedméty musi mit riizné barvy/mistnosti,
protoze vyzaduji stejny Cas



Prirazeni mistnosti: priklad

Kolik mistnosti je tfeba k rozvrhovani téchto predmétti?

predmét A B C D E
Casy (1,4) (1,3) (2.4) (3,5) (2,5)
stupen 2 2 2 2 2
Reseni:
mistnost Cervena Cervend seda

Cas/ptedmét A B C D
1 + - -
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Prirazeni mistnosti: priklad (pokracovani)

predmét
saturace
stupen neob.

predmét
saturace
stupen neob.
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Prirazeni mistnosti: priklad (dokonceni)

predmét A B C
saturace - -
stupen neob. -




Rezervacni problém

©

Priklady
o rezervace aut
o rezervace pokojii v hotelu
o rezervace strojd v tovarné
o Urgen Casovy interval pro kazdou rezervaci
o pj=1r—d
o p;j doba trvani alohy
o rj termin dostupnosti
o d; termin dokonceni

©

Kazda rezervace vyzaduje zdroj (auto, pokoj, stroj)
o Mozné reSeni

o lze rezervace realizovat s danym poctem zdroja?
o kolik zdroji je tfeba ke splnéni rezervaci?



Rezervacni problém jako barveni grafu

o Vrchol: rezervace

o Hrana: pokud se dvé rezervace prekryvaji v Case
o Barva vrcholu: odpovida vybranému zdroji
o sousedici vrcholy/rezervace musi mit riizné barvy/zdroje,
protoze se prekryvaji v Case
o kolik zdrojii je treba ke splnéni rezervaci
= chromatické ¢islo
o lze rezervace realizovat s danym poctem zdroji
= existuje barveni s danym poctem barev

1 2 3 4 5 6 7 8
o Priklad:[ ;|0 1 1 3 4 5 6 6
d|5 3 4 7 6 7 9 8

Odpovidajici problém barveni grafu:




Rozvrhovani operatorii

o Zadano nékolik riznych operatori
o Uloha potiebuje jeden nebo vice specifickych operatorii

Ulohy vyzadujici stejného operatora nemohou bézet zaroven

©

©

Jednotkova doba trvani tlohy
Mozné reSeni:

(+]

o rozvrzeni vsech Gloh v ramci Casového horizontu
o nalezeni minimalniho Casu (=makespan) tak,
aby byly provedeny vsechny alohy
Rozvrhovani operatorii jako barveni grafu
o vrchol: dloha

o hrana: mezi alohami, které potrebuji stejného operatora
o barva vrcholu: cas pro realizaci alohy

©

o sousedici alohy/vrcholy musi mit rizny Cas/barvu,
protoze vyzaduji stejného operatora

o rozvrzeni viech dloh v ramci €asového horizontu
= existuje barveni s danym poctem barev

o makespan = chromatické cislo grafu



Priklad: planovani schiizek

Vytvof rozvrh pro 5 schiizek se 4 lidmi
o schiizka = dloha, Elovék = operator

o vsechny schizky trvaji jednu hodinu

1 2 3 4 5
Joe 1 1 0 1 1
Lisa 1 1 1 0 0
Jane |1 0 1 0 O
Larsry |O 1 0 1 1
stupen=4 e Mazeme vybrat bud

stUp en=2 0“ e alohu 1 nebo dlohu 2

'@ Napf. vybereme 1 a obarvime
stupen tupen=3 G e barvou 1



Priklad: planovani schiizek (dokonceni)

Uroven saturace = 2 pro uzel 3

OSARO
"g
° e Uroveh saturace = 3 pro uzel 5

Uroven saturace = 1 pro viechny alohy Vyber 5 na obarveni
Vyber 2 vzhledem k nejvys§simu stupni

Uroveii saturace = 2 pro viechny uzly

Vyber 4 vzhledem k nejvyssimu stupni V poslednim kroku obarvi 3
stejnou barvou jako 4

=celkem 4 barvy, tj. makespan=4



Shrnuti

Prirazeni mistnosti

o vrchol: pfedmét tloha
o hrana: mezi pfedméty vyzadujimi stejny ¢as  priinik casovych bodi
o barva vrcholu: odpovida vybrané mistnosti zdroj

o sousedici vrcholy/pfedméty musi mit riizné barvy/mistnosti,
protoze vyzaduji stejny Cas
Rezervacni problém

o vrchol: rezervace tloha
o hrana: pokud se dvé rezervace prekryvaji v Case pranik intervali
o barva vrcholu: odpovida vybranému zdroji zdroj

o sousedici vrcholy/rezervace musi mit riizné barvy/zdroje,
protoze se prekryvaji v Case
Rozvrhovani operatorii

o vrchol: dloha tloha
o hrana: mezi Glohami vyzadujicimi stejného operatora  prinik zdroji
o barva vrcholu: Cas pro realizaci alohy casovy bod

o sousedici alohy/vrcholy musi mit razny ¢as/barvu,
protoze vyzaduji stejného operatora



Cviceni
Jakou grafovou reprezentaci maji nasledujici problémy? Problémy vyfeste a ukazte
postup reseni.
@ Urcete, ve kterych mistnostech se maji konat schiizky tak, aby byla v kazdé
mistnosti nejvySe jedna schizka a pfitom byly schizky organizovany v
uvedenych terminech.

predmét A B C D E
casy (1,35) (2.4) (12) (34) (15

Napovéda: problém prirazeni mistnosti

@ Stroje v tovarné maji byt vyuzivany uvedenymi operacemi v nasledujicich
Casovych intervalech. Urcete, kolik strojii je treba a které stroje budou
vyuzivat jednotlivé operace v pripad€é, ze stroj miize zpracovavat nejvyse
jednu operaci.

operace A B C D E F
interval 1-3 24 14 45 58 56

Napovéda: rezervacni problém



Cviceni (pokracovani)

@ Urcete, kolik Casu je potreba pro realizaci operaci na uvedenych strojich,
jestlize maze byt na kazdém stroji zpracovavana nejvyse jedna operace.
operace 1 2 3 4 5 6 7
stroe AB CD ACE EF EG DG G

Napovéda: rozvrhovani operatort
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Problém obchodniho cestujiciho

Problém obchodniho cestujiciho
o obchodni cestujici musi projet viechna mésta tak, aby

o celkova ujetd vzdalenost (resp. doba cesty) byla minimalni a
o kazdé mésto projel pravé jednou

Grafova reprezentace
o (orientovany) hranové ohodnoceny graf

o vrchol = mésto

©

(orientovand) hrana z A do B = pfima cesta z A do B

o hrany mohou byt orientované, pokud chceme uvazovat raznou
naroCnost v opacnych smérech cesty

o ohodnoceni hrany z A do B = doba nutna na cestu z A do B



Nastavovaci doba a cena (setup time and cost)

o Nastavovaci doba sjj, sj: zavisla na alohach

o udava zavislost na posloupnosti provadéni aloh
o sjj Cas nutny pro provadéni dlohy k po Gloze j na stroji i
o sjx nastavovaci doba nezavisla na stroji

o Problém obchodniho cestujiciho = 1|sj|Cnax
o priklad: cesta pres mésta 12341 odpovidad sy» + S»3 + S34 + Sa1

o Klasicky pfiklad: plnéni limonad do lahvi
o dana cena za nastaveni stroje pfi zméné plnéni typu limonady

9 Scola,voda Svoda,cola Scola,dzus

o posloupnost plnéni: 100 lahvi vody, 50 lahvi coly, 70 lahvi dzusu,

o Nastavovaci cena cj, Cjk
o s prechodem lze spojit i cenu, kterou je nutne zaplatit



Doba na dopravu (transportation time)

Multi-operacni rozvrhovani %
o Gloha se sklada z nékolika operaci
o miize/nemusi byt ureno poradi operaci
o operace ma zadano
o dobu provadéni, konkrétni stroj k provadéni

(*]

stroj: na kazdém stroji maximalné jedna operace
doba na dopravu ty; mezi stroji h a [: zavisla na strojich

o kapacita cest mezi stroji neomezena

o délka cesty mezi stroji = soucet odpovidajicich dob na dopravu

©

o cil: realizovat viechny operace vsech aloh
pfi minimalizaci €asu dokonZ&eni véech aloh
Grafova reprezentace
o orientovany hranové ohodnoceny graf
o vrchol: stroj
o hrana: pokud lze pFejit pfimo z jednoho stroje na druhy
o ohodnoceni hrany: doba na dopravu z jednoho stroje na druhy



Planovani na pocitacové siti

o Stroj: dan pocet procesori
o Ulohy provadény na jednom uzlu pocitadové sité
o vyzaduji nékolik procesori

o Ulohy potfebuji k vypoctu data
o data dané velikosti na jednom nebo vice uzlech
o data je nutné prenést na uzel, kde se Gloha bude pocitat
o realita: data jsou Casto zreplikovana na nékolika uzlech
o Linka:

o propustnost = kapacita linky
o latence = doba nutna na prenos dat po lince
o Cil: realizovat vsechny Glohy tak, jak dynamicky pribyvaji
o Ulohy musi mit dostatek procesorti
o data musi lezet v dobé vypoctu na uzlu, kde se pocita aloha
o je nutné pladnovat i prenosy dat tak, aby bylo mozné data prenést
vzhledem k latenci i propustnosti linek na cesté



Pocitacova sit: grafova reprezentace

©

Vrcholove ohodnoceny neorientovany graf

©

Vrchol: stroj nebo linka

©

Ohodnoceni vrcholu-stroje: pocet procesori

©

Ohodnoceni vrcholu-linky: propustnost linky

o linka je chapana jako zdroj, jehoz kapacita odpovida propustnosti
o doba trvani alohy na lince odpovida latenci

©

Hrany: pokud jsou stroje A a B pfimo spojeny linkou C, pak existuji

hrany AC a BC

] a



Planovani alohy na pocitacové siti: priklad

o Uloha naplanovana
k provadéni na uzlu 1

o Data nauzlech2 a3

, "

a2

Otazky:

o Data jsou prenesena pres D,C a A,B

o Propustnost/kapacita linky/zdrojti A,B,C,D
musi byt v daném Case postacujici

o Celkova doba pfenostu do 1:
max(latenceA+latenceB, latenceD+latenceC)

o Je mozné takovouto tlohu naplanovat za probihajiciho provozu na siti?
o Je mozné ji naplanovat pfri modifikaci cest pro prenosy?
o Obecné: jak naplanovat alohu(y) za daného provozu na sit? smérovani



r s

Paralelni komunikujici @

Paralelni aplikace
o n komunikujicich dloh
@ m procesor(

o nékolik Gloh provadéno zaroven
na kazdém procesoru

Grafova reprezentace

o hranoveé a vrcholové
ohodnoceny neorientovany
graf Vyvazovani zateze (load

balancing): ptifazeni aloh na

procesory tak, aby byla

o ohodnocené vrcholy: dlohy s
danou vypocetni naro€nosti
o vyvazena zatéz jednotlivych

o ohodnocené hrany: priibézne )
procesor{

komunikujici tlohy
s komunikaéni narocnosti o minimalizovana komunikace loh
na riznych procesorech



Rozdeleni grafu

Formulace problému vyvazovani zateze jako
problému rozdéleni grafu (graph partitioning)

Rozdéleni grafu G = (V,E)na V = V4 U .- UV, tak, ze je
oVin---NV,=0
o Gt =V, E),...,Gn=(Vm Em)
o E; tvofeno hranami, jejichz oba vrcholy patfi do V;
o soucet ohodnoceni vrcholil v jednotlivych V; ,zhruba stejny”
o soucet ohodnoceni hran E\{E; U--- E,} spojujicich rizné Vj a Vi

minimalizovan



Rozdeleni grafu a bisekce grafu

Speciélni pfipad: V = V; U V;, bisekce grafu (graph bisection), tj.
z grafu G = (V, E) vytvorime dva podgrafy (Vi, E1) (V2, E2) tak, ze
o V=ViuW, VinV, =10
o E; tvofeno hranami, jejichz oba vrcholy patfi do V;, tj.
Ei,Es CE, EiNE =0, E
o soucet ohodnoceni vrcholii ve Vi a V5 je ,zhruba stejny”
o soucet ohodnoceni hran E\{E; U E»} spojujici vrcholy z Vi a V; je
minimalizovan
Jak nalézt vhodné rozdéleni grafu?
o problém optimalniho rozdéleni je NP-aplny

o uz pro bisekci: prohledani vsech podmnozin mnoziny vrchold
(podmnozina a jeji doplnék tvori Vi a V)

o nutné pouzit dobré heuristiky



Heuristika: opakovana bisekce grafu
Zakladni pouzivany princip pfi rozdéleni grafu:
rozdéleni mnoziny vrchold V na 2k ¢asti:

rekurzivni bisekce grafu k-krat

58 délicich hran



Delici hrany (edge separator) vs.
delici vrcholy (vertex separator)

o Deélici hrany: Es C E déli G po odstranéni Es z E
na dvé stejné velké nesouvisejici komponenty V: Vj a V;

o Delici vrcholy: Vs C V déli G po odstranéni Vs a viech jejich hran
na dvé stejné velké nesouvisejici komponenty V: Vi a V)

Es =
Vs = Cervené vrcholy



Rozdeleni se souradnicemi vrcholi
(partitioning with nodal coordinates)

Myslenka rozdéleni pomoci souradnic vrchol

o kazdy vrchol ma soufadnice v prostoru — rozdeéleni prostoru

Finite Element Mesh of NASA Airfoil
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o pomoci délici pfimky, kterd déli vrcholy v prostoru na poloviny



Opakovana bisekce grafu s delici primkou: priklad
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