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Barvení grafu

Problém barvení grafu

Je moºné obarvit vrcholy
grafu s pouºitím n barev tak,
aby ºádné dva sousední
vrcholy nebyly obarveny
stejnou barvou?

Chromatické £íslo grafu

Minimální po£et barev n

nutný k obarvení grafu tak,
by ºádné dva sousední
vrcholy nebyly obarveny
stejnou barvou.

NP-úplný problém

Barvení grafu a rozvrhování

Rezerva£ní problémy

P°i°azení místností

Rozvrhování operátor·
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Heuristiky pro barvení grafu se saturací

Stupe¬ uzlu
po£et hran spojených s uzlem

Úrove¬ saturace
po£et r·zných barev spojených s uzlem

Intuice
obarvi uzly s vy²²ím stupn¥m d°íve
obarvi uzly s vy²²í úrovní saturace d°íve

Algoritmus
1 uspo°ádej uzly v klesajícím po°adí podle jejich stupn¥
2 pouºij barvu 1 pro první uzel
3 vyber neobarvený uzel s maximální úrovní saturace

v p°ípad¥ volby z nich vyber uzel
s maximálním stupn¥m v neobarveném podgrafu

4 obarvi vybraný uzel s nejmen²í moºnou barvou
5 jestliºe jsou v²echny uzly obarveny STOP

jinak b¥º na krok 3
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Heuristiky pro barvení grafu se saturací
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P°i°azení místností

Problém p°i°azení místností
úloha = p°edm¥t s n¥kolika sch·zkami týdn¥
zdroj = místnost
dva p°edm¥ty nesmí být zárove¬ vyu£ovány ve stejné místnosti
v²echny sch·zky p°edm¥tu musí být vyu£ovány ve stejné místnosti

rozvrh: p°i°azení místnosti kaºdému p°edm¥tu
moºné °e²ení:

nalezení rozvrhu vzhledem k danému po£tu místností
nalezení rozvrhu s minimálním po£tem místností

P°i°azení místností jako barvení grafu
vrchol: p°edm¥t
hrana: mezi p°edm¥ty, které vyºadují stejný £as výuky
barva vrcholu: odpovídá vybrané místnosti (zdroji)

sousedící vrcholy/p°edm¥ty musí mít r·zné barvy/místnosti,
protoºe vyºadují stejný £as
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P°i°azení místností: p°íklad

Kolik místností je t°eba k rozvrhování t¥chto p°edm¥t·?

p°edm¥t A B C D E
£asy (1,4) (1,3) (2,4) (3,5) (2,5)
stupe¬ 2 2 2 2 2

�e²ení:
místnost £ervená ºlutá ºlutá £ervená ²edá

£as/p°edm¥t A B C D E
1 + + - - -
2 - - + - +
3 - + - + -
4 + - + - -
5 - - - + +
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P°i°azení místností: p°íklad (pokra£ování)

p°edm¥t A B C D E
saturace - 1 1 0 0
stupe¬ neob. - 1 1 2 2

p°edm¥t A B C D E
saturace - - 1 1 0
stupe¬ neob. - - 1 1 2
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P°i°azení místností: p°íklad (pokra£ování)

p°edm¥t A B C D E
saturace - 1 1 0 0
stupe¬ neob. - 1 1 2 2

p°edm¥t A B C D E
saturace - - 1 1 0
stupe¬ neob. - - 1 1 2
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P°i°azení místností: p°íklad (dokon£ení)

p°edm¥t A B C D E
saturace - - - 1 1
stupe¬ neob. - - - 1 1
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P°i°azení místností: p°íklad (dokon£ení)

p°edm¥t A B C D E
saturace - - - 1 1
stupe¬ neob. - - - 1 1
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P°i°azení místností: p°íklad (dokon£ení)

p°edm¥t A B C D E
saturace - - - 1 1
stupe¬ neob. - - - 1 1
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Rezerva£ní problém

P°íklady
rezervace aut
rezervace pokoj· v hotelu
rezervace stroj· v továrn¥

Ur£en £asový interval pro kaºdou rezervaci
pj = rj − dj

pj doba trvání úlohy
rj termín dostupnosti
dj termín dokon£ení

Kaºdá rezervace vyºaduje zdroj (auto, pokoj, stroj)
Moºné °e²ení

lze rezervace realizovat s daným po£tem zdroj·?
kolik zdroj· je t°eba ke spln¥ní rezervací?
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Rezerva£ní problém jako barvení grafu

Vrchol: rezervace
Hrana: pokud se dv¥ rezervace p°ekrývají v £ase
Barva vrcholu: odpovídá vybranému zdroji

sousedící vrcholy/rezervace musí mít r·zné barvy/zdroje,
protoºe se p°ekrývají v £ase
kolik zdroj· je t°eba ke spln¥ní rezervací
= chromatické £íslo
lze rezervace realizovat s daným po£tem zdroj·
= existuje barvení s daným po£tem barev

P°íklad:
j 1 2 3 4 5 6 7 8
rj 0 1 1 3 4 5 6 6
dj 5 3 4 7 6 7 9 8

Odpovídající problém barvení grafu: 3

28

7

6

5

1

4
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Rozvrhování operátor·

Zadáno n¥kolik r·zných operátor·
Úloha pot°ebuje jeden nebo více speci�ckých operátor·
Úlohy vyºadující stejného operátora nemohou b¥ºet zárove¬
Jednotková doba trvání úlohy
Moºné °e²ení:

rozvrºení v²ech úloh v rámci £asového horizontu
nalezení minimálního £asu (=makespan) tak,
aby byly provedeny v²echny úlohy

Rozvrhování operátor· jako barvení grafu
vrchol: úloha
hrana: mezi úlohami, které pot°ebují stejného operátora
barva vrcholu: £as pro realizaci úlohy

sousedící úlohy/vrcholy musí mít r·zný £as/barvu,
protoºe vyºadují stejného operátora
rozvrºení v²ech úloh v rámci £asového horizontu
= existuje barvení s daným po£tem barev
makespan = chromatické £íslo grafu
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P°íklad: plánování sch·zek

Vytvo° rozvrh pro 5 sch·zek se 4 lidmi

sch·zka = úloha, £lov¥k = operátor

v²echny sch·zky trvají jednu hodinu

1 2 3 4 5
Joe 1 1 0 1 1
Lisa 1 1 1 0 0
Jane 1 0 1 0 0
Larry 0 1 0 1 1

2

1

5

3

4

stupen=4

stupen=3

stupen=4 stupen=2

stupen=3 5

1 3

2

4

M·ºeme vybrat bu¤
úlohu 1 nebo úlohu 2

Nap°. vybereme 1 a obarvíme
barvou 1

PB165 Grafy a sít¥: Barvení grafu, transport a sít¥ 16/45



P°íklad: plánování sch·zek

Vytvo° rozvrh pro 5 sch·zek se 4 lidmi
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P°íklad: plánování sch·zek
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P°íklad: plánování sch·zek (dokon£ení)

5

1 3

2

4

Úrove¬ saturace = 1 pro v²echny úlohy
Vyber 2 vzhledem k nejvy²²ímu stupni
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Úrove¬ saturace = 2 pro v²echny uzly
Vyber 4 vzhledem k nejvy²²ímu stupni
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Úrove¬ saturace = 2 pro uzel 3
Úrove¬ saturace = 3 pro uzel 5
Vyber 5 na obarvení

5

1 3

2

4 5

1 3

2

4

V posledním kroku obarvi 3
stejnou barvou jako 4
⇒celkem 4 barvy, tj. makespan=4
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P°íklad: plánování sch·zek (dokon£ení)
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P°íklad: plánování sch·zek (dokon£ení)
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P°íklad: plánování sch·zek (dokon£ení)

5

1 3

2

4

Úrove¬ saturace = 1 pro v²echny úlohy
Vyber 2 vzhledem k nejvy²²ímu stupni

� � �� � �� � �� � �� � �� � �

� � �� � �� � �� � �� � �� � �

5

1 3

2

4

Úrove¬ saturace = 2 pro v²echny uzly
Vyber 4 vzhledem k nejvy²²ímu stupni

� � �� � �� � �� � �� � �� � �

� � �� � �� � �� � �� � �� � �

� � �� � �� � �� � �� � �� � �

� � �� � �� � �� � �� � �� � �

5

1 3

2

4

Úrove¬ saturace = 2 pro uzel 3
Úrove¬ saturace = 3 pro uzel 5
Vyber 5 na obarvení

5

1 3

2

4

5

1 3

2

4

V posledním kroku obarvi 3
stejnou barvou jako 4
⇒celkem 4 barvy, tj. makespan=4

PB165 Grafy a sít¥: Barvení grafu, transport a sít¥ 22/45



P°íklad: plánování sch·zek (dokon£ení)
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Shrnutí

P°i°azení místností
vrchol: p°edm¥t úloha
hrana: mezi p°edm¥ty vyºadujími stejný £as pr·nik £asových bod·
barva vrcholu: odpovídá vybrané místnosti zdroj

sousedící vrcholy/p°edm¥ty musí mít r·zné barvy/místnosti,
protoºe vyºadují stejný £as

Rezerva£ní problém
vrchol: rezervace úloha
hrana: pokud se dv¥ rezervace p°ekrývají v £ase pr·nik interval·
barva vrcholu: odpovídá vybranému zdroji zdroj

sousedící vrcholy/rezervace musí mít r·zné barvy/zdroje,
protoºe se p°ekrývají v £ase

Rozvrhování operátor·
vrchol: úloha úloha
hrana: mezi úlohami vyºadujícími stejného operátora pr·nik zdroj·
barva vrcholu: £as pro realizaci úlohy £asový bod

sousedící úlohy/vrcholy musí mít r·zný £as/barvu,
protoºe vyºadují stejného operátora
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Cvi£ení

Jakou grafovou reprezentaci mají následující problémy? Problémy vy°e²te a ukaºte
postup °e²ení.

1 Ur£ete, ve kterých místnostech se mají konat sch·zky tak, aby byla v kaºdé
místnosti nejvý²e jedna sch·zka a p°itom byly sch·zky organizovány v
uvedených termínech.

p°edm¥t A B C D E
£asy (1,3,5) (2,4) (1,2) (3,4) (1,5)

Nápov¥da: problém p°i°azení místností

2 Stroje v továrn¥ mají být vyuºívány uvedenými operacemi v následujících
£asových intervalech. Ur£ete, kolik stroj· je t°eba a které stroje budou
vyuºívat jednotlivé operace v p°ípad¥, ºe stroj m·ºe zpracovávat nejvý²e
jednu operaci.

operace A B C D E F
interval 1-3 2-4 1-4 4-5 5-8 5-6

Nápov¥da: rezerva£ní problém
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Cvi£ení (pokra£ování)

3 Ur£ete, kolik £asu je pot°eba pro realizaci operací na uvedených strojích,
jestliºe m·ºe být na kaºdém stroji zpracovávána nejvý²e jedna operace.

operace 1 2 3 4 5 6 7
stroje A,B C,D A,C,E E,F E,G D,G G

Nápov¥da: rozvrhování operátor·

PB165 Grafy a sít¥: Barvení grafu, transport a sít¥ 26/45



Obsah

1 Barvení grafu
Popis problému a jednoduché °e²ení
P°i°azení místností
Rezerva£ní problém
Rozvrhování operátor·

2 Transport
Doba na nastavení
Doba na dopravu

3 Plánování na po£íta£ové síti
Úvod
Paralelní úlohy s komunikací

PB165 Grafy a sít¥: Barvení grafu, transport a sít¥ 27/45



Problém obchodního cestujícího

Problém obchodního cestujícího
obchodní cestující musí projet v²echna m¥sta tak, aby

celková ujetá vzdálenost (resp. doba cesty) byla minimální a
kaºdé m¥sto projel práv¥ jednou

Grafová reprezentace

(orientovaný) hranov¥ ohodnocený graf

vrchol = m¥sto
(orientovaná) hrana z A do B = p°ímá cesta z A do B

hrany mohou být orientované, pokud chceme uvaºovat r·znou
náro£nost v opa£ných sm¥rech cesty

ohodnocení hrany z A do B = doba nutná na cestu z A do B
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Nastavovací doba a cena (setup time and cost)

Nastavovací doba sijk , sjk : závislá na úlohách
udává závislost na posloupnosti provád¥ní úloh
sijk £as nutný pro provád¥ní úlohy k po úloze j na stroji i
sjk nastavovací doba nezávislá na stroji

Problém obchodního cestujícího = 1|sjk |Cmax

p°íklad: cesta p°es m¥sta 12341 odpovídá s12 + s23 + s34 + s41

Klasický p°íklad: pln¥ní limonád do lahví
dána cena za nastavení stroje p°i zm¥n¥ pln¥ní typu limonády
scola,voda svoda,cola scola,dzus

posloupnost pln¥ní: 100 lahví vody, 50 lahví coly, 70 lahví dºusu,

Nastavovací cena cijk , cjk
s p°echodem lze spojit i cenu, kterou je nutne zaplatit
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Doba na dopravu (transportation time)

Multi-opera£ní rozvrhování
úloha se skládá z n¥kolika operací
m·ºe/nemusí být ur£eno po°adí operací
operace má zadáno

dobu provád¥ní, konkrétní stroj k provád¥ní

stroj: na kaºdém stroji maximáln¥ jedna operace
doba na dopravu thl mezi stroji h a l : závislá na strojích

kapacita cest mezi stroji neomezená
délka cesty mezi stroji = sou£et odpovídajících dob na dopravu

cíl: realizovat v²echny operace v²ech úloh
p°i minimalizaci £asu dokon£ení v²ech úloh

Grafová reprezentace
orientovaný hranov¥ ohodnocený graf
vrchol: stroj
hrana: pokud lze p°ejít p°ímo z jednoho stroje na druhý
ohodnocení hrany: doba na dopravu z jednoho stroje na druhý

PB165 Grafy a sít¥: Barvení grafu, transport a sít¥ 30/45



Plánování na po£íta£ové síti

Stroj: dán po£et procesor·
Úlohy provád¥ny na jednom uzlu po£íta£ové sít¥

vyºadují n¥kolik procesor·

Úlohy pot°ebují k výpo£tu data
data dané velikosti na jednom nebo více uzlech
data je nutné p°enést na uzel, kde se úloha bude po£ítat
realita: data jsou £asto zreplikována na n¥kolika uzlech

Linka:
propustnost = kapacita linky
latence = doba nutná na p°enos dat po lince

Cíl: realizovat v²echny úlohy tak, jak dynamicky p°ibývají
úlohy musí mít dostatek procesor·
data musí leºet v dob¥ výpo£tu na uzlu, kde se po£ítá úloha
je nutné plánovat i p°enosy dat tak, aby bylo moºné data p°enést
vzhledem k latenci i propustnosti linek na cest¥
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Po£íta£ová sí´: grafová reprezentace

Vrcholov¥ ohodnocený neorientovaný graf

Vrchol: stroj nebo linka

Ohodnocení vrcholu-stroje: po£et procesor·
Ohodnocení vrcholu-linky: propustnost linky

linka je chápána jako zdroj, jehoº kapacita odpovídá propustnosti
doba trvání úlohy na lince odpovídá latenci

Hrany: pokud jsou stroje A a B p°ímo spojeny linkou C, pak existují
hrany AC a BC
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Plánování úlohy na po£íta£ové síti: p°íklad

Úloha naplánována
k provád¥ní na uzlu 1

Data na uzlech 2 a 3

Data jsou p°enesena p°es D,C a A,B

Propustnost/kapacita linky/zdroj· A,B,C,D
musí být v daném £ase posta£ující

Celková doba p°enostu do 1:
max(latenceA+latenceB, latenceD+latenceC)

Otázky:
Je moºné takovouto úlohu naplánovat za probíhajícího provozu na síti?
Je moºné ji naplánovat p°i modi�kaci cest pro p°enosy?
Obecn¥: jak naplánovat úlohu(y) za daného provozu na sí´? sm¥rování
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Plánování úlohy na po£íta£ové síti: p°íklad

Úloha naplánována
k provád¥ní na uzlu 1

Data na uzlech 2 a 3

Data jsou p°enesena p°es D,C a A,B

Propustnost/kapacita linky/zdroj· A,B,C,D
musí být v daném £ase posta£ující

Celková doba p°enostu do 1:
max(latenceA+latenceB, latenceD+latenceC)

Otázky:
Je moºné takovouto úlohu naplánovat za probíhajícího provozu na síti?
Je moºné ji naplánovat p°i modi�kaci cest pro p°enosy?
Obecn¥: jak naplánovat úlohu(y) za daného provozu na sí´? sm¥rování
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Paralelní komunikující úlohy

Paralelní aplikace

n komunikujících úloh

m procesor·

n¥kolik úloh provád¥no zárove¬
na kaºdém procesoru

Grafová reprezentace

hranov¥ a vrcholov¥ ohodnocený
neorientovaný graf

ohodnocené vrcholy: úlohy s
danou výpo£etní náro£ností

ohodnocené hrany: pr·b¥ºn¥
komunikující úlohy
s komunika£ní náro£ností

Vyvaºování zát¥ºe (load balancing):
p°i°azení úloh na procesory tak, aby
byla

vyváºená zát¥º jednotlivých
procesor·

minimalizována komunikace úloh
na r·zných procesorech
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Paralelní komunikující úlohy

Paralelní aplikace

n komunikujících úloh

m procesor·

n¥kolik úloh provád¥no zárove¬
na kaºdém procesoru

Grafová reprezentace

hranov¥ a vrcholov¥ ohodnocený
neorientovaný graf

ohodnocené vrcholy: úlohy s
danou výpo£etní náro£ností

ohodnocené hrany: pr·b¥ºn¥
komunikující úlohy
s komunika£ní náro£ností

Vyvaºování zát¥ºe (load balancing):
p°i°azení úloh na procesory tak, aby
byla

vyváºená zát¥º jednotlivých
procesor·

minimalizována komunikace úloh
na r·zných procesorech
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Rozd¥lení grafu

Formulace problému vyvaºování zát¥ºe jako
problému rozd¥lení grafu (graph partitioning)

Rozd¥lení grafu G = (V ,E ) na V = V1 ∪ · · · ∪ Vm tak, ºe je

V1 ∩ · · · ∩ Vm = ∅
G1 = (V1,E1), . . . ,Gm = (Vm,Em)

Ei tvo°eno hranami, jejichº oba vrcholy pat°í do Vi

sou£et ohodnocení vrchol· v jednotlivých Vi �zhruba stejný�

sou£et ohodnocení hran E\{E1 ∪ · · ·Em} spojujících r·zné Vj a Vk

minimalizován
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Rozd¥lení grafu a bisekce grafu

Speciální p°ípad: V = V1 ∪ V2 bisekce grafu (graph bisection), tj. z grafu
G = (V ,E ) vytvo°íme dva podgrafy (V1,E1) (V2,E2) tak, ºe

V = V1 ∪ V2, V1 ∩ V2 = ∅
Ei tvo°eno hranami, jejichº oba vrcholy pat°í do Vi , tj.

E1,E2 ⊂ E , E1 ∩ E2 = ∅, Ei

sou£et ohodnocení vrchol· ve V1 a V2 je �zhruba stejný�

sou£et ohodnocení hran E\{E1 ∪ E2} spojující vrcholy z V1 a V2 je
minimalizován

Jak nalézt vhodné rozd¥lení grafu?
problém optimálního rozd¥lení je NP-úplný

uº pro bisekci: prohledání v²ech podmnoºin mnoºiny vrchol·
(podmnoºina a její dopln¥k tvo°í V1 a V2)

nutné pouºít dobré heuristiky
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Heuristika: opakovaná bisekce grafu

Základní pouºívaný princip p°i rozd¥lení grafu:

rozd¥lení mnoºiny vrchol· V na 2k £ástí:

rekurzivní bisekce grafu k-krát

58 d¥lících hran
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D¥lící hrany (edge separator) vs.
d¥lící vrcholy (vertex separator)

D¥lící hrany: ES ⊆ E d¥lí G po odstran¥ní ES z E
na dv¥ stejn¥ velké nesouvisející komponenty V : V1 a V2

D¥lící vrcholy: VS ⊆ V d¥lí G po odstran¥ní VS a v²ech jejich hran na
dv¥ stejn¥ velké nesouvisející komponenty V : V1 a V2

ES = zelené hrany
VS = £ervené vrcholy
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Rozd¥lení se sou°adnicemi vrchol·
(partitioning with nodal coordinates)

My²lenka rozd¥lení pomocí sou°adnic vrchol·

kaºdý vrchol má sou°adnice v prostoru → rozd¥lení prostoru

pomocí d¥licí p°ímky, která d¥lí vrcholy v prostoru na poloviny
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Opakovaná bisekce grafu s d¥lící p°ímkou: p°íklad
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Opakovaná bisekce grafu s d¥lící p°ímkou: p°íklad
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Opakovaná bisekce grafu s d¥lící p°ímkou: p°íklad
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Opakovaná bisekce grafu s d¥lící p°ímkou: p°íklad
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