IB000 Uvod do informatiky — p¥iklady na procviceni
Sada 1 — Reseni

Upozornéni

Vzorova teseni dostdvdte k dispozici, abyste mohli zkontrolovat sprdavnost svych resen.
Muizete je pouzit i jako ndvody k reseni jednotlivych prikladu tak, Ze je budete cist po
castech a budete se snazit dalsi krok provést vidy sami. Priklady ztrati veskery sviyg
smysl, pokud se je budete ucit jako basnicku. Snazte se nad nimi premyslet a vyresit je
sami, nez se podivdte do vzorovych rTesend.

Téma

Zakladni dikazové techniky. P¥imy dikaz, diitkaz obménou, diikaz sporem. Protiptiklad.
Matematicka indukce.

Priklad 1.

Dokazte nasledujici tvrzeni. Pouzivejte matematické zapisy.

a) Soucet dvou sudych ¢isel je sudé ¢islo.

b) Soucet dvou lichych ¢isel je sudé ¢islo.

c) Je-li 22 sudé éislo, potom i = je sudé éislo. (Vizte vétu 6 z prednasky.)

Reseni

a) Tvrzeni dokdZzeme piimo. Necht 2m a 2n, m,n € Z, jsou dvé libovolna sud4 ¢isla.
Potom 2m + 2n = 2(m + n) je také sudé ¢islo.

b) Toto tvrzeni je analogické pfedchozimu, dokédzeme jej také p¥imo. Necht 2m + 1 a
2n+1, m,n € Z, jsou dvé libovolna liché ¢isla. Potom (2m+1)+(2n+1) = 2(m+n+1)
je ¢islo sudé.

c) Dokézeme obménu tvrzeni. Budeme tedy dokazovat: ,Neni-li x sudé ¢islo, potom x
neni sudé ¢islo.“ Cislo neni sudé pravé tehdy, pokud je liché. Proto mtizeme dokazované
tvrzeni jesté dale upravit na ,,Je-li  liché &slo, potom i 22 je liché &slo.“

Méjme tedy libovolné liché ¢islo 2n + 1, n € Z. Potom (2n + 1)2 —4n’4+4n+1=
= 2(2n% + 2n) + 1 je také liché é&islo.
Protoze plati obménéné tvrzeni, plati i tvrzeni ptvodni.
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Priklad 2.

Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni a jejich platnost dokazte nebo vyvratte.

a) Pro kazdé piirozené ¢islo n plati, Ze (n 4+ 1)3 + (n — 1)3 je délitelné dvéma.

b) Pro kazdé piirozené ¢islo n plati, Ze (n + 1) + (n — 1)3 je délitelné t¥emi.

c) Kazdé ptirozené ¢islo je délitelné dvéma riznymi pfirozenymi ¢isly.
Reseni

a) Tvrzeni plati. Pokud se vam nepodafrilo jej dokazat, zkuste to nyni, kdyz
vite, Ze plati.

Tvrzeni dokdzeme opét primo, algebraickymi ipravami vyrazu.

(n+1P°+(n—1)%=@*+3n+3n+1)+ (0 = 3n? +3n—1) = 2n* + 6n = 2(n® + 3n)
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b) Tvrzeni neplati. Pokud jste tento pfiklad nevyftesili, zkuste to nyni, kdyz

vite, Ze neplati.

Pokud chceme ukéazat, ze tvrzeni neplati, zpravidla byva nejlepsi nalézt protiptriklad.
V ptipadé, ze tvrzeni je ve tvaru implikace, se protiptikladem rozumi konkrétni hodnoty,
které splnuji predpoklady tvrzeni, ale nespliuji jeho zaveér.

Predpokladem tohoto tvrzeni je ,necht n je pfirozené ¢islo“. Zavér tohoto tvrzeni je
svyraz je délitelny tfemi“. Musime tedy nalézt takové pfirozené ¢islo n, pro néjz vyraz
nebude délitelny tfemi. Takovym ¢islem je naptiklad n = 1. Plati

1+132+(1-13>=8

ale 8 neni délitelné tremi.
Existuji i dalsi protiptiklady? Umite je vSechny stru¢né charakterizovat?
c) Tvrzeni neplati. Pokud jste tento piiklad nevyfesili, zkuste to nyni, kdyz
vite, Ze neplati.
Protiprikladem je ¢islo 1, které je délitelné pouze sebou samjm.
Existuji i dalsi protiptiklady? Umite je vSechny stru¢né charakterizovat?

Priklad 3.
Dokazte, ze pro vSechna prirozena cisla n, 0 < n plati:
n n 2
- (x)
i=0 i=0

Reseni
K dtikazu vyuzijeme tvrzeni, jehoz platnost byla dokadzana na prednasce:

zn:i— n(n+1)
(a9
=0

Duikaz povedeme matematickou indukci.
Zdkladni krok. Pro n = 0 rovnost zfejmé plati:

iz‘?’:oz (iz)Q

1=0

Indukcni predpoklad. Predpokladejme, Ze rovnost plati pro néjaké prirozené cislo m.
Pozor: nepredpokladame platnost rovnosti pro vsechna prirozena cisla; to teprve dokazu-
jeme. Predpokladame tedy, ze plati

Indukcni krok. Pomoci indukéniho predpokladu dokazeme, ze rovnost plati i pro
m + 1. Chceme tedy dokazat, ze

m m 2 m+1 m+1 2
Zﬁ:(Zz’) = 223:(22)
1=0 1=0 =0 1=0
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Vyjdeme z pravé strany rovnosti a postupné ji budeme upravovat.

(Tnilzf ((m+1)+§:z’>2(m+1) +2(m +1) Z <§:z)

i=0 i=0 i= i=0
1)
:(m+1)2+2(m+1) m—l— Zz =

(druhy ¢len jsme upravili podle tvrzeni z pfednasky,
tieti ¢len podle indukéniho predpokladu)

m m
= (m+1)%( 1+2 )+ B =(m 1)) P =
1=0 1=0

To jsme meli dokazat.
Alternativné je mozné dosadit vztah z prednasky do dokazovaného vztahu hned a
matematickou indukci dokézat tvrzeni: pro vSechna prirozena ¢isla n, 0 < n plati

23 ”+1)

Diikaz bude zcela analogicky dtikazu tvrzeni z prednasky. Napiste jej.

Priklad 4.

Dokazte, ze pro libovolné pfirozené ¢islo n, 0 < n je Y. ;(2i — 1) druhou mocninou
prirozeného cisla.
Reseni

Onou druhou mocninou pfirozeného é&sla je n?. Budeme tedy dokazovat, Ze

n

d (2i-1)=

i=1

pro vSechna pfirozend ¢isla n, 0 < n. Pokud jste tento pfiklad nevyftesili, zkuste
to nyni.

Tvrzeni dokdzeme matematickou indukei.

Zakladni krok. Pro n = 1 rovnost plati, nebot

1

di-1)=1=1°

i=1

Indukcni krok. V indukénim kroku budeme dokazovat nésledujici implikaci: plati-li
rovnost pro néjaké prirozené ¢islo m, potom plati i pro m + 1. Necht je tedy m takové
piirozené ¢islo, pro néjz plati > - (2i — 1) =



Potom

m—+1 m
S (2i-1)= (2(m+1) —1) +3 2~ 1) = 2m + 1 +m® = (m + 1)?
i=1 i=1

To jsme meli dokazat.

Priklad 5.

Matematickou indukei dokazte tvrzeni (je to zobecnéna trojihelnikova nerovnost):
Pro vsechna kladna prirozena ¢isla n plati

n
i
i=1

kde x1,...,z, jsou libovolna realna cisla.

n
<Dl
i=1

Reseni

Nerovnost nejprve dokazeme pro n = 2. Dokazeme tedy, ze plati |z1 + z2| < |z1| +
+ |z2|. Pokud jste tuto nerovnost brali jako znamy fakt, zkuste ji dokazat
nyni. Dtkaz rozdélime na ¢tyfi pripady.

0 <1, 0 < xzg9. Potom |21 + 22| = 21 + 22 = |z1| + |22].

0 < z1, 2 < 0. Potom |x] +x2| < max(|z1], |z2|) < |z1]|+|z2|. Opravdu chapete,
proc¢ to plati?

x1 < 0, 0 < 9. Analogicky jako predchozi pripad.

r1 <0, 2 < 0. Potom |1 + 29| = —21 — w9 = |z1| + |22].

Pravé dokazané tvrzeni nema zadny vztah ke struktufe dikazu matematickou in-
dukci, ktery provedeme nize. Neni to ani zakladni krok, ani indukéni predpoklad. Je
to ,,jen“ pomocné tvrzeni, které ndm umozni pouzit indukéni predpoklad v indukénim
kroku.

Zdkladni krok. Pro n = 1 dostdvame nerovnost |z1| < |x1|, kterd zfejmé plati pro
libovolné realné ¢islo z.

Indukcni krok. Nechf nerovnost plati pro néjaké prirozené ¢islo m, 0 < m, tedy necht

plati
m m
E z;| < § ||
=1 =1
kde z1,...,xy, jsou libovolnd realna cisla. Musime ukézat, Ze potom nerovnost plati i
) ) J ) p p
pro m + 1. Necht x1,..., 2,11 jsou libovolné realna ¢isla.

m+1 m m m m+1
D owil = e+ wi| < lm] + D wi| <o + D lwil = ) il
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Prvni nerovonost je aplikaci specialniho piipadu pro n = 2, ktery jsme dokazali vyse.
Druhé nerovnost plyne z indukéniho predpokladu.



