IB000 Uvod do informatiky — piiklady na procvieni
Sada 2 — Reseni

Upozornéni

Vzorova teseni dostavdte k dispozici, abyste mohli zkontrolovat sprdvnost svych resent.
Mizete je pouZit 1 jako ndvody k resent jednotlivych prikladi tak, Ze je budete cist po
cdastech a budete se snaZit dalsi krok provést vidy sami. Priklady ztrati veskery svig
smysl, pokud se je budete ucit jako bdsnicku. SnaZte se nad nimi premyslet a vyresit je
sami, neZ se podivdte do vzorovych resent.

Téma

Diikaz vét typu ,tehdy a jen tehdy“. MnozZiny, vztahy mezi mnozinami, operace nad
mnozinami.

Priklad 1.

Rozhodnéte, zda 1 patii do mnoziny (R znad¢i mnozinu redlnych ¢isel, Z zna¢i mnozinu
celych ¢isel)

a) {1,2,{1}}

b) {{1},{{1}}}

¢) {{1,2}, {1, {1}}}

d) {{{1}}}

e) {r € R | x je celé ¢islo vétsi nez 1}

f) {x € R | x je tfeti mocninou pfirozeného ¢isla}

g) {3:+7| z€Z}
Reseni

a) Ano.

b) Ne. MnoZina ma prvky {1} (mnozina obsahujici 1) a {{1}} (mnoZina obsahujici
mnozinu obsahujici 1). Ani jeden z nich nenf 1.

c) Ne. Podobné jako v pfedchozim piikladé méa mnoZina dva prvky (jaké?), ani jeden
z nich neni 1.

d) Ne. MnoZina m4 jediny prvek: mnozinu obsahujici mnoZinu obsahujici 1, coZ neni 1.

e) Ne. ProtoZe 1 je redlné ¢islo, tj. 1 € R, staci ovétit, zda splituje podminku 1 je celé
¢islo vétsi nez 1¢. To ale neni pravda, nebot 1 £ 1.

f) Ano. Podobné jako v pfedchozim prikladé musime ovéfit, zda 1 splituje podminku
,1 je t¥et! mocninou piirozeného &sla“. To plati, protoze 1 = 1% a 1 je pFirozené &slo.

g) Ano. Aby 1 patiila do mnoZiny, musime ovéfit, Ze existuje celociselné feseni rovnice
3z 4+ 7 = 1. ReSenim této rovnice je z = —2, co¥ je celé &slo.

Priklad 2.

V terminech délitelnosti charakterizujte prvky mnoziny
a) {3n | n € No}
b) {4n+2 | n € No}



Reseni
a) MnoZina prirozenych ¢isel délitelnych tfemi.
b) MnoZina ptirozenych ¢isel, jejichZ zbytek po déleni ¢tyfmi je 2.

Priklad 3.

Vy¢tem prvkd popiste nasledujici mnoziny (tj. vypiste vSechny jejich prvky):
a) A =2l
b) B = 2ladal}

c) C = 2labal
d) D = 2{a{beh)
e) £ =20

f) =2

g) G — 20.01)
Reseni
a) A= {0{a}}
b) B ={0,{a},{{a}},{a {a}}}
c) C={0,{a},{b},{c} {a,b},{a,c}, {b,c},{a,b,c}}
d) D = {0,{a},{{b,c}},{a,{b,c}}}
e) b= {0}
f) F={0,{0}}
g) G={0,{0}, {{0}},{0,{0}}}

Jaky je rozdil mezi mnozinami B a G?

Ptiklad 4.

Co miiZete fict o mnoZinach A a B, kdyZ vite, Ze plati nésledujici vztahy? Sva tvrzeni
dokazte. (Napovéda: pouzijte relace C a = mezi mnozinami, pfipadné jiné operace nad
mnozinami a prazdnou mnozinu.)

a) AnB=A
b) AuB=A
c) A\B=A
d) A\B=1
Reseni

a) Plati A C B. Pokud jste na to neprisli, zkuste to nyni alesponn dokazat.
Dokazujeme tvrzeni ,ANB = A implikuje A C B“. Dikaz provedeme ptimo. Nebot
AN B = A, plati A C AN B, neboli kazdy prvek A patii do mnoziny A a zaroven patii
do mnoziny B. Tedy kazdy prvek mnoziny A patii do mnoziny B, tj. A C B.
b) Plati B C A. Pokud jste na to neprisli, zkuste to nyni alesponn dokazat.
Dokazujeme tvrzeni ,A U B = A implikuje B C A“. Podobné jako v pfedchozim
pripadé provedeme dikaz piimo. Nebot AU B = A, plati AUB C A, neboli kazdy prvek
z mnoziny A nebo z mnoziny B je prvkem mnoziny A. Tedy kazdy prvek mnoziny B je
prvkem mnoziny A, tj. B C A.
c) Plati An B = (). Pokud jste na to nepfisli, zkuste to nyni alesponn dokazat.
Dokazujeme tvrzeni ,A\ B = A implikuje A N B = ()“. Dtkaz provedeme sporem.
Necht tedy A\ B = A a zaroveni AN B # (). Protoze AN B je neprazdnd mnozina, existuje
r e ANB,tj. x € Aax € B. Z definice rozdilu mnozin dostavame, 7ze © ¢ A\ B.
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Ovsem x € A, takZe by neplatilo A\ B = A (mnoZiny na levé a pravé strané rovnosti by
se liily v prvku z). TakZe A N B musi byt prazdnd mnoZina.
d) Plati A C B. Pokud jste na to nepfisli, zkuste to nyni alespon dokazat.
Dokazujeme tvrzeni ,A\ B = () implikuje A C B*. Tvrzeni dokdZeme obménou,
budeme tedy dokazovat tvrzeni ;A B implikuje A\ B # ()“.
Necht tedy A € B. Potom existuje x € A takové, 7e x ¢ B. Tedy z definice rozdilu
mnozin vyplyva z € A\ B. Tedy A\ B neni prazdna mnoZina, coZ jsme méli dokazat.

Ptiklad 5.

Méjme mnoziny A a B, A C M a B C M pro n¢jakou mnozinu M. Ukazte, 7e A C B
plati pravé tehdy, kdyz B C A.
Reseni

Jedné se o vétu typu ,tehdy a jen tehdy“. Pfestoze se jedna o velmi jednoduchy
diikaz, budeme se drzet sablony pro dikazy vét tohoto typu. Dokazeme tedy dvé imp-
likace: zleva doprava (=) a zprava doleva (<).

Pripomenme, Ze doplitky mnozin zde implicitné uvazujeme vzhledem k mnoziné M.
Ekvivalence x ¢ C <= =z € C, kde C C M, potom plati pouze tehdy, pokud
se omezime na x € M. Pokud bychom to neudélali, prestane platit implikace jednim
smérem. Kterym? Co se stane s platnosti implikace druhym smérem? Jak se vztahuje
tato poznamka k jednotlivym ¢astem dikazu? Ktery smeér se v které ¢asti pouziva?

,=" Dokazujeme implikaci A C B = B C A, tj. pfedpokladame, 7e¢ A C B. Potom
pro libovolné x € M plati x € A = xr € B. Obménou implikace dostavame, Z%e plati
r¢ B=x¢ A Tedyx € B= x<c A, odkud jiz ptimo plyne B C A.

,<=" Dokazujeme implikaci B C A= A C B. Nechf tedy B C A a uvazujme x € M
libovolné. ProtoZe plati x € B = x € A, plati také v ¢ B = = ¢ A a obménou implikace
dostavame r € A =z € B. Tedy A C B.

Uveédomte si, 7e z v € A = x € B pro x € M mlzeme uzaviit A C B pouze tehdy,
pokud A C M. Co by se stalo, kdyby to nebyla pravda? Najdéte protiptiklad.

Priklad 6.

Dokazte, 7e plati
{2241 2€Z}={22-1|2€Z}

kde Z zna¢i mnozinu vsech celych disel.
Reseni

Mame dokazat rovnost dvou mnozin. Musime tedy dokézat inkluzi zleva doprava a
zprava doleva. Oznacme

A={224+1|2€Z}
B={22-1|z2€Z}

»,C¢ Dokazujeme A C B. K tomu staci dokdzat, 7e x € A = x € B. Necht tedy
x € A. Potom existuje z € Z takové, Ze v =22+ 1 =2(2+ 1) — 1. Oviem 2+ 1 € Z,
takze x € B.

Pokud jste dukaz nezvladli provést sami, zkuste ted sami alespoit druhou
cast.



,2“ Dokazujeme B C A. K tomu stadi dokdzat, 7e x € B = x € A. Nechf tedy
x € B. Potom existuje z € Z takové, 7e x = 2z — 1 = 2(2 — 1) + 1. Protoze z — 1 € Z,
plati x € A.

Priklad 7.
Dokazte, 7e pro kazdé n € N, n > 0 plati

Ja=N=
=1 =1

kde A;, ¢ =1,...,n jsou libovolné mnoziny.
Napovéda: v8imnéte si podobnosti s pfikladem 5 prvni sady.

Reseni

Abychom mohli mluvit o doplitku mnoziny, musime specifikovat néjakou jeji nad-
mnozinu, vhledem k niz budeme dopliiek uréovat. V tvrzeni neni Zadna takovd mnozina
explicitné uvedena. Tvrzeni by tedy meélo implicitné platit pro kazdou takovou mnozinu,
vzhledem k niZz mé smysl urcovat doplitky. V dal§im budeme predpokladat, Ze pro kazdé
n € N mame libovolnou mnozinu M takovou, %e plati A; € M, i=1,...,n. Bude tedy
mit smysl vzhledem k ni urc¢ovat doplitky mnozin.

Dtkaz povedeme matematickou indukci vzhledem k n. Pokud jste nepouzili
matematickou indukci, zkuste tvrzeni dokazat i timto zptusobem. PiestoZe se
v zakladnim i indukeéni kroku jedné o dikaz rovnosti mnozin, nebudeme zde dokazovat
dvé inkluze. V zakladnim kroku bude rovnost zfejma, v indukénim kroku vyuZijeme jiz
predem znamé rovnosti mnozin.

Pro n = 1 rovnost ziejmé plati

1 1
Ja-T-N7
=1 =1

Pro ditkaz indukéniho kroku budeme potfebovat rovnost pro n = 2. Tuto rovnost
Ize znadno dokazat jako dvé inkluze. Udélejte to.

AlUAQZA_lﬂA_Q

Necht rovnost plati pro néjaké n € N. Potom

n+1 n
U Ai:AnJrlUUAi
=1 =1

(pouzijeme jiz dokézanou rovnost pro n = 2)

n
= AnJrl N U Az
i=1
(druhy clen upravime podle indukcniho predpokladu)

el g v
=1

n+1
-N&
i—1

Tim jsme rovnost dokazali pro n + 1 a ditkaz matematickou indukci je tak dokoncen.
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