IB000 Uvod do informatiky — piiklady na procvieni
Sada 7 — Reseni

Upozornéni

Vzorova teseni dostavdte k dispozici, abyste mohli zkontrolovat sprdvnost svych resent.
Mizete je pouZit 1 jako ndvody k resent jednotlivych prikladi tak, Ze je budete cist po
cdastech a budete se snaZit dalsi krok provést vidy sami. Priklady ztrati veskery svig
smysl, pokud se je budete ucit jako bdsnicku. SnaZte se nad nimi premyslet a vyresit je
sami, neZ se podivdte do vzorovych resent.

Téma

Relace, vlastnosti relaci. Ekvivalence. Usporadani. Vhodné definované vlastnosti relaci.
Uzavéry relaci.

Priklad 1.

Necht F C 24%F8 je mnozina viech parcidlnich funkei z A do B. Udejte piiklad mnozin A
a B a funkd e, f,g,h € F takovych, Ze v uspofadané mnoziné (F, C) funkce e pokryva
funkce f a g a funkce f je pokryvana funkcemi e a h.
Reseni

Pii feseni pouZijeme zbabély trik. ProtoZe v zadani neni vyZzadovéano, aby f # g a
e # h, z definice relace pokryti musi platit pouze e # f # h a e # g # h. Proto pro
jednoduchost miizeme uvazovat e = h a f = ¢g. Vy v8ak zkuste najit i takovy piiklad,
kde e, f, g a h jsou ¢tyfi navzajem rizné funkce.

Necht A = {a} a B = {b}, odkud F = {0}, {(a,b)}}. Potom e¢ = h = {(a,b)} a
f = g = 0 jsou hledané funkece.

Priklad 2.

Rozhodnéte, zda jsou nasledujici vlastnosti binarnich relaci vhodné definované, a svéi
tvrzeni dokazte. U vlastnosti, které nejsou vhodné definovany, ovétrte, zda spliiuji alespon
jednu z podminek kladenych na vhodné definované vlastnosti.

a) Necht R € M x M je binarni relace na mno#ing M. Rekneme, e relace R ma
hvézdicky pred ocima, jestlize pro kazdé x € M plati: (z,x) € R pravé tehdy, kdyz
(x,y) € R pro v8echna y € M.

b) Necht R C M x M je binarni relace na mnoiné M. Rekneme, e relace R je odpudivd,
jestlize pro kazdé x,y, z € M plati: pokud (z,y) € R a (z,z) € R, potom (y,z2) € R.

c) Necht R C M x M je binirni relace na mno#iné M. Rekneme, e relace R je
pritaZlivd, jestlize pro kazdé x,y € M plati: pokud (x,y) € R, potom existuje z € M
takové, ze (z,2) € Ra (y,2) € R.

d) Nechf R C M x M je binarni relace na mnoziné M. Rekneme, e relace R je divnd,
jestlize Ro R C idyy.

e) Nechf R C M x M je binarni relace na mno#iné M. Rekneme, %e relace R je parciding
funkei z M do M jestlize pro kazdé x,y,z € M plati: pokud (x,y) € R a (z,2) € R,
potom y = z. (DokaZte také, Ze tato definice je konzistentni s obecnou definici parcialni
funkee.)



f) Necht R C M x M je binarni relace na mnoziné M. Rekneme, 7e relace R je totdind
funkei z M do M jestlize pro kazdé x € M existuje y € M takové, Ze (x,y) € R a pro
kazdé x,y,z € M plati: pokud (x,y) € R a (x,2) € R, potom y = z. (Dokazte také, 7e
tato definice je konzistentni s obecnou definici totalni funkce.)

Reseni

a) Vlastnost ,mit hvézdicky pfed o¢ima“ je vhodné definovand. K tomu, abychom
to dokézali, musime ukézat, Ze libovolnd relace s hvézdickami pred odima spliiuje obé
podminky z definice vhodné definované vlastnosti.

Pro prvni podminku predpokladejme, 7e M je mnozina, R C M x M relace na M.
Musime ukézat, ze potom existuje relace S C M x M s hvézdickami pred oc¢ima takova,
7e R C S. Polozme S = M x M. Snadno se ukaze, 7e relace S ma hvézdicky pfed oc¢ima
(udélejte to!), prvni podminka je tedy splnéna.

Pro druhou podminku predpokladejme, ze M je mnozina a pro kazdé ¢ € I, kde I je
indexova mnozina, je R; C M x M relace s hvézdickami pred o¢ima. Musime ukazat, Ze
relace (;c; [t mé také hvézdicky pfed ocima.

Necht (a,a) € (;ey Ri- Potom (a,a) € R; pro kazdé i € I a protoZe relace R; méa
hvézdicky pied ofima pro kazdé ¢ € I, dostavame, %e pro kazdé i € [ plati (a,b) € R;
pro kazdé b € M. Tedy (a,b) € (;c; Ii pro kazdé b € M.

Necht naopak (a,b) € (), .; R: plati pro kazdé b € M. Potom volbou b = a dostavame
(a,a) € mz’e[ R.

Umeli byste k libovolné relaci R C M x M vytvorit jeji uzavér s hvézdickami pred
o¢ima? Pokud ano, jak?

b) Odpudivost je vhodné definovana vlastnost.

Necht M je mnozina, R € M x M relace. Snadno se ovéii, ze M x M je odpudiva
(dokazte!), takze prvni podminka je splnéna.

Pro druhou podminku pfedpokladejme, Ze M je mnozina a pro kazdé ¢ € I, kde
I je indexova mnozina, je R; € M x M odpudiva relace. UkaZeme, Ze (;c; Ri je také
odpudiva relace. Necht x,y, 2 € M jsoulibovolné prvky takové, Ze (z,y), (z, 2) € (\;er Fi-
Potom (x,y), (x,z) € R; pro kazdé i € I. ProtoZe relace R; je odpudiva pro kazdé i € I,
pro kazdé i € I plati (y,2) € R;. Tedy (y, 2) € [;er B, coz bylo dokézat.

Umeli byste k libovolné relaci B C M x M vytvofit jeji odpudivy uzéveér? Pokud
ano, jak?

¢) Pritazlivost neni vhodné definovana vlastnost.
Prvni podminka je splnéna, protoze M x M je piitazliva (dokazte!).

el

Protiptiklad pro druhou vlastnost tvori napiiklad mnoZiny A = {a,b,c}, I = {1, 2}
a relace Ry = {(a,b), (b,a),(b,c),(c,b),(c,a),(a,c)} a Ry = {(a,b),(D,b)}. Potom Ry i
Ry jsou piitazlivé (dokazte rozborem po jednotlivych prveich), ale Ry N Ry = {(a,b)},
coZ neni pritazliva relace.

Umeli byste k libovolné relaci R C M x M vytvorit jeji pritazlivy uzaveér? Pokud
ano, jak?

d) Divnost neni vhodné definovana vlastnost.

Uvazme relaci R = M x M C M x M, kde M je mnozina. Potom jedina relace S
na M, pro kterou plati R C S, je S = M x M, ovéem M x M neni divna, pokud M je
alesponl dvouprvkova (dokazte!). Tedy divnost nespliiuje prvni podminku. Uvédomte si,
7e jsme zde pouzili obecnéjsi tvrzeni: vlastnost V' splituje prvni podminku praveé tehdy,
kdyz M x M ma vlastnost V. Dokazte toto tvrzeni.
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Druhou podminku divnost spliiuje, pokud I # §. Kdybychom pfipustili i moZnost I,
dostali bychom se do problémi, jejichz vysvétlovani saha za rdmec téchto prikladd. Prob-
lémy maji souvislost s tim, Ze neplati prvni podminka. Kdyby platila, problémy by se
neprojevily.

Necht tedy M, I # () jsou mnoziny, R; € M x M divna relace pro kazdé i € I.
Abychom ukézali, Ze (;c; F; je divné relace, musime ukazat, Ze (;c; Fi o (N;ef Fi C
Cidps. K tomu staci dokazat nasledujici implikaci

(a,b) € ﬂR¢0ﬂRi:>a:b
el el

Necht tedy (a,b) € ;e Ri© (Nier Ri- Z definice skladani relaci existuje ¢ € M takové,
ze (a,c) € ey Bi a (¢,b) € ey L. To milize nastat jen tehdy, pokud (a,c) € R; a
(c,b) € R; pro kazdé i € 1. Protoze I # (), existuje j € I takové, Ze (a,c), (c,b) € Rj,
takze (a,b) € R;j o Ry Cidyy, protoze R; je divnd relace. Tedy a = b.

Dobfe si promyslete, pro¢ jsme v pfedchozim odstavei potfebovali predpoklad I # ().

Umeli byste k libovolné relaci R € M x M vytvorit jeji divny uzavér? Pokud ano,
jak?

e)

Tato definice je vlastné instanci definice pro obecné funkce f : A — B, pokud
poloZime A = B = M.

Protoze M x M neni parcialni funkce (dokazte!), nespliiuje tato vlastnost prvni
podminku (vizte vyse).

Dtikaz toho, Ze druhd podminka pro I # ) plati je snadny a ponechavame jej ¢tenéfi.

f) V tomto piipadé jsou vSechny dikazy natolik snadné, Ze uvedeme pouze spravné

vysledky a dikazy ponechame ¢tenari.

Skutecné se jedna o totalni funkce, i kdyZ zde neni korespondence tak zfejma jako
v pripadé parcialnich funkei.

Protoze M x M neni totalni funkce (dokazte!), nespliiuje tato vlastnost prvni pod-
minku (vizte vyse).

Tato vlastnost nesplituje ani druhou podminku. Protipfikladem jsou mnoziny M =
= {a,b}, I = {1,2} arelace R} = {(a,b), (b,a)} a Ry =idyy;.

Priklad 3.

Urcete reflexivni, symetricky, tranzitivni, reflexivni a tranzitivni, resp. reflexivni, symet-
ricky a tranzitivni uzavér nasledujicich relaci. Nestaci jen opsat definice. Podejte pfesné
charakterizace prvki jednotlivych uzavéri.

a) R={(k,2k) | k e No} € No x Np

b)R:{(k+2,k)|k€N0}gNOXNo
c) R={(a,b) | b|a} € Ny x Ny

d) R={(k,k?) | keNy} CQxQ

e) R={(a,b) |a<Db+3} CQxQ

f) R={(/,9) |V eNo:glx+1)=f(z)} CNo' x N

g) Nechf F C 24%4 je mnoZina viech parcialnich funkciz A do A. R={(f,g) | fUyg €
€ F} C Fx F Jak by se vysledky zménily, kdybychom uvaZovali obecné parcialni funkce
z A do B?

h) Necht F C 24%4 je mnozina viech parcidlnich funkciz Ado A. R = {(f,¢) € FxF|
| fUge F}C x4y 24XA Jak by se v¥sledky zménily, kdybychom uvazovali obecné
parcialni funkce z A do B?



ResSeni
2’ v . ’ f=<g . , e ’ . ,
V feseni budeme znacit R, reflexivni, R symetricky, R tranzitivni, R* reflexivni a
. . ’ =k . 7 . 7 : : z
tranzitivni a £ reflexivni, symetricky a tranzitivni obal relace R.

a)

R
ﬁ

{(k,k) | k € No} U {(k,2k) | k € No}
{(k,2k) | k € No} U{(2k,k) | k € No}
{(k,2k) | i e N,k € No}
{(
{(2'k

£, 2k) | ki€ No}
2]k> | i)jyk = NO}

b)

Ro={(k,k) | ke No} U{(k+2,k) | k € No}
R={(k+2k) | keNoyU{(k,k+2)| ke No}
Rt ={(k+2i,k)|icNkecNy}

R ={(k+2i,k)|ikeNy}

R ={(k+2ik+2j) |47 keNo}

b)€NOXNO|b|CL}
a,b) € No x No | b| @ nebo a| b}
b)€NOXNO|b|CL}

d)

R, = {
R ={

(k, k) | ke QYU {(k,k%) | k € No}
(k,k*) | ke Noy U{(k* k) | k e No}
RY = {(k,k*) | ie N,k e No}

R* = {(k.k) | k € Q}U{(k,k*) | i.k € No}
B ={(kk) | ke Q}U{EY &%) | i,j,k € No}

Ro={(a,0) e QxQ|a<b+3}
R=QxQ

=QxQ

=QxQ

=QxQ



f)

Ro={(f, /) | f €No' "}

{(£,9) | g€ Ng™ AV 2 € Ny : glx +1) = f(a)}
R={(f,9)| ,oe N AV eNy: glx+1) = f(z)}U

{(f,9) | frgeN' AV 2 eNg: f(x+1) = g(x)}
R ={(},9) | f.geNo'"° ATkeNVzeNy: glx+k)= f(z)}
R ={(f,9) | f,geNg® ATk eNgVuweNy:gla+k)=f(a)}
R'={},9)| f,geNg ATk, leNgVzeNy:glx+k)=flz+1)}

g) Nenechte se zastrasit sloZitymi konstrukcemi. Tento ptiklad je velmi jednoduchy.

fﬁzﬂﬁmlﬁgefjugef}
R={(f,9)| f[,geF,fugeF}

R'=FxF
R =FxF
R =FxF

Pokud bychom uvazovali obecné parcidlni funkce z A do B, na vysledcich by se nic
nezmeénilo.

h)
Ro={(RR)|RCAxAYU{(f,9)| f.geF,fuge F}
R={(f.9)| f,9e F,fugeF}
RT=FxF
R*={(R,R) | RCAXA}UF x F
R'={(RR)|RCAXxAYUFxF

Pokud bychom uvazovali obecné parcidlni funkce z A do B, na vysledcich by se nic
nezmeénilo.

Ptiklad 4.

Dokaite, nebo uvedte protipifklad pro nasledujici tvrzeni.

a) Jestlize R, S jsou usporadani na M, potom také R o S je usporadani na M.

b) Jestlize R je uspofadani na M, potom také R~ N R je usporadani na M.
Reseni

a) Tvrzeni neplati. Jako protiptiklad uvazme M = {a, b, c,d}, S = idprU{(a,b), (c,d)},
R =1idy U{(b,c),(d,a)}. Potom (a,c),(c,a) € Ro S, takze R o S neni antisymetricka
relace.

b) Tvrzeni plati. Necht x € M. JelikoZ R je reflexivni, plati (x,z) € R, tedy také
(z,r) € R~Y. Proto (z,7) € R™!N R a tudiZ R~! N R je reflexivni.

Nechf (z,7), (y,2) € R~ N R. Pak (2,7), (y,2) € R, a protoze R je antisymetrick4,
plati z = y (coz bylo dokézat).

Nechf (z,9), (y,2) € R~ N R. Pak (x,%),(y,2) € R~ a (z,y), (y,2) € R. Z tranz-
itivity R dostédvame, Ze (x,2) € R. Jeliko? (z,y), (y,2) € R™1, plati (y,2),(z,y) € R a
proto (z,z) € R (opét z tranzitivity R). Celkem (z,2), (z,7) € R, tedy (z,2) € RT'NR
(coz bylo dokazat).



