IB000 Uvod do informatiky — p¥iklady na procviceni
Sada 6 — Zadani

Téma

Vlastnosti relaci. Ekvivalence, rozklad mnoziny, tfidy ekvivalence. Uspotradani, predus-
poradani. Miniméalni, maximalni, nejmensi a nejvétsi prvky usporadanych mnozin. Horni
a dolni zévora, suprémum a infimum. Relace pokryti na usporadané mnoziné. Hasseovské
diagramy.

Priklad 1.
a) Dokazte, ze kazdé uspotradani je pFedusporadéni, ale obracené tvrzeni neplati.
b) Dokazte, Ze kazda ekvivalence je pfedusporadéni, ale obracené tvrzeni neplati.

Priklad 2.

Rozhodnéte, které z nasledujicich relaci jsou predusporadani, usporadani, resp. uplna
usporadani. Sva tvrzeni dokazte. Pokud je to nutné, tak v definicich predpokladame, ze
(A,<4) a (B, <p) jsou usporadné mnoziny.

) R={(X,)Y)| XCY}C24x24

d) R ={(f,9) | f(A) C g(A)} € B x B4

fy R={(a,b)|IceM:a=b+c} CMxM,kde M ={m €Ny |m <n}pron €N
g) R={(0,00}u{(a,b) |a-b>0Va<b} CZXZ

,(a,¢)) | b<pc} C(AxB)x(AxB)
Y)| XCYcatxad

Priklad 3.

Necht R C M x M je piedusporadani na M. Necht ~ je jadro R. Dokazte, Ze usporadand
mnozina (M/., <) indukovana predusporadanim R je dobie definovand. Tj. dokazte, Ze
~ C M x M je skutetné ekvivalence a < C M/ x M/. je skutecné usporadani.

Priklad 4.

Necht R C M x M je ekvivalence (je to tedy i preduspofadani).
a) Jak vypadé jadro R?
b) Jak vypadé usporddani indukované relaci R na pfislusném rozkladu?

Priklad 5.

Nakreslete grafy relaci a Hasseovské diagramy nasledujicich uspordadanych mnozin.
a) (2lebe, C)
b) ({n € No | n < 10},1)
¢) ({n€No | n<3}.<)
d) ({n e Ny |n <3},id)



Priklad 6.

Pro uspofadané mnoziny zadané Hasseovskymi diagramy

as a4
b Cc2 c3 €4
N A
ai b1 c1 dq er e 6.3
(A, <a) (B,<B) (C,<¢) (D,<p) (E,<Ep)

nakreslete Hasseovské diagramy (nejen) nasledujicich uspofadanych mnozin.
a) (B x A, <), kde < je uspofadani po slozkach
b) (B x A, <), kde = je lexikografické usporadani
) (D x B, <), kde < je lexikografické uspotradani
d) (C x E, <), kde < je uspotadani po slozkach

Priklad 7.

Nakreslete Hasseovsky diagram mnoziny funkci {f1, f2, f3, f1, f5, f6, f7} s usporadanim
po bodech, kde pro i =1,2,3,4,5,6,7 jsou funkce f; : N — N definovany nasledovné

filn) =1
fo(n) =n+
f3(n) = n?
fan) =n*+n+1
f5(n) =n3
fe(n) = n?
fr(n) =2"

Priklad 8.

Urcete jadro preduspotadani R, prislusny rozklad a usporadani indukované na tomto
rozkladu v pripadé, ze

a) R=1{(f,9) | f(A) Cg(A)} C BA x BA kde A a B jsou libovolné mnoziny
b) R={(0,0)} U{(a,b) |a-b>0Va<b} CZxXZ

c) R={(a,b) | Ik, I,mneNg:a=bm+kANb=bn+IANk<l} CNyx Ny
d) R = {(a,b) | pro kazdé prvocislo p plati: p|a = p|b} CNx N

Priklad 9.

Urcete vSechny minimalni, maximalni, nejmensi a nejvétsi prvky usporadané mnoziny
a) (2M,C), kde M je libovolna mnozina
b) (No, |)
c) ({neNy | n<10},])
d) (Z,idz)
e) (AxFE, <), kde < je usporadani po slozkach a usporddané mnoziny (A, <a)a (E,<pg)
jsou zadané nasledujicimi Hasseovskymi diagramy:.



as a4

e4
h /\
al €1 €2 €3
(A, <4) (B, <E)

Priklad 10.

a) Dokazte, Ze kazda uspofddand mnozina mé nejvyse jeden nejmensi prvek.
b) Dokazte, Ze kazd4a uspofddand mnozina mé nejvyse jeden nejvétsi prvek.

Priklad 11.

Pro danou uspofddanou mnozinu (M, <) a jeji prvek = urcete vSechny prvky y, které
prvek x pokryva, a vSechny prvky z, které pokryvaji prvek z.

a) (M, <) = (Q{a,b,c,d,e}7 Q), x={a,c,d}

b) (M, <) = (N, |), = = 924

c) (M,<) =(Ax B,=), z = (ag,b), kde =< je lexikografické usporadani a (A4, <) =
= ({a1, a2, a3}, ida U{(a1, a2)}) a (B, <p) = ({b1, b2, b3}, idp U{ (b1, b2), (b2, b3), (b1, b3)})

Priklad 12.

Najdéte takovou usporadanou mnozinu, v niz kazdy prvek kromé minimélnich a max-
imalnich prvk bude pokryvat dva prvky a bude pokryvan tfemi prvky, a usporadana
mnozina bude obsahovat alespon tii takové prvky.

Priklad 13.

Pro danou podmnozinu X uspofddané mnoziny (M, <) urcete jeji dolni zavory, horni
zévory, infimum a supremum.
a) (M,<)=(24,C), kde A je mnozinaapron € Nje X ={Y C A | |Y| =n}

b) (M <) (Z{Gdee} C) X = {{b7 C}’{Cv d}}

c) (M,<) = (2{“dee} C), X = {{c}, {a, ¢, d}}

d) (M,<)=(N,<), X ={neN|n<ng} pro néaké ngp € N
e) (M.<) = (Z,<). X = {3k—2 | ke 2}

f) (M, <) = (N0,|) X CN, |X| =n pro néjaké n € N

g) (M, <) = (No,|), X = {2" | n e N}



