IB000 Uvod do informatiky — p¥iklady na procviceni
Sada 9 — Zadani

Téma

Induktivné definované mnoziny, jednozna¢né induktivni definice, induktivné definované
funkce z induktivné definovanych mnozin. Strukturalni indukce.

Priklad 1.
Necht M C Ny je induktivné definovana takto:

e 0eM
o jestlize x € M, potom x +4 € M

a) Zapiste formélné funkce induktivnich pravidel této definice.
b) Plati 129 € M? Plati 65 € M?

c) Mnozinu M zapiSte explicitné, tj. ve tvaru M = {...}.

d) Je tato definice jednoznacna? Svou odpovéd zdivodnéte.

Priklad 2.

Necht M C Ny je induktivné definovana takto:

e 0eM
o jestlizex € M, potomxr+3 € Mazxz+5eM
e jestlize z,y € M, potom xy € M

a) Zapiste formélné funkce induktivnich pravidel této definice.
b) Plati 127 € M? Plati 17 € M?

c) MnozZinu M zapiSte explicitné, tj. ve tvaru M = {...}.

d) Je tato definice jednoznacna? Svou odpovéd dokazte.

e) Rozhodnéte zda plati tvrzeni

dneNy.VneNg. m<n=neM

a spravnost svého rozhodnuti dokazte.

Priklad 3.
Uvazujme induktivné definovanou mnozinu M C Ny

e 0eM,1eM
e jestlize x € M, potom 2z € M

Tato induktivni definice je zfejmé jednoznacna, takze funkce f : M — Ny je korektné
urcena nasledujici induktivni definici

e J(0)=L, (1) =0
o 7(2) = f(2) +1

a) Ukazte vSechny kroky vypoctu hodnoty f(256) podle této induktivni definice.
b) Ukazte vSechny kroky vypoc¢tu hodnoty f(192) podle této induktivni definice.



c) Mnozinu M zapiste explicitné.
d) S vyuzitim explicitniho vyjadfeni prvka mnoziny M zapiste explicitné i funkeci f, tj.
pro kazdé n € M stanovte hodnotu f(n).

Priklad 4.
Mnozinu Ny C Ny definujme nasledujici induktivni definici:

e 0 €Ny
e jestlize n € Ny, potom n + 1 € Ny

Induktivné definujte funkce
a) f:No— N, f(n)=n+3
b) f:Ng — No, f(n) =n?+3n+1
c) f:Ng — Ny, f(n) =2 —1
d) f: Ny — {sudé, liché}

_ [sudé pokud n je sudé
fln) = {liché jinak

Priklad 5.

Méjme mnozinu (abecedu) ¥ = {a}. Koneénym posloupnostem prvki (znaki) ¥ budeme
pro stru¢nost fikat slova nad abecedou Y. Prazdnou posloupnost (prazdné slovo, slovo
délky 0) budeme znacit . Uvédomte si, Ze € je metasymbol, zejména e ¢ Y. Mnozinu
3* C ¥* vsech slov nad abecedou ¥ definujme induktivné takto:

e cc ¥
e jestlize w € ¥*, potom wa € ¥*.

Tato definice je jednoznac¢na. VSimnéte si podobnosti této definice s induktivni definici
mnoziny pfirozenych ¢isel. Induktivné definujme funkci [ : ¥* — Ny, ktera bude pocitat
délku slova nad abecedou X.

e l(e)=0
o [(wa) =1(w)+1

Uvazujme funkci S : ¥* — ¥* definovanou induktivné takto:

e S(e)=ua
e S(wa) = S(w).aaa

Necht w € ¥*. Pomoci funkce [ charakterizujte, co pocita funkce S, tj. stanovte, co musi
spliiovat u,v € ¥*, aby platilo S(u) = v a své tvrzeni dokazte (strukturalni indukei).

Ptiklad 6.

Necht ¥ je koneénd mnozina symboli.

a) Podejte jednoznacnou induktivni definici mnoziny ¥* vSech koneénych posloupnosti
symboli z mnoziny .

b) Necht w;, w2 € ¥*. Definujte induktivné mnozinu vsech slov nad abecedou 3, ktera
obsahuji podslovo w; nebo ws. Strukturalni indukeci dokazte, ze je definice spravné.



c) S vyuzitim jednozna¢né induktivni definice mnoziny ¥* z predchozi ¢asti tohoto
prikladu pro kazdé a € ¥ induktivné definujte funkci #, : ¥* — Ny, ktera pro kazdé
slovo w € ¥* vrati pocet symboli a ve slové w. Strukturalni indukci dokazte, Ze je funkce
definovana spravné.

Priklad 7.
Necht ¥ = {a, b, c}. Uvazujme mnozinu M C ¥* danou nasledujici induktivni definici

e ba,bc,cb,ab e M
o jestlize x,y € M a x = au a y = va pro néjakd u,v € ¥*, potom zy € M
e jestlize z,y € M a x = ub a y = bv pro néjaka u,v € ¥*, potom xy € M

a) Rozhodnéte, zda abbacbba € M, cbbecbba € M, abbccbba € M, abbabecbabba € M.
Sva tvrzeni zdivodnéte.

b) Reverzi slova w € ¥* w = aj ... ay, kde a; € X pro kazdé i = 1,...,n, rozumime
slovo wf' = ay, ... ay. Napriklad reverzi slova abbc je slovo cbba.
Strukturalni indukei dokazte, ze pro kazdé w € M plati w* € M, tj. ze mnozina M je
uzaviend na reverzi slov.

Priklad 8.

Necht M je mnozina. Necht X, Y C M jsou induktivné definované mnoziny se spole¢nou
mnozinou B C M bazovych prvki, pricemz fi, ..., fi jsou funkce induktivnich pravidel
z definice X a g1, ..., g, jsou funkce induktivnich pravidel z definice Y.

Necht mé induktivné definovand mnozina Z; € M mnozinu bazovych prvka X a funkce
induktivnich pravidel g1, ..., gn.

Necht m4 induktivné definovand mnozina Zs C M mnozinu bazovych prvkia Y a funkce
induktivnich pravidel fi,..., fm.

Rozhodnéte, zda plati Z1 = Zs a své tvrzeni dokazte.

Priklad 9.

Necht M je mnozina. Necht X,Y C M jsou jednoznacéné induktivné definované mnoziny.
Necht Bx C M je mnozina bazovych prvki definice X a necht By C M je mnoZina
bazovych prvki definice Y. Necht definice X a Y maji spoleéné funkce induktivnich
pravidel fi,..., fn.

Nechf mé induktivné definovanid mnozina S C M mnozinu bazovych prvki Bx N By a
funkce induktivnich pravidel fi,..., fy.

Necht mé induktivné definovand mnozina 7' C M mnozZinu bazovych prvkia Bx U By a
funkce induktivnich pravidel fi,..., fy.

a) Rozhodnéte, zda je mnozina S definovana jednoznacné. Své tvrzeni dokazte.

b) Rozhodnéte, zda je mnozina T definovédna jednoznacné. Své tvrzeni dokazte.

c) Rozhodnéte, zda plati S = X NY a své tvrzeni dokazte. Co mizeme na zakladé
tohoto vysledku Tict o pripadé, v némz bychom nepozadovali, aby definice mnozin X a
Y byly jednoznacné?

d) Rozhodnéte, zda plati T = X UY a své tvrzeni dokazte. Co miizeme na zakladé
tohoto vysledku fict o pfipadé, v némz bychom nepozadovali, aby definice mnozin X a
Y byly jednoznacné?



Priklad 10.

V zavérecném prikladé této sady se seznamite s obecnéjsim pojetim induktivnich definic,
kdy je navzajem provazana definice vice mnozin, resp. funkci. U funkci jste se s tim
uz v omezené mitre setkali. Definice funkci F a G, které prevadéji logické formule do
normalniho tvaru, jsou také provazany, ale obé funkce maji stejny defini¢ni obor.

Necht jsou mnoziny A, B,C C {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, (,),*,+}* definovany induktivné
takto (vSimnéte si typografického vyznaceni, Ze se jedna o symboly, z nichz budeme
vytvaret slova, nikoliv o ¢isla a operace s nimi):

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} C A4

jestlize t € C, potom (1) € A

ACB

jestlize x € B ay € A, potom z*y € B
BCC

jestlize x € B ay € C, potom z+y € C

Necht X = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,T,P}. Necht u,v € X*. Zfetézeni slov u a v budeme
znacit u . v, pokud by zapis uv vedl k nejasnostem. Uvazme funkce M, : A — X*,
Mp: B — X*a Mg : C — X* definované induktivné takto:

MA(k)—kprokE{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Ma((h) = M)
Mp(t) = Ma(t) prot € A
Mp(axy) = Mp(z) . Ma(y) . T
Mc(t) = Mp(t) prot € B

Mc(x+y) = Mp(xz) . M(C) . P

a) Rozhodnéte, zda plati 8+9 € C, (8+9) € C, 4+15+0 € (', 3+2 € A, (3+2+4*7) € A,
3*x(2+2) € B, 3*x2+2 € B, (3*2)+2 € B, 3*x2+2 € (.

b) Ukazte vSechny kroky vypoctu M (1+2+3+4%5x6%7%8).

c) Ukazte v8echny kroky vypoctu Mo (1% (2+3%4+5%6) *7+8%9).

d) Umite Fict, co je mnozina C' a co poéita funkce M7



