/9 Jednoduchy deklarativni jazyk \

Pokracujeme v tématu predchozi lekce, tj. budeme se zabyvat matematickym doka-
zovanim vlastnosti a spravnosti algoritm(. Trebaze mnohym mohla pfijit uz Lekce 8
vice nez dost formalni, neni tomu Gplné tak; nyni si ukdZzeme (jesté) presnéjsi pfistup
zalozeny na myslenkach funkciondlniho programovani.

f(3) — if 3 then 3 % f(8 — 1) else 1 fi — 3x* f(83—-1) —
3 * f(2) — 3 x (if 2 then 2 % f(2 — 1) else 1 fi) — 3x(2x f(2—-1)) —
3 (2= f(1)) — 8% (2 (if 1 then 1 % f(1 — 1) else 1 fi)) — Bx(2*(1x f(1—1))) —
3% (2% (1= f(0))) — 8% (2% (1+(ifO then 0 % f(0O—1)else 1 fi))) > 3% (2x(1x1)) —
3% (2x1) — 3 %2 — 6

Strucny prehled lekce

* Zavedeni jednoduchého deklarativniho jazyka, jeho formalni pfinos.
* Formalizace pojmu ,vypocet” z hlediska nadeho jazyka.

* Nekolik konkrétnich zapist algoritmi a jejich vyhodnoceni / diikaz.
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Vratme se k otdzce, jak se mame presvédcit, ze program funguje ,spravné“?

N\

O ,,spravnosti“ programi, podruhé

e V nékterych pripadech, jak uz jsme zminili, je tfeba mit naprostou jistotu,
ze program funguje tak jak ma, napriklad v fidicich systémech, na nichz
zavisi lidské Zivoty.

V takovém pripadé je jedinou ,dostate¢né spolehlivou” moznosti podat
formalni matematicky dikaz chovani algoritmu.

e A co tedy dikazy vlastnosti symbolicky zapsanych (proceduralnich) algo-
ritmd z Lekce 87 VSimli jste si, co v nich bylo problematickym bodem?
N3&s procedurdlni zapis algoritmu totiz presné nedefinuje, co je to ,,elemen-
tarni krok" vypoctu — to je sice vétSinou docela zrejmé, nékdy vSak mize
hlavni problém nastat pravé zde. Sice by bylo mozné pouzit k definici né-
ktery z presnych teoretickych modeli vypoctu jako je Turingiiv stroj (nebo
tfeba i néktery vhodny z redlnych programovacich jazyku), avsak pak by se
formalni dikazy staly velmi slozitymi.

e Vhodnéjsim feSenim (pro potreby formalniho dokazovani) se jevi priklon
k ,funkciondlnimu® zapisu algoritmi pomoci matematicky zcela presnych

deklaraci.
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Definice 9.1. Deklarativni programovaci jazyk (pro prednasky Fl: 1B000).

.1 Popis jednoduchého deklarativniho jazyka \

e Necht Var = {z,y,z,...} je spoletna mnozina proménnych.

e Necht Num = {0,1,...52,...397,...} je mnozina vSech dekadickych
zapist prirozenych disel.

e Necht Fun = {f,g,h,...} je spoetnd mnozina funkcnich symboli. Ke
kazdému f € Fun je pfifazeno Cislo a € N, které nazyvame arita f.
Déle predpokladame, Ze pro kazdé a € N existuje nekonecné mnoho [ €
Fun s aritou a.

e Mnozina vyrazi Ezp je (induktivné) definovana nasledujici abstraktni syn-
taktickou rovnici:

E = z|n
| Ei+Ey | Ey—Ey | BE1yxBy | By~ Ey | (Eyp)
‘ f(Elu"'uEa)
|

if £q then E5 else E5 fi
V uvedené rovnici je x € Var, n € Num, f € Fun a a € N je arita f.
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/Poznémka: Takova specifikace syntaxe je abstraktni v tom smyslu, Ze se nezabyva
tim, jak vyrazy jednoznacné zapsat do radku jako posloupnost symboli. Je na nas,
abychom napsali dostate¢né mnoho zavorek a pripadné stanovili prioritu operatort tak,
aby bylo zcela jasné, jak dany vyraz podle uvedené rovnice vznikl.

(Ve smyslu Lekce 6 tato induktivni definice neni jednoznaéna. To ndm vSak nebude v
Definici 9.2 vadit.)

Pro lepsi pochopeni uvadime nékolik prikladd vyraza (Ezp) z definice.
o 254

e 2+3x4

£(2) + g(5)

f(2+2,9(y,3 *y))

if x — 1 then (24 f(y)) else g(z, z) fi

(Vyhodnoceni podminky v ,if* testuje nenulovost argumentu.)
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Definice: Deklarace (v jazyce Definice 9.1) je koneény systém rovnic tvaru \

flwy, - e) = By
: S
fn(x].u"'7$an) = E,
kde pro kazdé 1 < ¢ < n plati, Ze f; € Fun je funkce arity a;, ze z1,...,2,, €
Var jsou proménné a F; je vyraz, v némz se mohou vyskytovat pouze proménné
Z1,...,%q; a funkeni symboly fi,..., fy.

Opét uvadime pro osvéteni nékolik prikladd deklaraci z nasi definice.

o f(r) = ifxthenzx* f(z—1)elsel fi
L f@) = gle-12)
g(xz,y) = if x then f(y) else 3 fi

(Jak uvidime formalné pozdéji, konvenci nasich vypocti je neuZivat zapornd
¢isla, misto toho 0 —1,="0.)

o g(z,y) = ifxz—y then x else y fi
o flx) = flx)

(Nezapisuje toto ndhodou ,nekone¢nou smycku“?)
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Za vypocet (nad A) budeme povazovat posloupnost Gprav vyrazi, které jsou
»postaveny” na nasi uvazované deklaraci A. To je formdlné podchyceno v na-
sledujicich dvou definicich. Srovnejte si Definici 9.2 také s neformalnim pojetim
algoritmi jako konec¢nych posloupnosti elementarnich krokid v Oddile 1.3.

9.2 Formalizace pojmu ,vypocet*

Definice: Bud A deklarace. Symbolem Ezp(A) ozna¢ime mnozinu vSech vyrazl
E, které splnuji zaroven tyto dvé podminky:

— FE neobsahuje Zadnou proménnou.

— Jestlize I/ obsahuje funkéni symbol f, pak f byl v A deklarovan.

Divejte se na mnozinu Ezp(A) jako na soubor , platnych vstupd” (jako u programu)
pro deklaraci A, nad kterymi bude provadén vypocet.

Fakt: Mnozinu Ezp(A) lze definovat také induktivné:

FE 1= n | (El) | E1+E2 | El—EQ | El*EQ | E1+E2
| f(E1,---,E,) | if Eq then E; else Ej fi

V uvedené zépise je n € Num, f € Fun je funkéni symbol deklarovany v A a

\a € N je arita tohoto f. J




KDefinice 9.2. Vypocet a krok vypoctu v nasem deklarativnim jazyce. \
Funkci , krok vypoétu® + : Exp(A) — Ezp(A) definujeme induktivné takto;
misto +— (F) = F budeme psit E +— F.

e n+— n pro kazdé n € Num.

e Pro E = (E4) definujeme krok vypoctu takto:
« Jestlize F4 +— F € Num, pak (Ey) — F.
x Jestlize By +— F & Num, pak (F) — (F).

e Pro E = FE; + E- definujeme krok vypoctu takto:
x Jestlize Fy, 5 € Num, pak E1 + Eo +— z, kde z je dekadicky zapis
Cisla B + Es.
x Jestlize By & Num, pak By + Es +— F + E, kde Fy — F.
x Jestlize £y € Num a Fo & Num, pak E1+ Ey — E1+ F, kde Ey +— F.
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x Jestlize Fy, 5 € Num, pak E1 — FEo +— 7z, kde z je dekadicky zapis
¢isla max{0, 1 — Ea}. (Pozor na nezapornost vysledku od¢itani!)

x Jestlize By € Num, pak 1 — Es +— F — F», kde Fy +— F.
x Jestlize £y € Num a Fy € Num, pak E1 — Ey+— E1 — F, kde
E2 — F.
e Pro E = FE; x E5 definujeme krok vypoctu takto:

x Jestlize E1, E5 € Num, pak E7 x Ey — 2z, kde z je dekadicky zapis Cisla
E1 * EQ.

x Jestlize 4 & Num, pak Ey * Ey — I % Fo, kde F1 +— F.
x Jestlize £y € Num a Fo & Num, pak Ey1xFEy — E1xF, kde Fy +— F.

e Pro E = FE; = E- definujeme krok vypoctu takto:

x Jestlize Fh, 5y € Num, pak Ej <+ FEo +— 2z, kde z je dekadicky zapis
(celé &asti) Cisla | E1/Ey]. Pokud Ey = 0, je z = 0 (déleni nulou!).

x Jestlize By € Num, pak By +~ Es +— F + FE, kde Fy — F.
x Jestlize £y € Num a Fo & Num, pak Ey+FEy — E;+F, kde Ey +— F.

\_

f e Pro E = FE; — E5 definujeme krok vypoctu takto: \
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e Pro £ = if E; then FE5 else E3 fi definujeme krok vypoctu takto:
« Jestlize F1 € Num a E; = 0, pak if E; then Es else E3 fi — (E3).
« Jestlize Fy € Num a E; # 0, pak if E; then Es else E3 fi — (Es).

x Jestlize Fy € Num, pak
if £1 then E5 else E5 fi — if I then Es else 5 fi, kde By — F.

e Pro E = f(E1,- -, E}) definujeme krok vypoctu takto:
x Jestlize Fq,---, B € Num, pak f(E1,---,Ey) — (Ef(z1 [ B, -,z | Ex)).

x Jinak f(El, cee ,Ek) — f(El, HRIN El',l, F, Ei+1, cee ,Ek), kde 1 je
nejmensi index pro ktery plati £; ¢ Num a E; — F.

V zdpise jednotlivych bodi vzdy plati, ze Eq, Fs,... € Exp(A). Znak = zde
znamena ,textovou" rovnost na mnoziné vyrazi Exp.

P¥i nejednoznacnosti vzdy aplikujeme prvni pouZitelné pravidlo nasi definice
zleva.

Reflexivni a tranzitivni uzavér relace +— znadime —™* (,vypocet").
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Tato rozsahla a dulezita definice si zaslouzi nékolik podstatnych pfipominek.

e Za prvé si dobre povSimnéte nékterych ,aritmetickych” aspektd vypoctu.

— Vysledek odeditani je vzdy nezaporny, neboli vSechna zaporna Cisla jsou
nahrazena nulou.

— Vysledek déleni je vzdy celocCiselny, pocitdme jeho dolni celou ¢ast.

— Déleni nulou je definovano (neni chybou), vysledkem je opét nula.

e Dalsi prfipominka se tykd poradi vyhodnocovani ve vyrazu — to je presné

dano poradim pravidel v Definici 9.2, neboli vzdy aplikujeme prvni pravidlo,
které aktudlné lze pouzit na vyraz F, a to na prvnim mozném misté zleva.
Mimo jiné je takto ,definovana® nejvyssi priorita vyhodnoceni uzavorkova-
ného vyrazu.

Uvédomte si dobre, Ze definice vypocetniho kroku +— je (ponékud skryté)
rekurzivni. Treba krok (2%1) — 2 je ve skuteénosti jedinym krokem, pres-
toze ,vyvolda" pouziti dvou pravidel v sobé — vyhodnoceni soucinu i odstra-
néni zavorek.

Jesté si uvedme, Ze nase definice pfipousti jisty nedeterminismus: Je mozné
mit v deklaraci A zadanych vice rovnic pro tutéz funkci f(), pak se vSak z
— stava pouha relace. My se touto moznosti nebudeme zabyvat.
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Priklad 9.3. Ukdzeme si nékolik ilustrativnich ,,vypolti* nad riznymi deklaracemi.

.3 Priklady vypoctu a diukazu

Uvazme deklaraci f(z) = if « then z * f(z — 1) else 1 fi. Pak tfeba f(3) —™ 6, nebot

f(8) — if 3 then 3% f(3 — 1) else 1 fi — 3% f(3—-1) —
3x f(2) — 3% (if 2 then 2% f(2 — 1) else 1 fi) —3x(2x f(2-1)) —
3% (2% f(1)) — 3% (2% (if 1 then 1% f(1 — 1) else 1 fi)) — 3%(2x(1% f(1—1))) +—
3%(2x(1xf(0))) +— 3*(2x(1*(if O then 0% f(0—1) else 1 fi))) +— 3% (2 (1x1)) —

3x(2x1) — 32 — 6.
Uva¥me deklaraci f(z) = g(z—1,2) a g(x,y) = if x then f(y) else 3 fi. Pak nap¥klad
F(3)— g(3—1,3) — g(2,3) — if 2 then f(3) else 3 fi — f(3).
Uva¥me deklaraci f(z) = f(x). Pak pro kazdé n € Num plati
f(n) — f(n)
a podobné f(f(n)) — f(f(n)). Ale f(f(2+3)) — f(f(5)) — f(f(5)). 0

Poznamka: Vsimnéte si, ze pri nasich Gpravach vyrazl si dovolujeme vynechdvat zby-
\teéné »vnéjsi* zavorky kolem celého vyrazu.
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Dukaz spravnosti programu

Priklad 9.4. Pro ukdzku uvazme deklaraci A obsahujici pouze rovnici

f(x) =if z then x *x f(x — 1) else 1 fi.

Véta. Pro kazdé n € N plati f(n) —* m, kde m = n!.

Dukaz povedeme indukci podle n:

e Bize n = 0. Plati f(0)+— if 0 then 0% f(0 —1) else 1 fi— 1 a také
0! =1.

o Indukéni krok. Necht n 4+ 1 = k. Pak
fk)—ifkthenk« f(k—1)else 1 fi—kx* f(k—1)— kx f(w),
kde w = &k — 1 = n. Podle I.LP. plati f(w)+—*u, kde u = n!l. Proto

kx f(w)—*kxu—v, kdev=(n+1) -nl=(n+1) .

Vidite, jak ,,hutny” a formalné zcela presny zapis dikazu nase formalizace umoznuje?

J
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Véta 9.5. Bud A deklarace. Pro kazdé i € N definujeme relaci +— ' C
Exp(A) x Exp(A) predpisem + ' = +— o--.o0 s . Dale definitoricky kla-
—_——

Dilkazy ,,neukoncenosti“ vypocti

deme — 9 = {(E,E) | E € Exp(A)}. Pak plati —* = [J°, — °.

Podle predchozi véty plati, 7e F +—* F pravé kdyz E + ' F' pro néjaké i € N.
Navic musi existovat nejmensi ¢ s touto vlastnosti. Toto pozorovani byva velmi
uzitecné v dikazech ,,neukoncenosti” vypoctd.

Priklad 9.6. Uvazme deklaraci f(z) = f(z).

Véta. Pro kazdé n € Num plati, ze neexistuje zddné m € Num takové,
Ze f(n) —* m.

Duakaz sporem: Predpoklddejme, Ze existuji n,m € Num takové, Ze

f(n) —* m. Pak existuje nejmensi i € N takové, Ze f(n)+— * m. JelikoZ
i—1

vyrazy f(n) a m jsou rizné, plati i > 0. Jelikoz +— ! = o+ a

f(n) — f(n), plati f(n) — "1 m, co je spor s minimalitou 4. O
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