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Kde prokopat zed, aby se bludi$té stalo priichodnym?
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Grafy
°

Pojem grafu

Graf

Zakladni pojmy:

uzly (vrcholy)

hrany: orientované, neorientované, vazené
stupen vrcholu

cesta v grafu, dosazitelnost, cyklus
souvislost, komponenty

strom, klika (aplny graf)
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Priklady graft

Pouziti grafi

dopravni sité (silni¢ni, vlakova, letecks, ...)
elektricka sit

Internet

socialni sité

planovani: zavislosti mezi tlohami

stavovy prostor logické tlohy
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Priklady graft

Potravni retézce

uzly: zvifata, hrany: pokud jedno Zere druhé

Figure 10.1: Narragansett Bay food web. 1=flagellates, diatoms;
gac, eelgrass; 4=Acariia, other copepods; 5 clams; 6=benthic macrofauna; 7=ctenophores;
8=meroplankton, fish larvac; 9=pacific menhaden; 10=bivalves; 11=crabs, lobsters; 12=butterfish;

riped bass, bluefish, mackerel; 14=demersal species; starfish; 16=flounder; 1 (After

=particulate detritus; 3=macroal-

sponges,

Yodzis 1989. Introduction to theoretical ecology, Harper and Row, New York.)
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Priklady graft
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Priklady graft

Logicka uloha: Misionari a kanibalové

Please help the 3 cannibals notice that: when there is on one side
and the 3 missionaties to move more cannibals than

to the other side of the lake, misstonatl

3 misionari, 3 kanibalové
feka, 1 lodka (max 2 lidé)
vic kanibald jak misiondr( na jednom misté =- problém

(jen jeden misionar a jeden kanibal umi padlovat)

zkuste:
@ najit reseni
e ,najit" v tom graf
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Reprezentace grafu

Reprezentace grafu v pocitaci

@ seznamy sousedl
e pro kazdy vrchol seznam jeho sousedi
e vhodné pro ridké matice

@ matice souslednosti

e bindrni matice
o pro kazdou dvojici vrcholt: sousedi (1) / nesousedi (0)
e vhodné pro malé nebo husté matice
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Reprezentace grafu

Reprezentace grafu: priklad neorientovany graf
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Reprezentace grafu

Reprezentace grafu: priklad orientovany graf
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Prochézeni grafu

Prochazeni grafu

prochazeni grafu = zakladni operace nad grafy

@ prochazeni do Sirky

@ prochdazeni do hloubky
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Prochazeni do Sirky

Prochazeni do sirky

BFS = breadth-first search
@ ,povoden” z pocatecniho vrcholu

@ realizace pomoci fronty
@ pro aktudlni vrchol:

e projdu vSechny sousedy
e pokud soused nebyl navstiven, dam jej do fronty
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Prochazeni do Sirky

llustrace

—— tree edges——- cross edges

Alsuwaiyel: Algorithms, Design Techniques and Analy
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Prochazeni do Sirky

llustrace 2

r s t u r
NN A
O (o)) . W
o] L/L/] ¢E ® ]
() (oF—(ooF—() 0 o)
\Z/ =/ / \ /
VoW Yy 7
T s t u

r s t u r s t u
(3)
@) (h)
)
r s ' u
(i) o9



Prochézeni grafu
000®0

Prochazeni do Sirky

Pseudokdd

Algorithm 9.4 BFS
Input: A directed or undirected graph G = (V, E).

Output: Numbering of the vertices in breadth-first search order.

1. bfn—0

2. for each vertex v € V'

3. mark v unvisited

4. end for

5. for each vertex v € V/

6. if v is marked unvisited then bfs(v)
7. end for

Procedure bfs(v)

1. Q+ {v}

2. mark v visited

3. while Q # {}

4 vePop(Q)

5. bfn— bfn+1

6. for each edge (v,w) € E

7. if w is marked unvisited then
8. Push(w, Q)

9. mark w visited
10. end if
11. end for

12. end while
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Prochazeni do Sirky

Prochazeni do sirky — poznamky

@ prochazim v poradi podle vzdalenosti od zdroje
@ jednoduché napoditat vzdalenosti (pocet kroki)

@ strom predchidci — rekonstrukce nejkratSich cest



Prochézeni grafu
©0000

Prochazeni do hloubky

Prochazeni do hloubky

DFS = depht-first search

@ ,zavrtavani“ se do hloubky

@ realizace pomoci rekurze (zasobniku)

@ pokud najdu nenavstiveného souseda, zac¢nu prohledavat z
ného

@ ostatni sousedy obslouzim az pozdéji
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Prochazeni do hloubky

llustrace

—— tree edges-— back edges 10,4‘-

M. H. Alsuwaiyel: Algorithms, Design Technigues and Analysis.
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Prochazeni do hloubky

llustrace 2
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Prochazeni do hloubky

Pseudokdd

Prochézeni grafu
0000

Algorithm 9.1 DFs
Input: A (directed or undirected) graph G = (V, E).

Output: Preordering and postordering of the vertices in the corresponding

1
2
3.
4.
5
6
7

depth-first search tree.

. predfn+—0; postdfn— 0
. for each vertex v € V

mark v unvisited
end for

. for each vertex v € V

if v is marked unvisited then dfs(v)

. end for

Procedure dfs(v)

1.
2. predfn«— predfn + 1

3. for each edge (v,w) € E
4.
5
6

mark v visited

if w is marked unvisited then dfs(w)

. end for
. postdfn — postdfn + 1

M. H. Alsuwaiyel: Algorithms, Design Techniques and Analysis
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Prochazeni do hloubky

Prochazeni do hloubky — poznamky

@ jednoduché na implementaci pomoci rekurze
@ uziteCné vlastnosti vyuzitelné pro aplikace, napr.

o detekce cykld
e (silné) komponenty souvislosti
e topologické tridéni
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Aplikace

Aplikace prohladavani

@ komponenty spojitosti
@ hledani nejkratSich cest
o detekce cykli

@ bipartita
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Aplikace

Komponenty souvislosti

@ komponenta souvislosti = maximalni mnozina vrchold
U C V, kazdé dva vrcholy z U vzdjemné dosazitelné

@ detekce pomoci prohledavani (do Sitky, do hloubky)
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Aplikace

Hledani nejkratsich cest

@ pokud vSechny hrany maji vahu 1
@ hledani nejkratSich cest pomoci BFS

@ jednoducha Gprava
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Aplikace

Detekce cyklu

@ cyklus (kruznice) — cesta z vrcholu sama do sebe

@ jak poznat, zda graf obsahuje cyklus?
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Aplikace

Detekce cyklu

@ cyklus (kruznice) — cesta z vrcholu sama do sebe
@ jak poznat, zda graf obsahuje cyklus?

@ neorientovany — spocitat pocet hran a vrcholi

@ orientovany — pomoci DFS

@ kontrola, zda je soused aktudlniho vrcholu na zasobniku
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Aplikace

Bipartitni graf

@ bipartitni graf
e existuje rozdéleni mnoziny vrcholli na Vi, V»
e hrany vedou pouze mezi Vj a V», nikoliv v rdmci mnozin

@ jak poznat, zda je graf bipartitni?
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Aplikace

Bipartitni graf

@ bipartitni graf
e existuje rozdéleni mnoziny vrcholli na Vi, V»
e hrany vedou pouze mezi Vj a V», nikoliv v rdmci mnozin

@ jak poznat, zda je graf bipartitni?
@ pomoci BFS (¢ DFS) — pribézné prifazuji do mnoziny
1/2 a kontroluji
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Priklady

Pouziti prochazeni grafu

@ mnoho problémi Ize Fesit jednoduse pomoci aplikace
prochazeni grafu

@ klicové spravné ,,pojmenovat” graf
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Priklady

Priklad: robot v bludisti

@ Ctvereckované bludisté
@ robot s operacemi: krok, rotace vlevo, rotace vpravo

@ jak se dostat na co nejminé operaci z jednoho mista do
druhého
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Priklady

Logicka uloha: Misionari a kanibalové

Please help the 3 cannibals notice that: when there is on one side
and the 3 missionaties to move more cannibals than

to the other side of the lake, misstonatl

3 misionari, 3 kanibalové
feka, 1 lodka (max 2 lidé)
vic kanibald jak misiondr( na jednom misté =- problém

(jen jeden misionar a jeden kanibal umi padlovat)

zkuste:
@ najit reseni
e ,najit" v tom graf
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Priklady

Priklad: generovani bludisté

@ bludisté ~ graf

@ generovani bludisté pomoci randomizovaného DFS -
prokopavani zdi



Slozit&jsi algoritmy

Slozitéjsi algoritmy nad grafy

nejkratsi vzdalenosti

kostra grafu

eulerovska cesta — domeckologie

hamiltonovska cesta — problém obchodniho cestujiciho

toky v sitich
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Nejkratsi vzdalenosti

Nejkratsi vzdalenosti

vice rliznych problémi
@ vahy hran:
o konstantni (1)

e prirozena Cisla
o cela disla

e odkud kam:
e z jednoho vrcholu do druhého (SSSP = single source
shortest path)

o mezi véemi dvojicemi vrchold (APSP = all pairs shortest
path)



Nejkratsi vzdalenosti

Dijkstrav algoritmus
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Nejkratsi vzdalenosti

Dijkstrav algoritmus

SSSP s kladnymi hranami

@ opakuj:
@ vyber nezpracovany vrchol s nejmensi vzdalenosti od
startu
@ zpracuj vrchol: aktualizuj vzdalenost sousedi

@ efektivni implementace: prioritni fronta
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Nejkratsi vzdalenosti

APSP s kladnymi hranami

@ naivné:
e spustit SSSP z kazdého vrcholu
o neefektivni
e Floyd-Warshaldv algoritmus:
e nejkratsi vzdalenosti vedouci pres vrchol 1
e nejkratsi vzddlenosti vedouci pres vrcholy 1, 2

e nejkratsi vzdalenosti vedouci pres vrcholy 1, 2, 3
o ...
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Nejkratsi vzdalenosti

Floyd-Warshaliv algoritmus

APSP s kladnymi hranami

Algorithm 7.3 FLOYD
Input: An n x n matrix [[1..n,1..n] such that l[i, j] is the length of the edge
(4,5) in a directed graph G = ({1,2,...,n}, E).
Output: A matrix D with D[4, j] = the distance from ¢ to j.
1. D1 {copy the input matrix [ into D}

2. for k—1ton
3. for i—1ton

4 for j—1ton

5 Dli, 3] = min{D[s, j], D[s, k] + D[k, j]}
6. end for

7. end for

8. end for
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Nejkratsi vzdalenosti

Celociselné hrany

@ mohou byt i zaporné vahy hran, problémy:
e nelze jednoduse najit idedIni poradi pocitdni vzdalenosti
e zaporny cyklus
@ obecny pristup:
e opakovand ,relaxace” hran
o detekce zapornych cykli
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Kostra grafu

Kostra grafu

@ kostra grafu = minimalni mnozina hran, tak ze graf je
spojity

@ ceny hran — nejlevnéjsi kostra grafu

@ aplikace: napr. elektricka sit

@ historie: prof. Borlivka
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Kostra grafu

Kruskaltv algoritmus

@ setridit hrany podle ceny
@ postupné prochazet hrany: vytvori hrana cyklus?

e ano — zahodit
@ ne — pouzit

@ datova struktura: union-find
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Kostra grafu

Kruskaltv algoritmus

Fig. 8.4 An Example of Kruskal Algorithm.
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Kostra grafu

Kruskaltv algoritmus




Kostra grafu

Kruskaltv algoritmus

0]

(n)

Slozit&jsi algoritmy
0000®00000
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Kostra grafu

Kruskaltv algoritmus

Algorithm 8.3 KRUSKAL
Input: A weighted connected undirected graph G = (V, E) with n vertices.

Qutput: The set of edges T' of a minimum cost spanning tree for G.

. Sort the edges in E by nondecreasing weight.
for each vertex v € V
MAKESET({v})
end for
T =1{}
. while [T|<n—-1
Let (z,y) be the next edge in E.
if FIND(z) # FIND(y) then
Add (z,y) to T
UNION(z,y)
end if
. end while

—
CLXID A WN -

==
b —



Slozit&jsi algoritmy
0000008000

Kostra grafu

Primlv algoritmus

@ zacit od nejlevnéjsi hrany
@ postupné , prilepujeme” dalsi sousedici hrany

@ datova struktura: prioritni fronta
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Kostra grafu

Primlv algoritmus

(h)
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Kostra grafu

Primlv algoritmus

Algorithm 8.4 PRIM

Input: A weighted connected undirected graph G = (V, E)), where
V ={1,2,...,n}.

Output: The set of edges T of a minimum cost spanning tree for G.

1. T —{}y X <{1}; Y=V -{1}

2. fory—2ton

3 if y adjacent to 1 then

4. Ny]—1

5. Clyl 1, 9]

6 else Cly]«— oo

7 end if

8. end for

9. for j—lton—1 {find n — 1 edges}
10. Let y € Y be such that C[y] is minimum
1. T—TU{(,Nb)}  {add edge (y, N[y]) to T}

12. X+—XU{y} {add vertex y to X}

13. Ye—Y—{y} {delete vertex y from Y}
14. for each vertex w € Y that is adjacent to y
15. if ¢y, w] < Clw] then

16. Nw|«y

17. Clw]  cly,w]

18. end if

19. end for

20. end for
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Kostra grafu

Necekana aplikace: generovani bludisté

@ dalsi zplsob jak generovat bludisté
@ budujeme , kostru” — bourdme zdi

@ Kruskal, Prim — kazdy trochu jind bludisté
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Dalsi

Toky v sitich

@ tok v siti: napf. voda, elektfina, energie (potravni Fetézec)
@ uzly: zdroj, drez
@ hrany: maximalni kapacita
@ podminky:
e zachovani kapacity
e konzistence uzl(: co priteCe, to odtece

problém: hledani maximalniho toku

feSeni: postupné ,fecovani* toku
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Eulerovsky cyklus

@ eulerovsky cyklus = navstivit vSechny hrany pravé jednou
@ problém 1: existuje eulerovsky cyklus?
@ problém 2: vypsat cyklus

@ oboje jednoduse fesitelné
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Dalsi

Hamiltonovsky cyklus

@ hamiltonovsky cyklus = navstivit vSechny uzly pravé
jednou

@ problém obchodniho cestujiciho — vazené hrany

@ obtizné (NP-GplIné), hrubd sila, heuristiky
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Shrnuti

e graf, reprezentace

@ prohledavani do hloubky, do Sirky

@ aplikace prohledavani

@ slozitéjsi algoritmy: cesty, kostry, toky, cykly, ...
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