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Definice 1. Orientovaný graf je dvojice G = (V,E), kde V je soubor vrchol̊u a E ⊆ V 2

je soubor orientovaných hran mezi vrcholy.

Definice 2. Necht’ G = (V,E) je orientovaný graf a n = |V |. Hamiltonovská kružnice
(HK) v orientovaném grafu G je posloupnost vrchol̊u v0, v1, . . . , vn taková, že

1. pro všechna 0 ≤ i < n plat́ı (vi, vi+1) ∈ E

2. pro všechna 0 ≤ i < j < n plat́ı vi 6= vj

3. v0 = vn

Cvičeńı. Necht’ G je orientovaný graf takový, že n = |V | ≥ 2. Zadejte formuli ϕ
takovou, že plat́ı

ϕ je splnitelná⇐⇒ G obsahuje Hamiltonovskou kružnici (1)

a ϕ lze sestrojit v polynomiálńım čase.

Poznámka. Naš́ım úkolem je tedy redukovat problém Hamiltonovské kružnice na NP-
úplný problém splnitelnosti výrokových formuĺı (SAT) v polynomiálńım čase.

Protože n ≥ 2, graf G obsahuje HK právě tehdy, když graf (V,E \{(u, u) | u ∈ V })
(tedy G bez smyček) obsahuje HK.

Budeme předpokládat, že pro každé u ∈ V plat́ı (u, u) 6∈ E

(jinými slovy, že G neobsahuje smyčky). Dále budeme předpokládat, že pro každé
u ∈ V existuje alespoň jedno v ∈ V takové, že (u, v) ∈ E.

Kĺıčem k řešeńı je následuj́ıćı alternativńı charakterizace HK v grafu G.

Definice 3. Řekneme, že soubor hran K ⊆ E je HK pokud splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

A. pro každé u ∈ V existuje právě jedno v ∈ V takové, že (u, v) ∈ K (tedy každý
vrchol u ∈ V má právě jednu výstupńı hranu v K).

B.
⋃n
i=1K

i = V × V 1 (tedy pro každou dvojici vrchol̊u u, v ∈ V plat́ı, že existuje
cesta “po hranách z K” z vrcholu u do vrcholu v)

Lemma 1. G obsahuje HK právě když existuje soubor hran K ⊆ E, který je HK.
1Pro dané soubory hran K, L ⊆ E definujeme

K · L := {(u, v) | ∃w ∈ V : (u, w) ∈ K a (w, v) ∈ L}

Definujeme K1 = K a pro i ≥ 1 definujeme Ki+1 := Ki ·K. (Všimněte si, že Ki ·K = K ·Ki, a že
(u, v) ∈ Ki právě tehdy, když v grafu (V, K) existuje orientovaná cesta délky i z u do v.)
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D̊ukaz. Necht’ v0, v1, . . . vn je HK. Nyńı soubor

K = {(v0, v1), (v1, v2), . . . , (vn−1, vn), (vn, v0)}

je zřejmě HK dle Definice 3.
Naopak, necht’ K je HK. Definujme posloupnost vrchol̊u v0, v1, . . . , vn kde

• v0 je libovolný vrchol

• pro každé 0 ≤ i < n je vi+1 unikátńı vrchol splňuj́ıćı (vi, vi+1) ∈ K

Ukážeme, že ω = v0, v1, . . . , vn je HK. Z podmı́nky A. plyne, že definice ω je korektńı,
protože každé vi má právě jednu výchoźı hranu v K.

Zbývá dokázat podmı́nky 1. – 3. z Definice 2. Podmı́nka 1. plyne př́ımo z definice
ω a z K ⊆ E. Podmı́nky 2. a 3. vyplynou snadno z následuj́ıćıho tvrzeńı:

Pokud pro nějaká 0 ≤ i < j ≤ n plat́ı vi = vj , pak pro každé 1 ≤ ` ≤ n plat́ı

{u | (vi, u) ∈ K`} ⊆ {vi, vi+1, . . . , vj} (2)

Důkaz povedeme indukćı vzhledem k `. Pokud ` = 1, pak d́ıky podmı́nce A.,

{u | (vi, u) ∈ K`} = {u | (vi, u) ∈ K} = {vi, vi+1} ⊆ {vi, vi+1, . . . , vj}

Předpokládejme, že (2) plat́ı pro ` a uvažme ` + 1. Necht’ (vi, u) ∈ K`+1. Ukážeme,
že u ∈ {vi, vi+1, . . . , vj}. Jelikož (vi, u) ∈ K`+1 = K` · K, existuje w ∈ V takové, že
(vi, w) ∈ K` a (w, u) ∈ K. Z indukčńıho předpokladu (který aplikujeme na (vi, w))
obdrž́ıme, že w ∈ {vi, vi+1, . . . , vj}, tedy w = vk pro nějaké i ≤ k ≤ j. Z definice
ω plyne, že pokud k < j, pak u = vk+1 a pokud k = j, pak u = vi+1. Tedy u ∈
{vi, vi+1, . . . , vj}.

Nyńı můžeme snadno dokázat podmı́nky 2. a 3. z Definice 2. Nejprve předpokládej-
me, že podmı́nka 2. neńı splněna, tedy že existuj́ı 0 ≤ i < j < n taková, že vi = vj .
Potom ovšem (2) implikuje, že existuje nejvýše j − i < n vrchol̊u u ∈ V takových, že
(vi, u) ∈

⋃n
`=1K

`, což je ve sporu s podmı́nkou B. Nyńı předpokládejme, že podmı́nka
3. neńı splněna, tedy že vn 6= v0. Z Dirichletova principu plyne, že muśı existovat
0 ≤ i < j ≤ n taková, že vi = vj . Z vn 6= v0 plyne bud’ i > 0 nebo j < n. Pak ovšem z
(2) plyne, že existuje nejvýše j − i < n vrchol̊u u ∈ V takových, že (vi, u) ∈

⋃n
`=1K

`,
což je ve sporu s podmı́nkou B.

Dı́ky Lemmatu 1 zřejmě stač́ı zkonstruovat formuli ϕ, která je splnitelná právě
tehdy, když existuje množina K, která je HK dle Definice 2.

Nejprve muśıme určit, jaké výrokové proměnné budeme ve formuli ϕ použ́ıvat. Pro
každou hranu (u, v) ∈ E zavedeme výrokovou proměnnou Xuv. Každá valuace ν nám
potom bude zadávat množinu hran

Kν = {(u, v) ∈ E | ν(Xuv) = 1}

Formuli ϕ definujeme tak, aby ν(ϕ) = 1 právě tehdy, když Kν je HK. Potom Lemma 1
implikuje, že ϕ je splnitelná právě když graf G obsahuje HK. Formuli ϕ definujeme
postupně tak, že nejprve definujeme formule, které zajist́ı podmı́nky A. a B. z Defi-
nice 2.

Podmı́nku A. je možné zajistit následuj́ıćı formuĺı

ξ :=
∧
u∈V

 ∨
(u,v)∈E

Xuv ∧
∧

(u,v′)∈E\{(u,v)}

¬Xuv′
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Lemma 2. Pro libovolnou valuaci ν plat́ı, že ν(ξ) = 1 právě tehdy, když pro každé
u ∈ V existuje právě jedno v ∈ V takové, že (u, v) ∈ Kν .

D̊ukaz. Pokud ν(ξ) = 1, pak pro každé u ∈ V existuje v ∈ V takové, že (u, v) ∈ E,
ν(Xuv) = 1 a pro každé (u, v′) ∈ E \ {(u, v)} plat́ı ν(Xuv′) = 0. Potom ovšem je v
jediný vrchol splňuj́ıćı (u, v) ∈ Kν .

Naopak, předpokládejme, že pro každé u ∈ V existuje právě jedno v ∈ V takové,
že (u, v) ∈ Kν . Potom pro každé u ∈ V muśı platit, že existuje právě jedno v ∈ V
takové, že ν(Xuv) = 1. Potom ovšem ν(ξ) = 1.

Abychom byli schopni zajistit podmı́nku B. z Definice 2, zavedeme nové výrokové
proměnné tvaru Xi

uv kde 1 ≤ i ≤ n. Definujeme formuli η tak, aby pro každou va-
luaci ν platilo, že ν(η) = 1 právě tehdy, když pro každé 1 ≤ i ≤ n plat́ı Ki

ν =
{(u, v) | ν(Xi

uv) = 1}. Potom bude podmı́nka B. snadno vyjádřitelná pomoćı formule
η ∧

∧
u,v∈V

∨n
i=1X

i
uv. (Intuice za Xi

uv a η je následuj́ıćı: formule η je splněna při va-
luaćıch ν, které jsou konzistentńı v tom smyslu, že ν(Xi

uv) = 1 právě tehdy, když v
grafu (V,Kν) existuje cesta délky i z u do v.)

η :=
n∧
i=1

ηi

kde formule ηi definujeme induktivně takto:

η1 :=
∧

(u,v)∈E

(
X1
uv ↔ Xuv

)
∧

 ∧
(w,z)∈(V×V )\E

¬X1
wz


ηi+1 :=

∧
u,v∈V

Xi+1
uv ↔

∨
(w,v)∈E

(
Xi
uw ∧Xwv

)
Lemma 3. ν(η) = 1 právě když pro každé 1 ≤ i ≤ n plat́ı Ki

ν = {(u, v) | ν(Xi
uv) = 1}.

Zejména ν(η ∧
∧
u,v∈V

∨n
i=1X

i
uv) = 1 právě tehdy, když

⋃n
i=1K

i
ν = V × V .

D̊ukaz. Předpokládejme, že ν(η) = 1. Dokážeme, že Ki
ν = {(u, v) | ν(Xi

uv) = 1}
indukćı vzhledem k i. Pokud i = 1 pak př́ımo z ν(ηi) = ν(η1) = 1 dostaneme

K1
ν = Kν = {(u, v) ∈ E | ν(Xuv) = 1} = {(u, v) | ν(X1

uv) = 1}

Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro i a uvažme i+ 1. Pak

Ki+1
ν = Ki

ν ·Kν (definice Ki+1
ν )

= Ki
ν · {(w, v) ∈ E | ν(Xwv) = 1} (definice Kν)

= {(u,w) | ν(Xi
uw) = 1} · {(w, v) ∈ E | ν(Xwv) = 1} (indukčńı předpoklad)

= {(u, v) | ∃w ∈ V : ν(Xi
uw) = 1 a ν(Xwv) = 1} (definice zřetězeńı ·)

= {(u, v) | ν(Xi+1
uv ) = 1} (ν(ηi+1) = 1)

Nyńı předpokládejme, že pro každé 1 ≤ i ≤ n plat́ı Ki
ν = {(u, v) | ν(Xi

uv) = 1}.
Ukážeme, že ν(ηi) = 1 pro každé 1 ≤ i ≤ n indukćı vzhledem k i. Předpokládejme
nejprve, že i = 1. Pak

{(u, v) | ν(Xi
uv) = 1} = Ki

ν = K1
ν = Kν = {(u, v) ∈ E | ν(Xuv) = 1}

a tedy ν(ηi) = 1.

3



Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro i a uvažme i+1. Pak dle našeho předpokladu,

Ki+1
ν = {(u, v) | ν(Xi+1

uv ) = 1}

a zároveň

Ki+1
ν = Ki

ν ·Kν (definice Ki+1
ν )

= {(u,w) | ν(Xi
uw)} · {(w, v) ∈ E | ν(Xwv)} (indukčńı předpoklad)

= {(u, v) | ∃w ∈ V : ν(Xi
uw) = 1 a ν(Xwv) = 1} (definice zřetězeńı ·)

Tedy

{(u, v) | ν(Xi+1
uv ) = 1} = Ki+1

ν = {(u, v) | ∃w ∈ V : ν(Xi
uw) = 1 a ν(Xwv) = 1}

To ovšem znamená, že pro libovoné vrcholy u, v ∈ V plat́ı

ν(Xi+1
uv ) = ν

 ∨
(w,v)∈E

(Xi
uw ∧Xwv)


a tedy ν(ηi+1) = 1.

Na závěr definujeme formuli ϕ takto:

ϕ := ξ ∧ η ∧
∧

u,v∈V

n∨
i=1

Xi
uv

Lemma 2 a Lemma 3 implikuj́ı, že ν(ϕ) = 1 právě když Kν je HK. Potom ovšem
Lemma 1 implikuje, že ϕ je splnitelná právě když G obsahuje HK.

Velikost formule ϕ se snadno odhadne takto:

|ϕ| ∈ O(|ξ|+ |η|+ n3)

kde
|ξ| ∈ O(n2)

a

|η| ∈ O

(
n∑
i=1

|ηi|

)
⊆ O(n4)

Celkem |ϕ| ∈ O(n4).
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