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Definice 1. Orientovany graf je dvojice G = (V, E), kde V' je soubor vrcholi a E C V2
je soubor orientovangch hran mezi vrcholy.

Definice 2. Necht G = (V, E) je orientovany graf a n = |V|. Hamiltonovskd kruznice
(HK) v orientovaném grafu G je posloupnost vrcholi vo, vy, ..., v, takovd, Ze

1. pro vdechna 0 < i < n plati (v;,v;41) € E
2. pro viechna 0 <1 < j < n plati v; # v;
3. vg = vy

Cviceni. Necht G je orientovany graf takovy, Ze n = |V| > 2. Zadejte formuli ¢
takovou, Ze plati

@ je splnitelnd <= G obsahuje Hamiltonovskou kruznici (1)
a @ lze sestrojit v polynomidlnim case.

Poznamka. Nasim ikolem je tedy redukovat problém Hamiltonovské kruznice na NP-
dplnyg problém splnitelnosti vgrokoviych formuli (SAT) v polynomidlnim case.

Protoze n > 2, graf G obsahuje HK préveé tehdy, kdyz graf (V, E\ {(u,u) | u € V})
(tedy G bez smycek) obsahuje HK.

Budeme predpoklddat, Ze pro kazdé u € V plati (u,u) € E

(jinymi slovy, ze G neobsahuje smycky). Déle budeme ptredpoklddat, ze pro kazdé
u € V existuje alesponi jedno v € V takové, ze (u,v) € E.
Klicem k feseni je nasledujici alternativni charakterizace HK v grafu G.

Definice 3. Rekneme, ze soubor hran K C E je HK pokud spliiuje ndsledujici podminky:

A. pro kazdé u € V ezistuje pravé jedno v € V takové, Ze (u,v) € K (tedy kazdy
vrchol uw € V- md prdvé jednu vystupni hranu v K ).

B. L, K'=Vx VE| (tedy pro kazZdou dvojici vrcholi u,v € V plati, Ze existuje
cesta “po hrandch z K7 z vrcholu uw do vrcholu v)

Lemma 1. G obsahuje HK prdvé kdyz existuje soubor hran K C E, ktery je HK.

1Pro dané soubory hran K, L C E definujeme
K- -L:={(u,v)|JweV:(u,w) € Ka(wv)eL}

Definujeme K' = K apro i > 1 definujeme K*t! := K*. K. (Véimnéte si, 7e K- K = K - K?, a 7e
(u,v) € K* pravé tehdy, kdyz v grafu (V, K) existuje orientovand cesta délky i z u do v.)



Diikaz. Necht vy, v1,...v, je HK. Nyni soubor

K = {(vo,v1), (v1,v2), ..., (Vn-1,n), (Un,v0) }

je zfejmé HK dle Definice
Naopak, necht K je HK. Definujme posloupnost vrcholii vg, vy, ..., v, kde

e v je libovolny vrchol
e pro kazdé 0 < i < n je v;41 unikdtni vrchol splaujici (v;, vi41) € K

Ukazeme, Ze w = vg, v1, ..., v, je HK. Z podminky A. plyne, Ze definice w je korektni,
protoze kazdé v; ma pravé jednu vychozi hranu v K.

Zbyvé dokazat podminky 1. — 3. z Definice 2l Podminka 1. plyne piimo z definice
w az K C E. Podminky 2. a 8. vyplynou snadno z néasledujiciho tvrzeni:

Pokud pro néjaka 0 < i < j < n plati v; = vj;, pak pro kazdé 1 < ¢ < n plati
{u | (vi,u)EKZ}Q{vi,viH,...,vj} (2)
Ditkaz povedeme indukci vzhledem k ¢. Pokud ¢ = 1, pak diky podmince A.,
{u| (vi,u) € Ke} ={u| (vi,u) € K} = {v;,viy1} € {vs, vig1,..., 05}

Piedpoklddejme, ze plati pro ¢ a uvazme £ + 1. Necht (v;,u) € K. Ukdzeme,
7e u € {vi,vit1,...,0j}. Jelikoz (v;,u) € K = K* - K, existuje w € V takové, ze
(vi,w) € K a (w,u) € K. Z indukéniho piedpokladu (ktery aplikujeme na (v, w))
obdrzime, ze w € {v;,viq1,...,v;}, tedy w = v pro né&jaké i < k < j. Z definice
w plyne, ze pokud k£ < j, pak u = vg11 a pokud k£ = j, pak u = v;41. Tedy u €
{’Ui,viJrl, ey Uj}.

Nyn{ muzeme snadno dokdzat podminky 2. a 3. z Definice 2] Nejprve predpokladej-
me, ze podminka 2. nenf splnéna, tedy zZe existuji 0 < i < j < n takova, ze v; = v;.
Potom ovsem implikuje, ze existuje nejvyse j — i < n vrcholu u € V takovych, ze
(vi,u) € U;L=1 K*, coz je ve sporu s podminkou B. Nynf piedpokladejme, ze podminka
3. neni splnéna, tedy ze v, # vg. Z Dirichletova principu plyne, ze musi existovat
0 <i < j <n takovd, ze v; = v;. Z v, # v plyne bud i > 0 nebo j < n. Pak oviem z
plyne, Ze existuje nejvyse j —i < n vrcholii u € V takovych, Ze (v;,u) € [, K*,
coz je ve sporu s podminkou B. O

Diky Lemmatu [l| zfejmé staci zkonstruovat formuli ¢, kterd je splnitelnd pravée
tehdy, kdyz existuje mnozina K, kterd je HK dle Definice

Nejprve musime urcit, jaké vyrokové proménné budeme ve formuli ¢ pouzivat. Pro
kazdou hranu (u,v) € E zavedeme vyrokovou proménnou X,,. Kazdd valuace v ndm
potom bude zaddvat mnozinu hran

K, ={(u,v) € E|v(Xyu) =1}

Formuli ¢ definujeme tak, aby v(¢) = 1 pravé tehdy, kdyz K, je HK. Potom Lemma
implikuje, Zze ¢ je splnitelna pravé kdyz graf G obsahuje HK. Formuli ¢ definujeme
postupné tak, ze nejprve definujeme formule, které zajisti podminky A. a B. z Defi-
nice

Podminku A. je mozné zajistit nasledujici formuli

g = /\ \/ Kuw A /\ Xy

ueV \ (u,v)eE (u,v)EE\{(u,v)}



Lemma 2. Pro libovolnou valuaci v plati, Ze v(§) = 1 prdvé tehdy, kdyz pro kazdé
u €V existuje prdvé jedno v € V takové, Ze (u,v) € K.

Diikaz. Pokud v(§) = 1, pak pro kazdé v € V existuje v € V takové, ze (u,v) € E,
v(Xuy) = 1 a pro kazdé (u,v’) € E\ {(u,v)} plati v(Xy,) = 0. Potom ovsem je v
jediny vrchol spliaujici (u,v) € K.

Naopak, predpokladejme, ze pro kazdé u € V existuje pravé jedno v € V takové,
ze (u,v) € K,. Potom pro kazdé u € V musi platit, ze existuje préavé jedno v € V
takové, ze v(X,,) = 1. Potom ovsem v(§) = 1. O

Abychom byli schopni zajistit podminku B. z Definice [2| zavedeme nové vyrokové
proménné tvaru X! kde 1 < i < n. Definujeme formuli 7 tak, aby pro kazdou va-
luaci v platilo, ze v(n) = 1 pravé tehdy, kdyz pro kazdé 1 < i < n plati K} =
{(u,v) | v(XE,) = 1} Potom bude podminka B. snadno vyjddfitelnd pomoci formule
nA /\u vev \/Z L X%, (Intuice za X, a n je nasledujici: formule 7 je splnéna pii va-
luacich v, které jsou konmstentnl v tom smyslu, Ze v(X?, ) = 1 pravé tehdy, kdyz v
grafu (V, KV) existuje cesta délky i z u do v.)

kde formule n' definujeme induktivné takto:

= N\ (XL e Xuw) A A -X1
(u,v)EE (w,2)E(VXV)\E
ntl = /\ Xl o \/ (Xiw A Xu)'u)
u,veV (w,w)eR

Lemma 3. v(n) =1 prdvé kdyi pro kazdé 1 < i < n plati K, = {(u,v) | v(X},) = 1}.
Zejména v(n A N\, pev Vi, X%,) =1 prdvé tehdy, kdyz \J;_, K, =V x V.

Diikaz. Predpoklddejme, 7ze v(n) = 1. Dokdzeme, 7e K! = {(u,v) | v(X.,) = 1}
indukef vzhledem k 4. Pokud i = 1 pak pifmo z v(n') = v(n') = 1 dostaneme

K, =K, ={(u,v) € B | v(Xu) =1} = {(u,v) | v(X,,) = 1}
Predpoklddejme, ze tvrzeni plati pro ¢ a uvazme 7 + 1. Pak
Ki''=K! K, (definice K:Th)
=K' - {(w,v) € B | v(Xuwy) =1} (definice K,,)
= {(u,w) | v(X,) =1} - {(w,v) € E | v(Xy,) =1} (indukéni predpoklad)
={(u,v) | Fw eV :v(X.,)=1av(Xu) =1} (
= {(u,v) [ (X;5") =1} (

definice ztetézeni -)
v(n' ™) =1)

Nyn{ predpoklddejme, Ze pro kazdé 1 < i < n plati K = {(u,v) | v(X%,) = 1}
Ukézeme, Ze v(n') = 1 pro kazdé 1 < i < n indukei vzhledem k i. Predpokladejme
nejprve, ze ¢ = 1. Pak

{(w,v) | v(X,,) =1} = K, = K, = K, = {(u,v) € E | v(Xy) = 1}

a tedy v(n') = 1.



Ptredpokladejme, ze tvrzeni plati pro ¢ a uvazme i+ 1. Pak dle naseho predpokladu,

K = {(u0) [ V(X0 = 1}

a zarovei
Kt =K K, (definice K:t1)
= {(u,w) | v(Xi)} - {(w,v) € B | v(Xyuo)} (indukéni predpoklad)
={(u,v) | Iw eV :v(X.,)=1av(Xu) =1} (definice zietézeni -)
Tedy

{(w,0) [ (X5 =1} = K7 = {(u,0) | Fw € V 1 v(X,) = 1 a v(Xuy) = 1}

To ovSsem znamena, ze pro libovoné vrcholy u,v € V plati

Z’(Xﬂ;l) =v \/ (Xfw; A Xuw)
(w,w)EE

a tedy v(nitl) = 1. O
Na zavér definujeme formuli ¢ takto:
p=cnnn N\ X
u,veV i=1

Lemma [2| a Lemma [3] implikuji, ze v(p) = 1 pravé kdyz K, je HK. Potom oviem
Lemma [I] implikuje, ze ¢ je splnitelnd pravé kdyz G obsahuje HK.
Velikost formule ¢ se snadno odhadne takto:

ol € O] + [n] +n?)

kde
€] € O(n®)

Inl € O (Z WI) c O(n")

i=1
Celkem |p| € O(n?).



