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Logika.

Buh

Logika (z Feckého Aoyoc)
zkouma  zpusob  vyvozovani
zaverl z predpokladu.

V bézné teCi se ,logikou”
oznaCuje mySlenkova cesta,
ktera vedla k danym zaveértim.

Logika nezkouma lidské mysSleni
(psychologie) ani obecné hranice
lidského poznani (epistemologie).

,Mize vsemohouci Buh stvorit
kamen, ktery sam nedokaZe
uzvednout?“
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" Logika. Neformalni, formalni, matematicka.

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika

Logicky Etverec

Sylogismy @ Neformalnilogika studuje problematiku spravné argumentace

Booleova _ v pfirozeném jazyce.
algebra logiky

v zald. proniemy @ Formalnilogika definuje a studuje abstraktni odvozovaci pravidla (ij.

Reseni 1. problému

Resen 2. probiém ,formy tsudkud®), jejichz platnost nezavisi na vyznamu pojma, které
Vyrokova logika V nich VyStUpUji.

Syntaxe
semantia @ Pojmem matematicka logika se obvykle mysli dvé rizné oblasti
Kompaktnost Vy2ku m u.:

Systém £(—,-)

';::::“' @ aplikace poznatku z oblasti formalni logiky na matematiku (napf.
oredikhtovs sngha ,VNoFit* matematiku dp logiky ve formé kone¢ného systému
l«;gika axiomu a odvozovacich pravidel);

yntaxe
semantla @ aplikace matematickych struktur a technik ve formalni logice

vozovaci systém N . ° . ° °
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@ Povazovan za zakladatele formalni

Reseni 2. problému

Vyrokova logika Iog I ky

semantia @ Zavedl a prozkoumal pojem
ompkinos sylogismu.

v @ Aristoteles zkoumal také
Rl pravdivostni médy a polozil tak
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Aristotelova logika. Logicky ctverec.

Necht S a P jsou neprazdné
CA\ /ED vlastnosti.  Aristoteles  rozliSuje

nasledujici zakladni  kategoricka
tvrzeni:

@ A ,vSechna S jsou P*
@ £ ,Zadna S nejsou P*
@ | ,néktera S jsou P*

@ O ,néktera S nejsou P*

o) Mnemonika: Affrmo—nEgO
(tvrdim—popiram)

Aristotelova logika. Logicky ctverec. (2)

A a O jsou kontradiktorickd, tj. nemohou byt soucasné pravdiva ani
soucasné nepravdiva. | a E jsou rovneéz kontradiktoricka.

A a E jsou kontrarni, tj. mohou byt sou¢asné nepravdiva ale ne
soucasneé pravdiva.

la O jsou , tj. mohou byt soucasné pravdiva ale ne
soucasneé nepravdiva.

I je subalterni (podfizené) A, tj. I je pravdivé jestlize A je pravdivé, a
soucasné A je nepravdivé jestlize | je nepravdivé. Podobné O je
subalterni E.
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Aristotelova logika. Sylogismy.

@ Sylogismy jsou jednoduché usudky tvaru
Hlavni premisa
Vedlejsi premisa
. Zaver
@ Obeé premisy i zavér jsou kategoricka tvrzeni tvaru A, E, I, O
obsahujici dohromady praveé tfi vlastnosti S, M, P, kde
@ hlavni premisa obsahuje P a M,
@ vedlejSi premisa obsahuje S a M;
@ zaveérjetvaru S z P.

@ Lze tedy rozliSit nasledujici Ctyfi formy sylogismu:

I: MxP : PxM ": MxP IV: PxM
SyMm SyM My S My S
.SzP .SzP .SzP SzP

@ Celkem tedy existuje 4 - 4> = 256 sylogismu.

Aristotelova logika. Sylogismy. (2)

@ Jen 24 sylogismu je platnych:

,,Barbara, Celarent, Darii, Ferioque prioris

Cesare, Camestres, Festino, Baroco secundae
Tertia grande sonans recitat Darapti, Felapton
Disamis, Datisi, Bocardo, Ferison. Quartae

Sunt Bamalip, Calames, Dimatis, Fesapo, Fresison.*

@ Formal: AAA, EAE, All, EIO (Barbara, Celarent, Darii,
Ferioque), AAI, EAO (subalterni médy);

@ Formall: EAE, AEE, EIO, AOO, (Cesare, Camestres, Festino,
Baroco), AEO, EAO (subalterni mody);

@ Formallll: AAl, EAQ, IAl, All, OAO, EIO (Darapti, Felapton,
Disamis, Datisi, Bocardo, Ferison);

@ Forma IV: AAl, AEE, IAl, EAO, EIO (Bamalip, Calemes, Dimatis,
Fesapo, Fresison), AEO (subalterni mod).

@ O (ne)platnosti sylogismu se Ize snadno presvedcit pomoci
Vennovych diagramu (John Venn, 1834—-1923).
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" Aristotelova logika. Platnost sylogismt. (2)

Antonin Kucera

Uvod
T @ UvaZme nyni napt. AEE sylogismus druhé formy (Camestres):
logika
Logicky Gtverec

Sylogismy . i
Booleova Vsechna P jsou M
algebra logiky Zadna S nejsou M
Dva zakl. problémy x o, , .
Reseni 1. problému .. Zadna S nejsou P

Reseni 2. problému

Vyrokova logika
Syntaxe . . ,
sémantica Tento sylogismus je tedy platny.
PInohodnotnost
Kompaktnost
Systém £(—,-)
Korektnost

@ Pro AlO sylogismus druhé formy dostavame:

Uplnost

Predikatova v .
logika Véechna P jsou M

Syntare Néktera S jsou M o"
Sémantika v , .
Odvozovaci systém .. Néktera S nejsou P

Véta o uplnosti

Véta o
neuplnosti . , . vy . , ,
Turingav stroj Druhy diagram podava protipriklad, sylogismus platny neni.
relpinosts

Godeluv dukaz

2. véta o neuplnosti
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Aristotelova logika. Platnost sylogismu. (3)

Rozeberme jesté AAI sylogismus treti formy (Darapti):

VSsechna M jsou P
VSechna M jsou S
. Néktera S jsou P

A
(XN

O

Tento sylogismus je v Aristotelove logice povazovan za platny. Je vSak
treba pouzit predpoklad, ze kazda vlastnost je neprazdna. Tento

predpoklad ale pfinasi jisté problémy:

VSechny sklenéné hory jsou sklenéné.
VSechny sklenéné hory jsou hory.

.. Nékteré hory jsou sklenéné.

Hlavni i vedlej$i premisa jsou na intuitivni drovni pravdiva tvrzeni, zaver

vSak nikoliv.

Booleova ,algebra logiky*“.

George Boole (1815-1864)

@ Aplikoval algebraické techniky pfi

formalizaci procesu odvozovani.
Nalezl souvislost mezi algebrou a
sylogismy.

Booleova ,algebra logiky* se
chova podobné jako algebra Cisel.
Nasobeni odpovida logické spojce
,a soucasne”, scitani logické
spojce ,,nebo”, apod. (Odtud
pochazeji pojmy ,,logicky soucin“a
,,logicky soucet".).
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Algebra logiky. Motivacni priklad.

Uvazme nasledujici sylogismus:
VSechna S jsou M
Zadna M nejsou P
. Zadna S nejsou P
Pokud vlastnosti identifikujeme se soubory objektl univerza, pro které
plati, mizeme uvedeny sylogismus prepsat na

ScM SAM =0 (1)
SAP=0 SAP=0 (3)

Pokusme se nyni ,,odvodit* (3) z (1) a (2):

Algebra logiky. Motivacni priklad. (2)

@ Ztoho,z2e SNM =0a0n X =0 pro libovolné X dostavame
(SNM)YNP=0 (4)

@ Podobné z (2) plyne (MN P)N S =0 (5).

@ Ze (4), (5) afaktu,Ze 0U 0 = 0, plyne
(SANM)YNP)U(MNP)NS)=0 (6)

@ Uzitim asociativity a komutativity U a N dostdvame z (6)
(SNP)NM)YU((SNP)NM)=0 (7)

@ Nyni podle distributivniho zakona lze (7) prepsat na
(SNP)N(MUM)=0 (8)

@ Jelikoz XU X’ =1a XnN1= X pro libovolné X, dostavame z (8)
SNP=0

coz bylo dokazat.
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Algebra logiky. Motivacni priklad. (3)

V pfedchozim prikladu jsme k dokazani sylogismu pouzili symbolickou
manipulaci se symboly S, M a P podle nasledujicich algebraickych identit
(tji. nezabyvali jsme se tim, jaky maji symboly U, N, 0, 1, a’ vyznam).

XuxX = X XUX = 1

XnX = X XnX = 0

XUY = YuXx X" = X

XnY = YnX Xuil = 1
XU(YuZ) = (XuY)uZ Xni = X
Xn(Ynz) = (XnY)nZ Xu0 = X
XN(XUY) = X XNn0 = 0
Xu(XnyY) = X (XUY)Y = XnY
XNn(YuZ) = (XNnY)u(Xn2) (XNnYy = XUy
Xu(Ynz) = (XUuY)n(Xu2)

Algebra logiky. Motivacni priklad. (4)

@ Tyto identity definuji algebraickou strukturu, které se pozdéji zacalo
fikat Booleva algebra (pfipadné Boolelv svaz).

@ V pavodni Booleové notaci se
@ misto X N Y piSe X.Y (pfipadné jen XY);
@ misto X U Y piSe X + Y;
@ misto X’ piSe 1 — X.

V této notaci pak identity dostavaji ¢iselnou podobu a Boole sam se
pokousel prevést dalsi Ciselné konstrukce (napf. déleni, ale i Taylortv
rozvoj) do své ,,algebry logiky“. Tyto Uvahy vSak jiz byly zcela mylné.
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Booleova @ Podle Boolea je kazdy sylogismus mozné zapsat ve tvaru
algebra logiky

Ii)va zakl. problémy F1 (P’ M’ A) — O

Reseni 1. problému

Reseni 2. problému F2 ( S, M, B) — O

Vyrokova logika
Syntaxe F(S, P, C) — O

Sémantika

Pinohodnotnost kde F(P,M,A), Fo(S,M,B), F(S, P, C) jsou vhodné vyrazy

ytém () vytvorené ze symbol(i 0, 1, U, N, ” a symboll v zavorkach.

Korektnost

Gpinost @ Symboly A, B, C plni roli ,,blize neuréenych vlastnosti“ pfi prepisu
predikdtovs kategorickych tvrzeni | a O. Napf. ,néktera S jsou P* Boole vyjadril
Syntaxe pomoci rovnosti SNA =PNA 1. (SNA)N(PNA) =0,kde A je
e oyt blize neurCena vlastnost. Tento postup neni zcela korektni.

Véta o uplnosti
Véta o
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“wa*  Algebra logiky. Dva zakladni problémy. (2)
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Sylogismy @ Boole uvazil obecnéjsi usudky tvaru

Booleova

algebra logiky F1(A1,...,Am,B1,...,Bn) — O
Dva zakl. problémy
Reseni 1. problému
Reseni 2. problému

Vyrokova logika
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Sémantika
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Systém £(—,-)
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@ Cilem jeho snah bylo vyvinout metodu, kterd umozni
Predikatova

logika g . ;. P

Syntaxe @ zjistit, zda je dany usudek pravdivy;

Sémantika

Odvozovaci systém @ nalézt nejobecnéjsi zaver (F) pro dané predpoklady (Fi,. .. ,Fx).
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Algebra logiky. Booleova metoda.

Definice 1

Necht A — A1, ..., An. A -konstituent je vyraz tvaru 1 N---N €y, kde ¢; je bud A;
nebo A’.
I

Véta 2
Pro kazdé F(Xy,---, X,) plati

FXt, -, X) = | ] FO)NGE@) N0 e()

ve{o,1}n

kde (;(V) je bud’ X; nebo X! podle toho, zda je v; rovno 1 nebo 0.

Priklad 3
Necht F(A,B) = (AUB’)Nn (A’ UB). Pak
F(A,B) = (F(0,0)0nA'nB’) U (F(0,1)NnA"NnB)
U(F(1,0)nANB") U (F(1,1)NnANB)
= (InA’'nB’)U (0NA’'NnB) U (0NANB’) U (1NANB)
= (A'nB’) U (AnB)

Algebra logiky. Reseni 1. problému.

Véta 4
Usudek

F1(A1,...,Am,B1,...,Bn) = 0

Fe(A1,...,An Bi,...,B)) =

F(Bi,...,B)) =

je platny, pravé kdyz kazdy A, B-konstituent vyrazu F je
A, B-konstituentem nékterého F;.
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Algebra logiky. Reseni 1. problému. (2)

Priklad 5
Uvazme opét sylogismus
SnM 0

MnP 0
SNP = 0

Pak A = MaB =S, P.Uvazme A, é-konstituenty jednotlivych vyrazu:

SnM : MnSnNnP, MNnSnFP
MNP : MNnSNnP, MNS NP
SNP : MnSnP, MNnSNP

Podle véty 4 je tento Usudek pravdivy.

Algebra logiky. Reseni 2. problému.

@ Necht A = A, ..., An, B — Bi, ..., B,. Uvazme predpoklady tvaru

Fi(A B)=0,---,F«(A B)=0

’ . 7 . Vi wv s 7 v = v
@ Cilem je nalézt nejobecnéjsi zavér tvaru F(B) = 0. OznaCme

E(A,B) = Fi(A,B)U---U F(A,B)
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Algebra logiky. Reseni 2. problému. (2)

Véta 6
Nejobecnéjsi zavér F (é) = 0, ktery plyne z E (Z\, §) =0, je tvaru

F(B) =

Priklad 7
Nejobecnéjsi zaver F(S, P) plynouci z pfedpokladd SN M =0 a
Mn P =0 jetvaru
F(S,P) = ((SNn0)u(0nNnP)Nn((SNn1)u(1nP))
= SNP

Vystavba formalnich logickych systému.

@ Potfebujeme znat jisté pojmy a umét myslet (metadroven).

@ Musi byt napf. jasné, co myslime symbolem, konecnou
posloupnosti, atd.

@ Metapojmy a formalni pojmy se bohuzel ¢asto ,,znaci“ stejné. Tim
vznika (nespravny) dojem, ze formalni pojmy jsou definovany

pomoci ,,sebe sama“ (typickym prikladem je dikaz nebo
mnoZzina).

@ Co v8echno si Ize na metaurovni dovolit? (potencialni vs. aktualni

nekonecno).
@ Zakladni kroky:
@ Vymezeni uzivanych symboll (abeceda).
@ Syntaxe formuli.
@ Sémantika (zde se objevi pojem pravdivost).

@ Odvozovaci systém (zde se objevi pojem dokazatelnost).
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Vyrokova logika. Syntaxe.

Definice 8
Abecedu vyrokové logiky tvofi nasledujici symboly:

@ znaky pro vyrokové promenné A, B, C, ..., kterych je spocetné
mnoho;

@ logické spojky A, V, —, =
@ zavorky (a)

Definice 9

Formule vyrokové logiky je slovo ¢ nad abecedou vyrokové logiky, pro
které existuje vytvorujici posloupnost, tj. kone¢na posloupnost slov
Yy, , Pk, kde k > 1, Yy je p, apro kazde 1 <i < k ma slovo 1); jeden
z nasledujicich tvar:

@ vyrokova promenna,
@ —); pronéjake 1 <j <,
@ (Yjo1)y) prongjaka 1 <j,j < i, kde o je jeden ze symboli A, V, —.

Vyrokova logika. Syntaxe. (2)

Poznamka 10

V dal§im textu budeme ¢asto vynechavat v zapisech formuli vnéjsi
zavorky. Napf. misto (A v —=B) budeme psat A v =B. Po zavedeni
sémantiky vyrokové logiky budeme Casto vynechavat i dalSi dvojice
zavorek v pripadé, kdy vznikla syntakticka nejednoznacnost nepovede
k sémantické nejednoznacnosti.
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Vyrokova logika. Sémantika.

Definice 11

Pravdivostni ohodnoceni (valuace) je zobrazeni v, které kaZzdé vyrokové
proménné prifadi hodnotu 0 nebo 1.

Metamatematickou indukci k délce vytvorujici posloupnosti Ize kazdou
valuaci v jednoznacné rozsifit na vSechny vyrokové formule:

@ v(A) je jiz definovano;

0 jestlize v(y) =1;

® vizy) |1 jinak.

0 Jjestlize v(¢1) = 0 nebo v(y2) = 0;

@ v{YrAva) =31 inak

0 jestlize v(y1) = 0 a soucasné v(y) = 0;

@ vy Vye) {1 jinak.

0 Jjestlize v(¢1) =1 a soucasnée v(i,) = 0;

O VY1 =v2) =31 inak

Vyrokova logika. Sémantika. (2)

Definice 12
@ Vyrokova formule ¢ je
@ pravdiva (resp. nepravdiva) pri valuaci v, pokud v(¢) = 1 (resp.
v(p) =0);
@ splnitelna, jestliZze existuje valuace v takova, Ze v(p) = 1;

@ tautologie (také (logicky) pravdiva), jestlize v(¢) = 1 pro kaZdou
valuaci v.

@ Soubor T vyrokovych formuli je spinitelny, jestlize existuje valuace v
takovd, Ze v(p) =1 pro kazdé ¢ z T.

@ Formule ¢ a ¥ jsou ekvivalentni, psano ¢ ~ 1, pravée kdyZ pro kaZzdou
valuaci v plati, Ze v(p) = v(i)).
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Vyrokova logika. Sémantika. (3)

Priklad 13

@ Formule A V B je pravdiva pfi valuaci vq, kde vi{(A) = v(B) =1, a
nepravdiva pfi valuaci v», kde v>(A) = 0. Jde tedy o splnitelnou
formuli, ktera neni tautologii.

@ Pro kazdou formuli ¢ plati, ze ¢ je tautologie prave kdyz —¢ neni
splnitelna.

@ Necht ¢, ¢, ¢ jsou vyrokové formule. Pak:

pAY = PAQ
PA(PAE) = (PAY)AE
pA(YPVE) = (PAY)V(pAL)
“(pAY) ~ —pV-ay

_'_'(P ~ (p

Vyrokova logika. Séemantika. (4)

Poznamka 14

,ldentity” z posledniho bodu prikladu 13 umoznuji dale zpfehlednit zapis
formuli. Napf. misto (A v B) v C muzeme (nejednoznacné) psat

A Vv BV C. Tato nejednoznacnost nevede k problémim, nebot’ prislusné
definice a tvrzeni ,,funguji“ pro libovolné mozné uzavorkovani.

Poznamka 15

V teorii vypocetni slozitosti se dokazuje, ze problém zda dana vyrokova
formule ¢ je splnitelna (resp. tautologie) je NP-tpiny (resp. co-NP-tplny).
Otazka, zda existuje efektivni (polynomialni) algoritmus pro uvedené
problémy, je ekvivalentni otdzce zda P = NP.

Definice 16

Formule ¢ je tautologickym dusledkem souboru formuli T, psano T = ¢,
jestlize v(¢p) = 1 pro kazdou valuaci v takovou, ze v(i)) = 1 pro kazdou
formuli y ze souboru T. Jestlize T = ¢ pro prazdny soubor T, piSeme
kratce = ¢.
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Vyrokova logika. Pravdivostni tabulky.

Nékdy se sémantika vyrokovych spojek definuje ,,pfedem“ pomoci
pravdivostnich tabulek:

XY |XAY XY |XVY X|Y|X>Y X | =X
00 0 00 0 00 1 0| 1
0|1 0 0|1 1 0|1 1 110
110 0 110 1 110 0
11 1 11 1 11 1

Pojmy ,,pravdivostni tabulka® a ,,vyrokova spojka“ je mozné dale zobecnit
a uvazit formalni logické systémy budované na obecnéjsim zakladu:

Definice 17 J

Vyrokova funkce je funkce F : {0,1}" — {0,1}, kde n > 1.

Vyrokova logika. System L(F4,--- , Fk).

Definice 18

Necht' F,-- -, Fi je konec¢ny soubor vyrokovych funkci. Definujeme

formalni logicky systém L(F;,--- , Fx), kde

@ Abeceda je tvofena znaky pro vyrokové proménné, zavorkami a znaky
F1,--+,Fx pro uvedené vyrokové funkce.

@ V definici vytvotujici posloupnosti formule (viz definice 9) poZadujeme,
aby 1; bylo bud’ vyrokovou promeénnou nebo tvaru F;(y;,,-- - , V), kde
1<ji,--+,jn<ian jearita F;.

@ Valuace rozsifime z vyrokovych proménnych na formule predpisem

V(F (1, ¢n)) = F(v(1),---, v(n))

Poznamka 19

Ve smyslu definice 18 je dosud uvazovany systém vyrokové logiky
systémem L(A,V,—,—). Dfive zavedené sémantické pojmy (splnitelnost,
pravdivost, atd.) se opiraji pouze o pojem valuace a ,,funguji“ tedy

v libovolném systému L(Fy,--- , Fx).
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Vyrokova logika. System L(F4,---, Fx). (2)

Pro Gc¢ely nasledujici definice zvolme libovolné (ale dale pevné) linearni
usporadani C na souboru vSech vyrokovych proménnych.

Definice 20

Necht ¢ je formule L(F;,---,Fc) a necht Xi,---, X, je vzestupné
usporadana posloupnost (vzhledem k =) vSech vyrokovych proménnych,
které se ve ¢ vyskytuji. Formule ¢ jednoznacné uréuje vyrokovou funkci
F, :{0,1}" — {0, 1} danou pfedpisem F,(U) = v;(¢), kde v; je valuace
definovana takto:

@ v, (X)) = (i) pro kazdé 1 < i < n,
@ v;(Y)=0proostatni Y.

Definice 21

Systém L(F4,--- , Fx) je plnohodnotny, jestliZze pro kaZdou vyrokovou
funkci F existuje formule ¢ systému L(Fy,--- , Fy) takova, Ze F = F,.

Vyrokova logika. PInohodnotnost.

Véta 22

Systém L(A,V,—) je plnohodnotny.

-

Dukaz. Necht F:{0,1}" — {0, 1} je vyrokové funkce a necht Uy, - -, Uy
jsou v8echny vektory z {0, 1}", pro které nabyva F hodnoty 1. Pokud
zadny takovy vektor neni (tj. k = 0), klademe

(P:X1 A =Xy AXo Ao A Xy Jinak

o=\ bi(u) Ao A lo(w)

kde ¢;(u;) je bud X; nebo —X; podle toho, zda u;(j) = 1 nebo u;(j) = 0.
Nyni se lehce oveéfi, ze F = F,. O
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Vyrokova logika. PInohodnotnost. (2)

@ UvazZme nasledujici vyrokové funkce:

XAY XY o(X,Y,2)

X
0
0
1
1

_LO_LO~<

X
0
0
1
1

_LO_LO~<

|
1
3
3
0

O OO —=| >

_L_L_L_LOOOOX
= =2 O|O| =200l
- Oo|=|Oo| == oOolN

OO =IO =IOl —

@ Funkce A se nazyva Schrddertv operator. Plati p A v =~ —(¢p Vv ).
@ Funkce | se nazyva Sheffertiv operator. Plati ¢ | ~ = (¢ A 1)).

Vyrokova logika. PInohodnotnost. (3)

Nasledujici systéemy vyrokove logiky jsou plnohodnotné:

@ L(A,V, ) Veéta 22.

@ L(A ) PV = =(=pA-Y)

@ L(v,~) PAY = =(=pV )

® L(—,7) PVY = g =Y

® L(A) P = pAp, oV & (PAY)A(@AY)
® L(]) o~ ple, oAy = (elY) | (¢lY)

@ L(0) ¢ ~ O(p, ¢, ),
¢ =Y ~ (e, 0,9, 9), (e, Y, (¢, 0, 9)))

Nésledujici systéemy plnohodnotné nejsou:
@ L(A), L(V), L(—), L(—), atd.
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Vyrokova logika. Shefferovskeé spojky.

Definice 23
Vyrokova funkce F je Shefferovska jestlize L(F) je plnohodnotny systém.J

Véta 24

@ Necht' S(n) znaci pocet vdech Shefferovskych funkci arity n > 1. Pak
S(n) = 2@"'-D(2@""-1) 1), (Pron=1,2,3,4,5,... dostdvdme
postupné 0, 2,56, 16256, 1073709056, ... )

@ JelikozZ lim,_c % = 1/4, je (pro velka n) zhruba Ctvrtina ze vsech

vyrokovych funkci arity n Shefferovska.

Vyrokova logika. Shefferovské spojky. (2)

Poznamka 25

Vysledky o Shefferovskych funkcich nalézaji uplatnéni pfi vyrobé
logickych obvodu; na ,,podkladové desce” se napf. vytvori husta sit
binérnich |-hradel. Obvody rizné funkce se pak realizuji jejich vhodnym
propojenim.

AL DD

31@ A4
a[Z] @34
oz2[T] [T1] 04
BZE@ [10] 0z
2] @Eaa

vss A3

Integrovany obvod 4011 CMOS se ¢tyrmi |-hradly.
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Vyrokova logika. Normalni formy.

Definice 26
@ Literal je formule tvaru X nebo —X, kde X je vyrokova proménna;
@ Klauzule je formule tvaru ¢ Vv ---V {,, kde n > 1 a kazdé ¢; je literal.

@ Dualni klauzule je formule tvaru ¢ A --- A €, kde n > 1 a kaZzdé ¢; je
literal.

@ Formule v konjunktivnim normalnim tvaru (CNF) je formule tvaru
Ci A+ A Cp, kde m > 1 a kaZzdé C; je klauzule.

@ Formule v disjunktivnim normalnim tvaru je formule tvaru
CyV---V Cp, kde m > 1 a kaZzdé C; je dualni klauzule.

Okamzitym dasledkem véty 22 je nasleduijici:
Véta 27
Pro kazdou formuli ¢ existuje ekvivalentni formule v disjunktivnim
normalnim tvaru.
Vyrokova logika. Normalni formy. (2)
Véta 28
Pro kazdou formuli ¢ existuje ekvivalentni formule v konjunktivnim
normalnim tvaru.
Dukaz. Podle Véty 27 existuje k ¢ ekvivalentni formule v disjunktivnim
normalnim tvaru, tj. ¢ ~ \/\_; D;, kde n > 1 a kazdé D; je duéini klauzule.
Metaindukci vzhledem k n:
@ n—1.Pak \/!, D; je souasné v CNF,
@ I/ndukcni krok: Necht Dy = ¢4 A -+ A €. Plati
n+1 n+1 m m m k
\/D,‘ ~ D1\/\/D,' ~ D1V/\C,‘ ~ /\D1VC,' =~ (ijC,‘)
i=1 =2 i=1 i=1 i=1 j=1
O
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Vyrokova logika. Normalni formy. (3)

Priklad 29

Formuli (A — B) A (B — C) A (C — A) Ize v CNF reprezentovat jako
@ (FAVB)A(-BVC)A(-CVA)

nebo

@ (FAVC)A(-CVB)A(-BVA).

CNF tedy neni uréena jednoznacné az na poradi klauzuli a literald.

Vyrokova logika. Véta o kompaktnosti.

Véta 30 (o kompaktnosti)

Necht' T je soubor formuli vyrokové logiky. T je spinitelny pravé kdyz
kazda konecna cast T je spinitelna.

Dukaz. Smér =" je trivialni. Dokazeme ,,<". Zavedeme pomocny
pojem: soubor V vyrokovych formuli je dobry, jestlize kazdy konecCny
podsoubor V je splnitelny. Necht ¢4, 1, ... je posloupnost vsech formuli
vyrokové logiky. Metamatematickou indukci definujeme pro kazdé i > 1
dobry soubor S;:

@ S; = T. Soubor S; je dobry nebot T je dobry.

® S.. — { Siu{y;) jestlize S; U {1y} je dobry;
1T Siuf{-y) jinak.
Alespon jeden ze soubort S; U {¢;} a S; U {—=1;} musi byt dobry; jinak
existuji konecné Vi C S; U {¢;} a Vo € S; U (=1}, které nejsou
splnitelné. Jestlize V; C S; nebo V> C S;, mdme ihned spor s tim, Ze
S; je dobry; jinak V; U V> obsahuje 1, i =y, proto i
(ViU Vo) Ny, =i} € S; je nesplnitelny, spor.
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Vyrokova logika. Véta o kompaktnosti. (2)

Necht S = |J;Z, S;. Dokdzeme, Ze S ma nasledujici vlastnosti:

@ S obsahuje ¢ prave kdyZ S neobsahuje —¢.
S nutné obsahuje ¢ nebo —¢. Jestlize S obsahuje ¢ i =, existuje S;
obsahujici ¢ i —¢; tedy {@, =@} je nesplnitelny podsoubor S;, spor.

@ S obsahuje ¢ A prave kdyZ S obsahuje ¢ i 1);
@ S obsahuje ¢ Vv ) pravé kdyZz S obsahuje ¢ nebo ;
@ S obsahuje ¢ — 1 pravé kdyZ S neobsahuje ¢ nebo obsahuje 1.

Bud v valuace definovana takto: v(A) = 1 prave kdyz A patfi do S.
Indukci k délce vytvorujici posloupnosti se nyni snadno oveéri (s vyuzitim
vySe uvedenych vlastnosti S), Ze:

@ S obsahuje ¢ pravé kdyz v(¢) = 1.
Tedy S (a proto i T) je splnitelny. O

Vyrokova logika. Véta o kompaktnosti. (3)

Uzitim véty 30 Ize snadno dokazat fadu dalSich tvrzeni.

@ Graf G je dvojice (U, H), kde U je nejvySe spocetny soubor uzlt a H je
areflexivni a symetricka relace na U.

@ Podgrafgrafu Gjegraf G = (U ,H"),kde U c Ua H C H.

@ Graf G = (U, H) je k-obarvitelny jestlize existuje funkce
f:U—{1,---,k} takova, ze f(u) # f(v) pro kazdé (u,v) € H.



" Vyrokova logika. Véta o kompaktnosti. (4)

Antonin Kucera

Uvod

Ari§totelova Véta 31

ooy e Graf G = (U, H) je k-obarvitelny pravé kdyz kazdy koneény podgraf G je
Sylogiemy k-obarvitelny.

Booleova

algebra logiky
Dva zakl. problémy DflkaZ. Necht’ Bu,i Je Vyrokové proménné prO kaédy Uzel ua kaédé

Reseni 1. problému
IR 1 < i< k.Bud T soubor tvofeny nasledujicimi formulemi:

Vyrokova logika

Snune. @ B, V-V By pro kazdy uzel u;

::':::t‘tt @ B, — B, prokazdy uzel uakazdé 1 <i,j < k,kde i # J;
e @ B, — -B,; prokazdé (u,v)e Hal <i<k.

prue:.katwva Plati nasledujici pozorovani:

E?::atk @ Graf G je k-obarvitelny pravé kdyz soubor T je splnitelny.

v eaeeen @ Kazdy konecny podgraf G je k-obarvitelny prave kdyz kazdy konecny
podsoubor T je splnitelny.

Véta o
neuplnosti

U Nyni staci aplikovat vétu 30. O
ukaz vety o
neuplnosti

Godeluv dukaz
2. véta o neuplnosti

“aa . Vyrokova logika. Systém £(—, -).

Antonin Kucera
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- V této Casti se soustfedime na £(—, —). Uvazme nasledujici odvozovaci

Dva 24K problémy systém pro £(—, ) (Lukasiewicz, 1928):
Reseni 1. problému

Badend 21 eeoblbems Schémata axiému:
Vyrokova logika ‘ A1 . (P N (¢ N (P)

manodnetnos @ A2 (p—-(U—&)—((p—1)—(p—&))
Syst:mll(a,-') * ] A3 (ﬂ([) — _'ll}) - (170 - ([))

Korektnost

Upinost Odvozovaci pravidlo:

Pre_dikétové

Izglka @ MP: Zpap — 1 odvod 1. (modus ponens)
yntaxe

Sémantika

Odvozovaci systém

Véta o uplnosti

Véta o
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Turinglv stroj
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Vyrokova logika. Systém £(—, —). (2)

Definice 32
Bud’' T soubor formuli.

@ Dikaz formule 1) z pfedpokladi T je konecna posloupnost formuli
P1,- , Pk, kde @i je 1 a pro kaZzdé ¢;, kde 1 < i < k, plati alespon
jedna z nasledujicich podminek:

@ @;jeprvek T;
B ¢, je instanci jednoho ze schémat A1-A3;

B ¢; vznikne aplikaci pravidla MP na formule ¢, ¢, pro vhodné
1<mn<i.

@ Formule ) je dokazatelna z pfedpokladi T, psano T + ¢, jestliZze
existuje dikaz | z pfedpokladi T. Jestlize T + i pro prdzdné T,
fikdme Ze ¢ je dokazatelna a piseme r+ .

Vyrokova logika. Systém £(—, —). (3)

Priklad 33

Pro libovolnou formuli ¢ plati - ¢ — ¢.

Dukaz. Nasledujici posloupnost formuli je dikazem ¢ — ¢.

N (p=>(ep—=e)=e)> (= (@—9) - (p—9) A2

2) ¢ —=(p—=9)—=¢) A1

3) (p—=(p—=9)—(p—09) MP na 2), 1)
4) 9= (p—9) A1

5 ¢—=0o MP na 4),3)

O
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Vyrokova logika. Systém £(—, -). (4)

Priklad 34
Pro libovolné formule ¢, ¥ plati {¢, =} F . J

Dukaz. Nasledujici posloupnost formuli je dikazem ¢ z {¢, ~¢}:

1) —p— (Y- —p) Al

2) - predpoklad
3) —|l]b — Q MP na 2),1)
4) (¢ - -p) > (p—>y) A3

5 @y MP na 3),4)
6) ¢ predpoklad
7) U MP na 6),5)

Vyrokova logika. Véta o dedukci.

Véta 35 (o dedukci)

Necht ¢, ¢ jsou formule a T soubor formuli. Pak T U {{’} + ¢ pravé kdyZz
TrHY — .

Dukaz.

»<":Necht &4,---, &k je dikaz formule ¢ — ¢ z pfedpokladu T. Pak
&1, , ¢k, U, @ je dikaz formule ¢ z pfedpokladu T U {¢/} (posledni
formule vznikne aplikaci MP na ¢ a &).

,="Necht &4,---, &k je dikaz ¢ z pfedpokladd T U {i}. Metaindukci K j
dokdzeme, ze T + ¢ — & pro kazdé 1 < j < k.

@ j = 1.Je-li &; instance axiomu nebo formule z T, plati T + &;.
K dukazu & z T nyni pfipojime formule &1 — (¢ — &1), ¥ — &4. Prvni
formule je instanci A1, druhd aplikaci MP na &; a prvni formuli. Mame
tedy dukaz ¢y — & z T.
Je-li & formule ¢, plati T + ¢ — 1 podle prikladu 33.
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Vyrokova logika. Véta o dedukci. (2)

@ [ndukcni krok: Je-li formule &; instanci axiomu nebo prvek T U {1},
postupujeme stejné jako vyse (misto &1 pouzijeme &)).

Je-li &; vysledkem aplikace MP na &, &, kde 1 <m, n < j, je &, tvaru

Em— & Podle LP. navicplati Ty — Ena Ty — (& — &)).
Dikazy ¢ — &na — (Em — &) z T nyni zfetézime za sebe a
pripojime nasledujici formule:

@ (Y= (Em— &) = (Y= &m) = (¥ = E)))
@Y —im)— W=

@y—g

Prvni formule je instanci A2, dal$i dvé vzniknou aplikaci MP. Mame
tedy dikaz formule ¢ — &;z T.

Vyrokova logika. Véta o korektnosti.

Véta 36 (o korektnosti)
Necht' ¢ je formule a T soubor formuli. Jestlize T + ¢, pak T = ¢.

Dukaz.

Necht &, -+, &k je dukaz ¢ z T. Indukci vzhledem k j
dokaZeme, ze T |= &; pro kazdé 1 < j < k. (Staci ovéfit, Ze kazda
instance A1-AS3 je tautologie, a ze jestlize T =y a T = ¢ — &, pak také
TE&).

O



Matematicka

«  Vyrokova logika. Veta o uplnosti.

Antonin Kucera

Uvod

Aristotelova

logika
Logicky Gtverec
Sylogismy

Booleova

algebra logiky Lema 37
Dva zakl. problémy

Reseni 1. problému Necht ¢, 1 jsou formule. Pak
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SZmantika (b) F _'_'q0 — (P

PInohodnotnost

Kompaktnost (c) |_ (P RN _|_|(P

Systém £(—,-)
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" Vyrokova logika. Véta o Gplnosti. (2)
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Aristotelova D ﬁ kaZ -
g oy etveree @ (a): Podle pfikladu 34 plati {¢, ~¢} + 1, proto F =@ — (¢ — 1)
Sylogismy opakovanym uzitim véty o dedukci.

Booleova

aIIJgeb:: Iongl(y o (b) Plati
oy e -2 = (~p = =) podie ()
(==} F =@ — === véta o dedukci
- (_'(P — —|—|—|g0) - (ﬂ—|g0 - QO) A3

(2=} F ~—p — @ MP na 2),3)

Vyrokova logika
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OOk, WN =
— — — — —

systém £(—,-) (=@} F e véta o dedukci
oot F == — @ véta o dedukci

Predikatova

logika

Syntaxs @ (c): Plati
Sémantika

Odvozovaci systém

Véta o uplnosti 1) [ —|—|—|(P — —|g0 pOdle (b)
. 2) F(mmmp =) = (9 = ) A3

Turinguv stroj 3) F (P — —|—|(P MP na 1),2)
o o

Godeluv dukaz
2. véta o neuplnosti
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@ (d):

CoNoOO w2 T
N N N N N N N N N’ m
—

@ (e): Plati

OO WON =
— — N N

@ (f): Plati

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)
11)

p-o>Plre -

{
(==} F o
{

@ =P, mpEE Y

-y > -y

o=, 7@k 2y
=Yk =y

F (=g = ) = (¢ = =)
{p—=>Pr -9 - g
Fle—=¢) = (¢ = —9)

Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (3)

podle (b) a veéty o dedukci
MP na 2),1)

podle (c)

MP na 3), 4)

véta o dedukci

A3

MP na 6),7)

veta o dedukci

véta o dedukci

(g = ¢) =) = (= = =(¢ = ¢)) podle (d)

Pl = = =(p - ¥)
Fp = (= = =(p = v))

F(p = ¢) = (=Y = —¢))
{p =9, Yk g
{p—=>¢, Y, —p - Yi+y
lp->v,~p->Plr-yp -y
F=Y = (Y = (= = )
(== (=Y = )

= o =(=Y - 1Y)

MP na 2),3)
véta o dedukci

Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (4)

podle (d)

2x MP na 1)

MP na 2), —¢p — ¢
véta o dedukci
podle (e)

2x véta o dedukci
véta o dedukci

(Y = o =) = (Y = ¢) = ¢) A3

F(-Y - ¢) -y
lp—->v,~p->YPlry
Flp—=9) = ((mp = ¢) 2 ¢)

MP na 7),8)
MP na 4),9)
2x véta o dedukci
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Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (5)

Definice 38

Necht v je valuace a ¢ formule. JestliZze v(¢) = 1, oznacuje symbol ¢"
formuli ¢. Jinak ¢ oznacuje formuli —¢.

Lema 39 (A. Church)

Necht v je valuace, ¢ formule, a { X, -, Xx} konecny soubor vyrokovych
proménnych, kde vdechny proménné vyskytujici se ve ¢ jsou mezi
{X1/'” /Xk}' Pak{X1vl /X;‘(/} F (Pv'

Dukaz. Indukci k délce vytvotujici posloupnosti pro ¢.
@ Je-lip = X, pak X je mezi {X;,---, Xy} atedy {X/,---, X/} + X".
@ Je-lip = -1, kde {X{,---, X/} - 1)", rozli§ime dvé moznosti:

@ v(y)=0.Pak " = =1 a e’ = -1, neni co dokazovat.

@ v(y) = 1. Pak ¥ = 1 a ¢’ = =—1. Podle lematu 37 (c) plati
F 1 — ==y, proto (XY, -+, X/} F == uzitim MP,

Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (6)

@ Jellip =1y — & kde (X7, -, X/ -y aiXy, -, X/} + &Y rozliSime
nasledujici moznosti:
@ v(y — &) = 1. Mame tedy dokazat, ze (X, -+, X/} - ) — &.
@ Jestlize v(y) = 0, plati (X7, , X/} + —1). Podle lematu 37 (a)
dale plati + - — (1 — &), proto {XY, -+, X/} + 1) — & uzitim MP.
@ Jestlize v(&) = 1, plati {X},---, X/} + &. Podle A1 plati
FE— (P — &), proto (XY, -+, X/} F ¢ — & uzitim MP.
@ v(y—<&)=0.Pak (X!, - X/} rypa{Xy, -, X/} F & Mame
dokazat, ze (X, .-, X/} - =(¢ — &). Podle lematu 37 (e) plati

F = (8 = (Y — &), proto (X, -+, X/} (¢ — &)
opakovanym uzitim MP.
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Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (7)

Véta 40 (o uplnosti)
Necht ¢ je formule a T soubor formuli. Jestlize T = ¢, pak T + ¢. J

Dukaz. Nejprve uvazime pfipad, kdy T je prazdny soubor. Necht ¢ je
tautologie a X, --- , Xk v8echny vyrokové proménné, které se ve ¢
vyskytuji.

@ Podle Churchova lematu plati {X},---, X/} + ¢ pro libovolne v.

@ Ukazeme, ze vSechny X Ize postupné ,.eliminovat®, az dostaneme
dukaz ¢ z prazdného souboru formuli.

Predpokladejme, Ze pro dané 0 < n < k jsme jiz prokazali, ze
{X1V,_ o /Xr‘;/X,‘7/+1} F (P

pro libovolné v. DokaZzeme, ze pak také {X{,---, X}}| + ¢ pro libovolné u.

Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (8)

Bud tedy u libovolna valuace. Necht' uy, u, jsou valuace definované
takto:

o U4 (Xn+1) = 1, U2(X,1+1) =0
@ prokazde Y # X1 plati u1(Y) = ux(Y) = u(Y).

Plati
1) {X{ o XY, X ko predpoklad pro v = uy
2) (XY, XY, A Xntl b predpoklad pro v = up
3) (X, , X}k Xo1 =@ véta o dedukcina 1)
4) XY, X X = véta o dedukci na 2)
5) F (Xpp1 = @) = ((=Xnt1 = @) = @) podle lematu 37 (f)
6) {X{,-- , XIro 2x MP na 5) s vyuzitim 3), 4)
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Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (9)

Nyni uvazime obecny pfipad. Bud' T libovolny soubor formuli a ¢ formule
takova, Zze T = ¢. Podle véty o kompaktnosti existuje konecny soubor
{1, ,¥n} formuli z T takovy, Ze {11, - , s} = @. Lehce se ovéfi, ze

Fyi=>We->Ws— - Wn—9) )
Podle predchoziho bodu tedy plati

Fir = (Y2 > Yz = (Yn—@)-)

Po n aplikacich véty o dedukci dostavame {14, , U} F @, tedy takeé
T+ . m|

Vyrokova logika. Historické poznamky.

@ Vyrokova logika nebyla rozvijena samostatné, ale jako soucast

vvvvvv

@ Gottlob Frege (1848—1925) polozil zaklady predikatové logiky a zaved|
,moderni“ odvozovaci systém. ,,Vyrokovy fragment” tohoto systému
vypada takto (verze z roku 1879):

mi1: P—-(Q—-P)
2. (P-(Q->R)-»(P-Q) - (P—R))
@3 (P-(Q-R)-(Q-(P—-R)
m4 (P-Q)-(-Q—-—-P)
@5 -—-P->P
@6 P—-=P

@ Odvozovaci pravidla: MP a substituce

Fregeho vysledky byly védeckou komunitou ignorovany zhruba 20 let.
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Vyrokova logika. Historické poznamky. (2)

@ Giuseppe Peano (1858-1932) doporucil na mezinarodnim
matematickém kongresu v Pafrizi (rok 1900) mladému Bertrandu
Russellovi (1872-1970) studovat Fregeho prace. Russell v roce 1901
objevil inkonzistenci ve Fregeho systému (Russelllv paradox),
soucasne plné docenil Fregeho myslenky. V letech 1910-1913 byla
publikovana tridilna Principia Mathematica (autofi Whitehead,
Russell). Tato monografie méla hluboky vliv na vyvoj logiky v
nasledujicich desetiletich. Vénovana byla Fregemu. Pro fragment
vyrokové logiky byly pouzity nasledujici axiomy a odvozovaci pravidla:

mi: (PvP)—-P

Q- (PvQ)

(PvQ)—(QVP)
(PV(QVR)—-(QV(PVR))
(Q—-R)->((PvQ)—- (PVR))
Odvozovaci pravidla: MP a substituce

E E B HE
a ” b

Vyrokova logika. Historické poznamky. (3)

@ Vroce 1917 nalezl Jean Nicod nasledujici zjednoduseni
axiomatického systému z Principia Mathematica:

mi1: (PVP)—>P

m2:. P—->(PvQ)

m4: (PV(QVR)—-(QV(PVR))
@5 (Q-R->(PvQ)—- (PVR))
@ Odvozovaci pravidla: MP a substituce
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Vyrokova logika. Historické poznamky. (4)

@ Ve stejném roce publikoval Henry Sheffer nasledujici axiomaticky
systém zaloZzeny na Shefferové operatoru:

@ Axiom: (PI(QIR)I((SI(SISHICCUIQ)I((PIV)I(PIV))))
@ Odvozovaci pravidla: substituce a ,,z F a F|(G|H) odvod H*

@ David Hilbert (1862—1943) a Wilhelm Ackermann (1896-1962)
publikovali v roce 1928 nasledujici systém:

mi1: (PVP)—>P

m2: P—-(PvQ)

m4 (PvQ)—(QVP)

@5 (Q—-R)—-(PvQ)—-(PVR))
@ Odvozovaci pravidla: MP a substituce

@ V roce 1927 navrhl John von Neumann (1903-1957) aplikovat
substituci pouze na axiomy. Vznikly systémy zalozené na schématech
axiomd.

Vyrokova logika. Historické poznamky. (5)

@ Jan Lukasiewicz (1878—1956) prezentoval svlij odvozovaci systém
(pouzity v prednasce) v roce 1928.

@ Dalsi odvozovaci systemy:

@ V roce 1947 zjednodusili Gétling a Rasiowa systém z Principia
Mathematica do nasledujici podoby:

o1: (PVP)—=P

2. P—-(PVvQ)

3 (Q-R)-»((PvQ)—-(PVR))
e Odvozovaci pravidla: MP a substituce

@ V roce 1953 prezentoval Meredith systém s jedinym schématem a
jedinym odvozovacim pravidlem:

e Schéma axiomu: ((((p = V) = (mo — =&)) = ) = y) —
((y = ) = (£ = 9))
e Odvozovaci pravidlo: MP
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Predikatova logika. Vznik a vyvoj.

@ Predikatova logika (také logika prvniho radu) se opira o pojem
vlastnosti (tj. predikatu). Umoznuje formulovat tvrzeni o vlastnostech
objektu s vyuzitim kvantifikatoru.

@ Napr. Aristotelova logika je z dneSniho pohledu fragmentem
predikatové logiky.

@ Formule prvniho fadu byly soucasti Fregeho systému, pozdéji se
objevily ve 3. dilu Schréderovy monografie Algebra der Logik (1910) a
monografii Principia Mathematica (Whitehead, Russel).

@ Logika prvniho fadu byla definovana jako samostatny systém az
v monografii Hilberta a Ackermanna Grundztigen der theoretischen
Logik (1928).

Predikatova logika. Syntaxe.

Definice 41

Jazyk (stejné jako jazyk s rovnosti) je systém predikatovych symbolt a
funkcnich symbolu, kde u kazdého symbolu je dana jeho cetnost (arita),
ktera je nezapornym celym cislem.

Poznamka 42

@ Predikaty arity nula v jistém smyslu odpovidaji vyrokovym
promennym, funkéni symboly arity nula jsou symboly pro konstanty.

@ Predikatovym a funkénim symbolim se také fika mimologické
symboly. Jazyk je tedy plné uréen mimologickymi symboly.

@ Rozdil mezi jazykem a jazykem s rovnosti se projevi v tom, ze do
predikatové logiky pro jazyk s rovnosti pridame specialni logicky
symbol = jehoz sémantika bude definovana specialnim zpisobem.
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Predikatova logika. Syntaxe. (2)
Priklad 43

@ Jazyk teorie mnoZzin je jazykem s rovnosti, ktery obsahuje jeden
predikatovy symbol € arity 2.

@ Jazyk teorie pologrup je jazykem s rovnosti, ktery obsahuje jeden
funkCni symbol ,,-“ arity 2.

Definice 44

Abecedu predikatové logiky pro jazyk L tvofi nasledujici symboly:

@ Znaky pro promenné x,y, z,. .., kterych je spo¢etné mnoho

@ Mimologické symboly, tj. predikatové a funkéni symboly jazyka L.

@ Je-li L jazyk s rovnosti, obsahuje abeceda specialni znak = pro
rovnost.

@ Logické spojky — a —.
@ Symbol VY pro univerzalni kvantifikator.
@ Zavorky (a).

Predikatova logika. Syntaxe. (3)

Definice 45

Termem jazyka L je slovo t nad abecedou predikatové logiky pro jazyk
L, pro které existuje vytvorujici posloupnost slov t;,--- , t, kde k > 1, t
jet, aprokazdé 1 < i < k ma slovo t; jeden z nasledujicich tvaru:

@ promeénna,

® f(t,,--
arita f.

-, b)), kde 1 <iy,--- i, <Kk, f je funkéni symbol jazyka L, a n je

Term je uzavreny, jestlize neobsahuje proménné.

Poznamka 46

U binarnich funkénich symbolu (a pozdéji také predikatl) dovolime pro
vetsi Citelnost infixovy zapis. U funkénich (a predikatovych) symbolu arity
nula budeme psat ¢ misto c().
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Predikatova logika. Syntaxe. (4)

Priklad 47

@ (x:y)-zjetermem jazyka pologrup (v prefixové notaci -(:(x, y), 2))

@ 0+ (S(0)+ S(S(0))) je termem jazyka O, S, +, kde 0, S a + jsou po
radé funkéni symboly arity nula, jedna a dva.

Predikatova logika. Syntaxe. (5)

Definice 48

Formule predikatového poctu jazyka L je slovo ¢ nad abecedou
predikatové logiky pro jazyk L, pro které existuje vytvorujici posloupnost
slov iy, -, 1k, kde k > 1, Y je ¢, a pro kazde 1 < i < k ma slovo 1,
jeden z nasledujicich tvaru:

@ P(t,---,t,), kde P je predikatovy symbol jazyka L aritynat,--- ,t,
Jjsou termy jazyka L.

@ f, = b, je-li L jazyk s rovnosti a t;, t jsou termy jazyka L.
@ —; pronéjake 1 <j <,
@ (Y — ) prongjakal <j,j <,

@ Vx ), kde x je proménna ai <j <.
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Predikatova logika. Syntaxe. (6)

Poznamka 49

Ve zbytku prednasky budeme pouzivat nasleduijici ,,zkratky*:
@ dx ¢ znali ~Vx —¢

@ ¢V znati —p —

@ ¢ A znaci (¢ — ).

@ ¢ < vznati(p — ¥) A (Y — @), kde symbol A dale ,,rozvineme*
podle predchoziho bodu.

Priklady formuli:
@ VxP(x,y) AIx(P(x,x) VvV Q(c))
@ VxAx (P(x,x) VvV YyVYxQ(x))

Predikatova logika. Syntaxe. (7)

Definice 50

Kazdy vyskyt proménné ve formuli predikatového poctu je bud’ volny
nebo vazany podle nasledujiciho induktivniho predpisu:

@ Ve formuli tvaru P(t;,--- , t,) jsou vSechny vyskyty proménnych volné.

@ Vyrokové spojky nemeéni charakter vyskytli proménnych, tj. je-li dany
vyskyt proménné ve formuli i volny (resp. vazany), je odpovidajici
vyskyt ve formulich -1, ¢ — ¢, 1) — ¢ rovnéz volny (resp. vazany).

@ Ve formuli Vx ¢ je kaZdy vyskyt proménné x (vcetné vyskytu za
kvantifikatorem) vazany; byl-li vyskyt proménné rizné od x volny
(resp. vazany) ve formuli V), je odpovidajici vyskyt ve formuli ¥ x
rovnéz volny (resp. vazany).

Priklady (volné vyskyty jsou cervené):
® VxP(x,y)VvVyP(x,y)
® Vx(P(x,y) VVyP(x,y))
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Predikatova logika. Syntaxe. (8)

Definice 51

@ Proménna se nazyva volnou (resp. vazanou) ve formuli, ma-li v ni
volny (resp. vazany) vyskyt.

@ Formule je oteviena, jestlize v ni Zadna proménna nema vazany
vyskyt.

s v s

@ Formule je uzaviena (také sentence), jestlize v ni Zadna proménna
nema volny vyskyt.

@ Zapis (x4, -+, Xn) znaci, Ze vsechny volné proménné ve formuli ¢
jsou mezi xy,- -+, x, (nemusi nutné platit, Ze kazda z téchto
proménnych je volna ve ¢).

@ Univerzalni uzavér formule ¢ je formule tvaru ¥ x; - - -V x, ¢, kde
X1, , X jSOU pravé vsechny volné proménné formule ¢.

Predikatova logika. Substituce.

Definice 52
Term t je substituovatelny za proménnou x ve formuli ¢, jestliZze Zadny

vyskyt proménné v termu t se nestane vazanym po provedeni substituce

termu t za kaZdy volny vyskyt proménné x ve formuli ¢. Je-li t
substituovatelny za x ve ¢, znaci zapis ¢(x/t) formuli, ktera vznikne
nahrazenim kazdého volného vyskytu x ve ¢ termem t.

Priklady:

@ Term y + 3 je substituovatelny za x ve formuli 4z x+y=z

@ Term y + z neni substituovatelny za x ve formuli 4z x+y=z
@ (P(x,y) AN ¥YXP(x,y))(x/3) je formule P(3,y) A YxP(x,y)
@ P(x,y)(x/y)(y/x) je formule P(x, x)
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Predikatova logika. Substituce. (2)

Definice 53

Necht ¢ je formule a ty,-- - , 1, termy, které jsou v uvedeném poradi
substituovatelné za proménné x;,--- , x, ve ¢ (predpokladame, Ze

X1, , Xp jsou rizné). Symbol ¢(x1/ti, -+, Xa/t,) znaci formuli, ktera
vznikne ,,simultannim nahrazenim*® kaZzdého volného vyskytu x; termem t;
pro kazdé 1 < i < n. Pfesnéji, p(x1/t1,--- , x,/1,) je formule

Q(X1/21) - (Xn/Zn)(21/t1) - - (2n/1n), kde 24, - - , Z, jSou (rGzné)
proménné, které se nevyskytuji v t,,--- ,t, ani mezi x,--- , x,.

Priklad:
@ P(x,y)(x/y,y/x) je formule P(y, x)

Predikatova logika. Realizace jazyka.

Definice 54
Realizace M jazyka L je zadana

@ neprazdnym souborem M, nazyvanym univerzem (pfipadné nosicem).
Prvky univerza nazyvame individui.

@ prirazenim, které kazdému n-arnimu predikatovému symbolu P prifadi
n-arni relaci Py, na M

@ prifazenim, které kazdému m-arnimu funkénimu symbolu pfifadi
funkci fyy : M™ — M.

Ohodnoceni je zobrazeni prifazujici proménnym prvky univerza M.
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Predikatova logika. Realizace jazyka. (2)

Definice 55

Realizaci termu t pfi ohodnoceni e v relizaci M, psano t*[e] (pfipadné
jen tle] je-li M jasné z kontextu), definujeme induktivné takto:

@ x[e] =e(x)

® f(t,--,tn)[e] = fu(ti[e],--- , tm[€])
(pro m = 0 je na pravé strané uvedené definujici rovnosti fy(0)).

Predikatova logika. Realizace jazyka. (3)

Definice 56 (A. Tarski)

Bud’ M realizace L, e ohodnoceni a ¢ formule predikatového poctu
jazyka L. Ternarni vztah M = ¢|e] definujeme indukci ke strukture ¢:

@ ME P(ty,---,tn)[e] pravé kdyZ (t;[e],--- , tm[€]) € Pm.

@ Jestlize L je jazyk s rovnosti, definujeme M = (t; = t)[e] pravé kdyz
ti[e] a t2[e] jsou stejna individua.

@ M = —y[e] pravé kdyZ neni M = y[e].
@ ME (¢ — ¢&)[e] pravé kdyZ M = &[e] nebo neni M = yle].

@ M Vxie] pravé kdyz M = [e(x/a)| pro kaZdy prvek a
univerza M.

Jestlize M = ¢l[e], fikame, Ze ¢ je pravdiva v M pfi ohodnoceni e.
Jestlize M |= ¢[e] pro kazdé e, je ¢ pravdiva v M, psano M = ¢.
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Predikatova logika. Realizace jazyka. (4)

Priklad 57

Bud' £ jazyk s jednim unarnim predikatem P a M jeho realizace nad
univerzem M = {a, b}, kde Py, = {a}. Pak

@ Plati M E dx (P(x) — (P(x) A =P(x)))
@ Neplati M = P(x) — Vx P(x)
@ Neplati M = (Vx P(x) » ¥Yx=P(x)) = VYx (P(x) - =P(x))

Predikatova logika. Teorie.

Definice 58
Bud' L jazyk (pfip. jazyk s rovnosti).

@ Teorie (s jazykem L) je soubor T formuli predikatového poctu
jazyka L. Prvky T se nazyvaji axiomy teorie T.

@ Realizace M jazyka L je model teorie T, psano M |= T, jestlize
M= @ prokazdé ¢ z T.

@ Teorie je splnitelna, jestlize ma model.

@ Je-li M realizace jazyka L, pak Th(M) oznacuje teorii tvorenou pravé

vsemi uzavienymi formulemi, které jsou v M pravdive.

@ Formule ¢ je semantickym dusledkem teorie T, psano T = ¢, jestlize

¢ je pravdiva v kazdém modelu teorie T.
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Predikatova logika. Teorie. (2)

Priklad 59

Uvazme jazyk s rovnosti obsahujici jeden binarni funkéni symbol “” a
jednu konstantu 1. Necht' T je tvofena nasledujicimi formulemi:

@ VxVyVz x-(y-2)=(x-y) -z
@ Vx (x-1=x)A(1-x=x)
@ Vxdy (x-y=1)A(y-x=1)

Pak formule VxVy (x-y) = (y - x) neni sémantickym dusledkem T,
zatimco formule x - (1-y) = (1-x) - y ano.

Predikatova logika. Odvozovaci systém.

@ Schémata vyrokovych axiomu:

@ Pl: o= (Y —9p)

@ P2 (p—=(—8))—>(p—¢)—(p—9))

@ P3: (g =)= (Y —09)
@ Schéma axiomu specifikace:

@ P4: Vxop — ¢(x/t), kdetje substituovatelny za x ve ¢.
@ Schéma axiomu distribuce:

@ P5 (Vx(p— 1)) — (p = Vx¢), kde x nema volny vyskyt ve ¢.
@ Odvozovaci pravidla:

@ MP: Zopagp— ypodvod ¢. (modus ponens)

@ GEN: Z ¢ odvod Vx . (generalizace)
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Predikatova logika. Odvozovaci systéem. (2)

Je-li £ jazyk s rovnosti, pfidame dale nasledujici axiomy rovnosti:
@ Ri1: x=x

@ R2: (Xi=y1 A~ AXp=Yan AP(X1,--- ,Xn)) = P(V1,- -+, ¥n),
kde P je predikatovy symbol arity n.

@ R3: (Xi=y1 A+  AXm=Ym) = (f(x1, -+, Xm)=F(y1," -, ¥m)),
kde f je funkéni symbol arity m.

Predikatova logika. Odvozovaci system. (3)

Definice 60

Bud' T teorie jazyka L. Dikaz formule v teorii T je konecna
posloupnost formuli ¢+, - -, px, kde @i je 1 a pro kaZzde ¢;, kde
1 < i<k, plati alespon jedna z nasledujicich podminek:

@ ¢ijeprvek T;

@ ¢, je instanci jednoho ze schémat P1-P5;

@ L je jazyk s rovnosti a ¢; je instanci jednoho ze schémat R1-R3;
@ ¢; vznikne aplikaci MP na formule ¢.,, ¢, pro vhodné 1 < m,n < i.

@ ¢, vznikne aplikaci GEN na formuli ¢, pro vhodné 1 < m < |i.
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Predikatova logika. Odvozovaci systéem. (4)

Definice 61
Bud' T teorie jazyka L.

@ Formule ) je dokazatelna v teorii T, psano T + U, jestliZze existuje
dikaz v T. Jestlize T + 1 pro prazdné T, fikame Ze U je
dokazatelna a piseme + .

@ Formule 1) je vyvratitelna v teorii T, jestlize T + =

@ Teorie T je sporna (téz inkonzistentni), jestlize kazda formule
predikatové logiky jazyka L je v T dokazatelna.

@ Teorie je bezesporna (téZ konzistentni), jestlize neni nekonzistentni.

v

Predikatova logika. Dukazy.

Poznamka 62 (Princip dosazeni do tautologie vyrokového poctu)

Je-li ¢ tautologii L(—, —), ve které nahradime vyrokové proménné
formulemi predikatové logiky tak, ze dana vyrokova proménna je
nahrazena vzdy touZ formuli, obdrzime formuli predikatové logiky, ktera
je dokazatelna v odvozovacim systému predikatové logiky pouze pomoci
P1-P3 a MP.

Poznamka 63 (Neplatnost ,,obecné“ véty o dedukci)

Za predpokladu korektnosti odvozovaciho systému pro predikatovou
logiku neplati + ¢ — Vx ¢. Plati ovSem {¢} F Vx ¢. Proto obecné neplati,

z2e T k=@ — ¢pravé kdyz T U (¢} = 1.
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Predikatova logika. Veta o dedukci.

Véta 64 (o dedukci)

Necht T je teorie jazyka L, 1 uzavrena formule jazyka L a ¢ (libovolna)
formule jazyka L. Pak T + 1) — ¢ pravé kdyz T U {i)} + .

Dukaz. Dukaz je velmi podobny dikazu vety 35:

,="Necht &,---, &k je dikaz formule ¢ — v T.Pak &q,--- , &k, U, @ je
dukaz ¢ v T U {1} (posledni formule vznikne aplikaci MP na ¢ a &).

s=""Necht &, -, & jedukaz ¢ v T U {¢}. Metaindukci k j dok&zeme,
ze Try — & prokazdé 1 <j<k.

@ j = 1.Je-li &; instance axiomu nebo formule z T, plati T + &;.
K dukazu & z T nyni pfipojime formule &1 — (Y — &1), ¥ — &4. Prvni
formule je instanci P1, druhd aplikaci MP na & a prvni formuli. Mame
tedy dukaz ¢ — & v T. Je-li & formule ¢, plati T + ¢ — ¢ podle
prikladu 33 a poznamky 62.

@ [ndukcni krok: Je-li formule &; instanci axiomu nebo prvek T U {1},
postupujeme stejné jako vySe (misto &1 pouzijeme &)).

Predikatova logika. Veta o dedukci. (2)

@ Je-li {; vysledkem aplikace MP na &, &, kde 1 <m, n <, je &,
tvaru &, — &;. Podle I.LP. navicplati T+ — & a
TrYy = (Em—¢&).Dikazy v - Ena — (Em — &) v T nyni
zretézime za sebe a pripojime nasledujici formule:

o (Y= (Em— &) = (Y= ém) = (Y= &)
o (Y =ém) = (P = &)
° Y — ¢

Prvni formule je instanci P2, dal$i dvé vzniknou aplikaci MP.
Mame tedy dukaz formule iy — &; v T.

@ Je-li &; vysledkem aplikace GEN na &, kde 1 < m <, je &; tvaru
Vx Em. Podle LLP. plati T+ ¢ — &g, Ktomuto dukazu nyni staci
pripojit formule

o VX (Y — &m)
o VXY = ém) = (Y = VX Em)
@ Y — VXx<&n.

Prvni vznikne aplikaci GEN, druha je instanci P5, treti vznikne
aplikaci MP. Dostaneme tak dikaz formule ¢ — &; v T. O
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Predikatova logika. Kvantifikace.

Lema 65

Pro kazde formule ¢ a 1 plati:
Q - (Vx(p - ¥) © (¢ - Vxi),
Q - (Vx(p—y)) o (Axp—v),
Q - (Ix(p—y)) « (¢ IxyY),
Q - (Ix(p—y) o (Vxp—v),

pokud x neni volna ve formuli ¢;
pokud x neni volna ve formuli y;
pokud x neni volna ve formuli ¢;

pokud x neni volna ve formuli 1.

Dukaz. Pozorovani:

(a) Jestlize - ¢ — ¢ asou€asné - ¢ — ¢, pak + ¢ < 1. To plyne z toho,
ze (A — B)— ((B— A) = (A < B)) je vyrokova tautologie (viz

poznamka 62).

(b) (tranzitivita implikace). Jestlize T+ ¢ — £ a souCasné T + & — 1, pak
T + ¢ — . Stali pouzit poznamku 62 a tautologii
(A—=C)—((C—B)—(A—B)).

Predikatova logika. Kvantifikace. (2)

(c) Necht ¢(x), 1(x) jsou formule. Pak - Vx (¢ — 1) — Vx (=1 — —¢),

vyr. tautologie
tranz. impl. na 1), 2)
véta o dedukci

GEN

nebot
1) r¥Xx(p—9) = (p—) P4
2) F(p—y)— (¢ - o)
3) FYx(p = ¢) = (¢ - o)
4) Vx(@p =) kY > g
5) Yx(¢ = ¢) FVX(=¢ - —p)
6) FVx(p—1v)—> Vx(-p — —-¢p) veétao dedukci
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Predikatova logika. Kvantifikace. (3)

Tvrzeni 1.—4. ted dokaZzeme za pfedpokladu, ze ¢(x) a y(x). Obecna
podoba vyplyne uzitim véty konstantach (viz dale).

@ Plati - (Vx (¢ — ¥)) = (¢ — Yx 1), nebot tato formule je
instanci P5. Dukaz opacné implikace vypada takto:

1) FVXY > P4

2) F(Yx¢p =)= (¢ = Vxy) = (= ¢)) (A->B)=(C—A)-(C—B)
je tautologie, viz pozn. 62

3) Flp—=VYxy)—(p—1) MPnat),2)

4) e -oIXY o -y véta o dedukci

5 @—=>Vxy+rVYx(p— 1) GEN

6) F(p— Vxy)— (¥Yx(¢ = 1)) véta o dedukci

Predikatova logika. Kvantifikace. (4)

@ Nejprve ukazeme, ze + Vx (¢ — 1) — (Axp — V).

1) FVx () > =) > (- > ¥x-¢) podie 1.
2) FVYX(¢ =) = VX (Y = —p) podile (c)

3) FV¥x(p—=1v)) = (¥ = Vx-¢) tranz. impl. na 2), 1)

4) + (- = VXx=p) = (7VXx—-p — ) taut. (-B—- A) - (-A — B)
5 rVx(p—>yY) > (=YX~ > ) tranz. impl. na 3), 4)

6) FV¥x(p—v)— (Txp—Y) reformulace

Nyni opacny smér + (Ixp — V) = Vx (¢ — 1):

1) +(-¢Y - Vx=p) = Vx (- = -¢p) podle 1.
2) F(-Vx—p - 1V) = (- - Vx-¢) taut. (-B—- A) - (-A — B)
3) F(=YX—p - ) - VX (- - —¢p) tranz.impl. na 1), 2)

(

4) Ixp - P VX(- = @) véta o dedukci

5 Ixp o vr—h—> - P4 a MP

6) Xp-oVvre oY (A —>-B)—> (A—>B)aMP
7) Ixe - EXx(p— ) GEN

8) F(@xp—-v) - Vx(p— ) véta o dedukci
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Predikatova logika. Veta o korektnosti.

Véta 66
Necht' T je teorie a ¢ formule jazyka teorie T. Jestlize T + ¢, pak T = ¢. J

Dukaz.

@ Je-li ¢ instanci jednoho ze schémat P1—-P5 (pfip. také R1-R3, pokud
jazyk teorie T je jazyk s rovnosti) a M je model T, pak M = ¢.

@ Je-li M model T a1, & formule jazyka teorie T, kde M = ¢ a
ME Y — &, pak M €.

@ Je-li M model T a 1) formule jazyka teorie T, kde M = 1, pak
M= Vx .

Metaindukci vzhledem Kk i je pak jiz trivialni ukazat, ze je-li ¢4, - - -,
dukaz formule p v Ta Mjemodel T,pak T |= ¢ prokazdé 1 <i< k. O

Staci ovérit nasleduijici tvrzeni:

Predikatova logika. Uplnost (ivod).

Lema 67
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

@ Pro kazdou teorii T a pro kaZdou formuli ¢ jazyka teorie T plati, Ze
jestlize T = ¢, pak T + .

©Q Kazda bezesporna teorie ma model.

Dukaz.

(1. = 2.) Bud T bezesporna teorie. Pak existuje formule ¢ jazyka teorie

T, ktera neni v T dokazatelna (tj. T ¥ ¢). Obménou 1. pak ale
dostavame, Ze ¢ neni sémantickym dusledkem T (1j. T t~ ¢). To
znamena, Ze existuje takovy model T, kde neni pravdiva ¢. Zejména
ma tedy T model.
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Predikatova logika. Uplnost (iivod). (2)

(2. = 1.) UzZitim 2. dokaZeme obménu 1. Necht tedy T ¥ ¢, a necht ¢ je
univerzalni uzavér ¢. UkdZeme, ze T U (-] je bezesporna; pak
podle 2. ma T U {—¢} model, tedy T ~ ¢.

T U {—¢} je bezesporna: Pfedpokladejme naopak, ze T U (-} je
sporna. Pak

1) Tu{-@}+p T U {—g} je sporna

2) Tr-p—¢ véta o dedukci

3) F(rp—=9p)—=¢ (-A— A)— Ajetautologie, viz pozn. 62
4) Tro MP na 2), 3)

5 Tro opakované P4 a MP

Obdrzeli jsme tedy spor s tim, ze T ¥ .

Predikatova logika. Uplnost (ivod). (3)

Cilem dalSiho postupu je dokazat, Zze kazda bezesporna teorie ma
model. Tato konstrukce obsahuje dva zékladni obraty:

@ Zavede se pojem kanonickeé struktury pro danou teorii T. Tato
struktura obecné neni modelem T. Ukazeme, ze pokud T vyhovuje
dal§im podminkam (je henkinovska a uplna), pak kanonicka struktura
je modelem T.

@ Ukazeme, Ze kazdou bezespornou teorii je mozné vhodnym
zpusobem rozsirit tak, aby byla henkinovska a uplna.



Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova

algebra logiky
Dva zakl. problémy
Reseni 1. problému
Reseni 2. problému

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
PInohodnotnost
Kompaktnost
Systém L(—,-)

Korektnost
Uplnost

Predikatova
logika
Syntaxe
Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
neuplnosti
Turinguv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Godeluv dukaz
2. véta o neuplnosti

Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova

algebra logiky
Dva zakl. problémy
Reseni 1. problému
Reseni 2. problému

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
PInohodnotnost
Kompaktnost
Systém L(—,-)

Korektnost
Uplnost

Predikatova
logika
Syntaxe
Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
neuplnosti
Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Godeluv dukaz
2. véta o neuplnosti

Predikatova logika. RozsSireni teorie.

Definice 68

@ Teorie S je rozsireni teorie T, jestliZze jazyk teorie S obsahuje jazyk
teorie T a v teorii S jsou dokazatelné vsechny axiomy teorie T.

@ Rozsireni S teorie T se nazyva konzervativni, jestlize kazda formule
jazyka teorie T, ktera je dokazatelna v S, je dokazatelnaiv T.

@ Teorie S a T jsou ekvivalentni, jestlize S je rozsifenim T a soucasné
T je rozSifenim S.

Priklad 69

@ Teorie komutativnich grup je nekonzervativni rozsireni teorie grup.

@ Teorie grup je nekonzervativni rozSireni teorie monoidu (tvrzeni
Vx dy x - y = 1 nelze dokazat v teorii monoidu).

@ Goddel-Bernaysova teorie tfid je konzervativnim rozsifenim
Zermelo-Fraenkelovy teorie mnozin.

Predikatova logika. Véta o konstantach.

Véta 70 (o konstantach)

Necht' S je rozsifeni T vzniklé obohacenim jazyka teorie T o nové
navzajem ruzné konstanty c,,-- -, cx (nové axiémy nepfidavame), a
necht x;,--- , Xx jsou navzajem rizné proménné. Pak pro kaZdou formuli
¢ jazyka teorie T plati, Ze T + ¢ prave kdyZ S + ¢o(x1/¢c1,- -+, Xk /Ck).

Dukaz. Jelikoz cq,---, ¢k jsou navzdjem rizne, staci dokazat, ze T + ¢
praveé kdyz S + ¢(x/c).

=: K dukazu ¢ v T pfipojime formule Vx ¢,
obdrzime tak dukaz formule ¢(x/c) v S.
<:Necht ¢, -+, je dikaz ¢(x/c) v S. Necht y je proménn4, ktera se
nevyskytuje v tomto dikazu. Indukci k | ukazeme, ze pro kazdé 1 < i < k
jevi(cly), -+ ,i(c/y) dikaz v T. Rozli§ime tyto moZnosti:

@ Je-li ¢; instanci P1-P5 (pfip. R1-R3), je také vi(c/y) instanci téhoz
schématu.

Yxp — p(x/c), ¢(x/c)a

@ Je-li ; axiom teorie T, pak se v 1; nevyskytuje ¢ a formule ¢; a
Vi(c/y) jsou tedy totozné.



Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova

algebra logiky
Dva zakl. problémy
Reseni 1. problému
Reseni 2. problému

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
PInohodnotnost
Kompaktnost
Systém £(—,-)

Korektnost
Uplnost

Predikatova
logika
Syntaxe
Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
neuplnosti
Turinguv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Godeluv dukaz
2. véta o neuplnosti

Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova

algebra logiky
Dva zakl. problémy
Reseni 1. problému
Reseni 2. problému

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
PInohodnotnost
Kompaktnost
Systém £(—,-)

Korektnost
Uplnost

Predikatova
logika
Syntaxe
Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
neuplnosti
Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Godeluv dukaz
2. véta o neuplnosti

Predikatova logika. Veta o konstantach. (2)

@ Jestlize 1; vyplyva z ¢; a i, pomoci MP, je 1, tvaru ¢; — ¢ a
formule Y (c/y) je tedy formuli ¢;(c/y) — ¢i(c/y). Takze formule
vi(c/y) vyplyva z i(c/y) am(c/y) pomoci MP.

@ Jestlize 1; vyplyva z ¢); pomoci GEN, je 1; tvaru Vx ;. Staci si
uvedomit, ze (Vx 1;)(c/y) je tataz formule jako Vx (1;(c/y)), nebot x
a y jsou ruzné.

Ukazali jsme, ze T + ¢(x/c)(c/y). Dale

1)
2)
3)
4)
5)

TFao(x/y)

THEYYyp(x/y)
FYYp(x/y) = (p(x/y)(y/x))
T+o(x/y)(y/x)

Tro

¢(x/y) je totéz co p(x/c)(c/y)
GEN

P4

MP na 2),3)

p(x/y)(y/x) je totéz co ¢

Predikatova logika. Henkinovské teorie.

Definice 71

@ Teorie T je henkinovska, jestlize pro kaZdou formuli ¢ jazyka teorie T
s jednou volnou proménnou x existuje v jazyce teorie T konstanta c

takova, Ze T + Ax ¢ — ¢(x/c).

@ Teorie T je Uplna, jestlize je bezesporna a pro kazdou uzavienou
formuli ¢ jejiho jazyka plati bud’ T + ¢ nebo T + —¢.
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Predikatova logika. Henkinovskeé teorie. (2)

Véta 72 (o henkinovské konstanté)

Bud' T teorie a ¢(x) formule jejiho jazyka. Je-li S rozsireni T, které
vznikne pridanim nové konstanty c,, a formule Ix ¢ — ¢(x/c,), pak S je
konzervativni rozsireni T.

Dukaz.

FAxE — Ay&(x/y):

1)
2)
3)
4)
5)
6)

{ ( FYy=&(x/y)
{(Vy=&(x/y)} F =E(X/y)(y/X)
{ (

Vy-&(x/y))
}
Yy—-&(x/y)}E ¢
}
)

N N’ N’ N’

{Vy—=&(x/y)} v Vx&
FYy=&(x/y) = Vx-&
F3AxE — Ayé(x/y)

Nejprve ukazeme, Ze pro libovolnou formuli &£(x) plati

P4 a MP

prepis

GEN

dedukce

taut. (A - B) — (—lB — —lA) a MP.

Predikatova logika. Henkinovskeé teorie. (3)

Necht' R znaci teorii vzniklou pouhym pfidanim konstanty ¢, k T. Necht
Y je formule jazyka teorie T takova, Ze S + 1. Necht' y je proménn4,
kterd se nevyskytuje ani ve ¢, ani v 1. Plati:

1)
2)

3)
4)
5)
6)

7)
8)
9)

Sk
R+ (Oxe — @(x/cy)) = ¢

T+ (Axp = p(x/y)) = ¢
T+ Yy((@xe — @(x/y)) = ¢)
T+ Ay(Axp — @(x/y)) - ¢

predpoklad

S =RU{Axgp — p(x/c,)}
a dedukce

véta o konstantach
GEN

lema 65 (2) a MP

F (Ixe — Ayp(x/y)) = y(Ixp — ¢(x/y)) lema 65 (3)

T+ (3xe — Ayp(x/y)) = ¢
Fdxe — Ayp(x/y)
Trvy

tranz. implikace
dokazano vyse
MP
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Predikatova logika. Henkinovskeé teorie. (4)

Véta 73 (o henkinovském rozsireni)

Ke kaZzdeé teorii existuje henkinovska teorie, ktera je jejim konzervativnim
rozsirenim.

Dukaz.

@ Ty, = T. Teorie T;.1 vznikne z T, tak, Ze pro kazdou formuli ¢(x) jazyka
teorie T; pfidame novou konstantu ¢, a formuli dx¢p — ¢(x/c,).

Bud' T teorie. Pro kazdé n > 0 definujeme teorii T, takto:

Metaindukci vzhledem k n ukazeme, ze T, je konzervativni rozsifeni T.

@ Pro n = 0 neni co dokazovat. V indukénim kroku si staci uvédomit, ze
je-li Tirq 1, mize byt v dukazu formule ¢ pouZzito jen konecnée
mnoho axiébmu &4, - -+, &k, které nepatfi do T;. Uzitim véty o
henkinovské konstanté k-krat po sobé dostavame T; + i, proto T + ¢
podle I.P.

Uvazme teorii S = [}, T,. Teorie S je konzervativni rozsifeni T, nebot
kazdy dukaz v S pouziva jen konecné mnoho axiomu a je tedy dukazem
v néjaké T,,. Teorie S je zjevné henkinovska. O

Predikatova logika. Henkinovskeé teorie. (5)

V nasledujici vété vyuzivame Zornovo lema, které fika nasledujici:

Necht (A, <) je uspofadana mnoZina. Jestlize pro kaZdy
spocetny retéz ap < a; < a, --- existuje v A horni zavora, pak
(A, <) ma maximalini prvek.

Zornovo lema je ekvivalentni s axiomem vybéru.
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Predikatova logika. Henkinovskeé teorie. (6)

Véta 74 (o zaplnovani teorii)

Ke kazdé bezesporné teorii existuje jeji rozsifeni se stejnym jazykem,
které je uplnou teorii.

Dikaz. Uvazme uspofadanou mnozinu (7-,C), kde 7~ je soubor vSech
bezespornych teorii obsahujicich T. Kazdy spocetny fetézec

ToC Ty CTo--- mav (7,C) horni zavoru |~ T;. Zde je tfeba ovéfit, ze
Uiz T; je skuteéné bezesporna teorie (a tedy prvek 7°): pokud by tato
teorie byla spornd, existuje v ni dikaz kontradikce. Tento dukaz ale
pouziva jen konecné mnoho axiému, proto je dikazem i v néjaké T;, tedy
T; je spornd, spor.

Predikatova logika. Henkinovskeé teorie. (7)

Podle Zornova lematu tedy existuje maximalni bezesporna teorie U
obsahuijici T. Dokazeme, ze U je uplna. Pokud neni, existuje uzaviena
formula ¢ takova, ze U ¥ ¢ a souCasné U ¥ —¢. Zejména tedy

¢, ~p ¢ U. Z maximality U plyne, ze teorie U U {¢} i U U {—=¢p} jsou
sporné, plati tedy U U {¢} - =p a U U {—¢} + ¢. Proto také U + ¢ — —¢
a U+ —¢p — ¢ (uzitim véty o dedukci). Z toho dostavame U + ) A —1p
pro libovoIné 1, nebot (A — —A) = ((-A = A) = (VA1) je
vyrokova tautologie (pouzijeme 2x MP). Tedy U je sporna, spor.

Pokud je jazyk teorie T koneCny nebo spocetny, Ize se pouziti Zornova
lematu snadno vyhnout. Dokazovand véta pak Zzadnou formu axiému
vybéru nevyuziva. O
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Predikatova logika. Kanonicka struktura.

Definice 75

Bud' T teorie, kde jazyk teorie T obsahuje alespon jednu konstantu.
Kanonicka struktura teorie T je realizace M jazyka teorie T, kde

@ univerzum M je tvofeno vsemi uzavienymi termy jazyka teorie T ;

@ relizace funkéniho symbolu f arity n je funkce f\, ktera uzavienym
termam t;,--- , t, pfifadi uzavieny term f(t;,--- ,t,);

@ realizace predikatového symbolu P arity m je predikat Py, definovany
takto: Py(ti, -+, tn) plati pravé kdyZ T + P(t;, -+, tn).

Predikatova logika. Kanonicka struktura. (2)

Véta 76 (o kanonické strukture)

Necht' T je uplna henkinovska teorie, a necht’ jazyk teorie T je jazykem
bez rovnosti. Pak kanonicka struktura teorie T je modelem T.

Dukaz. Necht M je kanonicka struktura teorie T. Ukazeme, ze pro
libovolnou formuli ¢ jazyka teorie T plati nasledujici:

@ Jestlize ¢ je uzavfena instance formule ¢, pak T + ¢ prave kdyz
ME .

JelikozZ Ize (bez Ujmy na obecnosti) predpokladat, ze prvky T jsou

uzavrené formule, plyne z vySe uvedeného, ze M je model T.

Indukci ke struktufe ¢:

@ ¢p=P(t,---,t). Bud P(t],--- , 1)) libovolna uzavfena instance. Podle

definice kanonické struktury M = P(t;,---, 1)) prave kdyz
T+ P(t,--- ).




Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova

algebra logiky
Dva zakl. problémy
Reseni 1. problému
Reseni 2. problému

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
PInohodnotnost
Kompaktnost
Systém L(—,-)

Korektnost
Uplnost

Predikatova
logika
Syntaxe
Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
neuplnosti
Turinguv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Godeluv dukaz
2. véta o neuplnosti

Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova

algebra logiky
Dva zakl. problémy
Reseni 1. problému
Reseni 2. problému

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
PInohodnotnost
Kompaktnost
Systém £(—,—)

Korektnost
Uplnost

Predikatova
logika
Syntaxe
Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
neuplnosti
Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Godeluv dukaz
2. véta o neuplnosti

Predikatova logika. Kanonicka struktura. (3)

@ ¢ = —1. Bud - libovolna uzavfena instance. Jelikoz ¢ je uzavfena
instance 1, podle IP plati T + ¢ pravé kdyz M = . Déle T + —1)
prave kdyz T ¥ g@ (T je bezesporna) prave kdyz M - yﬁ (IP) prave
kdyz M = —i).

@ ¢ = ¢ — &. Kazda uzavfena instance této formule je tvaru i) — &, kde
) je uzaviena instance ¢ a ¢ je uzavfena instance &.

@ Necht T+ ) — £. JelikoZ ¢ je uzaviena formule a T je uplna, plati
bud T+ { nebo T + —i). V prvém ptipadé dale T + £ (MP) a
uzitim IP celkem dostavame M |= ¢ a M |= . Proto také
M — &.V druhém pripadé T ¢ i (T je bezesporna), proto
M=) (IP), tudiz M= — E.

@ Necht M =1 — & Pak bud’ M I~ ¢ nebo M = &V prvém
pfipadé T ¥ ¢ podle IP, tudiz T + =y nebot T je Uplna. Proto
T + i) — & uzitim tautologie ~A — (A — B) a MP. V druhém
pfipadé T &, proto T + ¢ — & uzitim tautologie A — (B — A) a
MP.

Predikatova logika. Kanonicka struktura. (4)

@ ¢ = VYxy. Bud Vx ¢ libovolna uzaviena instance. Pak i/(x), jinak by
Vx 1) nebyla uzavriena.

@ Necht T + Vx 1. Pak pro libovolny uzavieny term t plati T + {(x/t)
(P4 a MP). Podle IP M = ¢(x/t). Jelikoz tento argument funguje
pro libovolny uzavieny term t, plati také M = Vx 1.

@ Necht T ¥ Vx 1. Pak také T ¥ Vx =—1) (kdyby T + Vx ==,
dostaneme dale T + ——¢ (P4 a MP) a T + ¢ (tautologie ~—A — A
aMP), T + Vx 1 (GEN), spor).

Jelikoz T ¥ Vx——1), plati T + =Vx—=1 nebot T je Gplna. Tedy

T + Ax—1. Jelikoz T je henkinovskd, plati T + JIx—=¢ — —i(x/c).
Tedy T + —1(x/c) aproto T ¥ 1(x/c) nebot T je bezesporna.
Podle IP M |~ {(x/c), tedy M = —i(x/c). Proto M = Vxi.
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Predikatova logika. Kanonicka struktura. (5)

Véta 77

Necht' T je uplna henkinovské teorie, a necht’ jazyk teorie T je jazykem s
rovnosti. Pak T ma model.

Dukaz. Bud S teorie (s jazykem bez rovnosti), ktera vznikne
roz8ifenim T o novy binarni predikatovy symbol = a axiomy R1-R3.
Symbol = v teorii S je tedy mimologicky a maze byt realizovan ,,jakkoliv*.
Axiomy R1-R83 jsou v S ,,normalni“ axiomy. Sta¢i ndm ukazat, ze S ma
takovy model, kde = je realizovan jako identita. Takovy model pak jisté
bude i modelem T (kde = je chapano jako logicky symbol).

Predikatova logika. Kanonicka struktura. (6)

Bud M kanonicka struktura teorie S, a necht ~ je realizace =v S (1.

t; ~ 1 praveé kdyz S + t; = t,). Dokadzeme, Ze ~ je nutné ekvivalence:

@ reflexivita: S + x=x (R1), S+ Vx x=x (GEN), S + Vx x=x — t=t (P4),
S+ t=t (MP). Tedy t ~ t.

@ symetrie: necht s ~ t, tj. S + s=t. Plati
S+ (X1 =y1 A X2:y2) — (X1 =Xo — VY4 :yg) (R2, = hraje i roli P) Uzitim
GEN, P4 a MP dostaneme S + (s=t A s=s) — (s=s — t=s). UZitim
MP dostaneme S + t=s.

@ Tranzitivita: podobné.
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Predikatova logika. Kanonicka struktura. (7)

Nyni jiz mizeme definovat strukturu O pro jazyk teorie S:
@ Nosicem O jsou tridy rozkladu nosic¢e M podle ~.

@ FunkCni symbol f arity n je realizovan takto:

fo([tr], -+, [tn]) = [Im(tr, -+, tn)]

@ Predikatovy symbol P arity m je realizovan takto:

Po([t1],-' ., [tm]) prévé kdyi PM(t1," . ,tm)

Korektnost této definice (tj. nezavislost na volbé reprezentantl) se
dokaze pomoci R1-R3 podobnym stylem jako vy$e. Snadno se ovéfi, ze
realizaci uzavfeného termu t ve strukture O je [s]| praveé kdyz S + s=t. To
znamend, Ze predikatovy symbol = je v O realizovan jako identita.

Predikatova logika. Kanonicka struktura. (8)

Zbyva ukazat, ze O je modelem S. Podobné jako ve véte 76 budeme
chtit prokazat, Ze pro libovolnou formuli ¢(x4, ..., x,) jazyka teorie S plati:

@ Jestlize t;,--- , 1, jsou uzavrené termy jazyka teorie S, pak
THo(xi/t,--, Xa/tn) prave kdyz O |= ¢(xi/[ti], -+, Xn/[ta]).

Jelikoz S je henkinovska a Uplna, plati podle vety 76

@ Tro(xi/t, -, xn/ty) pravé kdyz M = o(xq/t,- -+, Xa/ 1)

Staci tedy ukazat, ze

@ ME o(xi/t, -+, xn/ty) pravé kdyz O = o(xq/[t], -+, xa/[tn])

To Ize lehce provést indukci ke strukture ¢. O
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Predikatova logika. Veta o uplnosti.

Kurt Gédel (1906—1978)

Véta 78 (o uplnosti, Kurt Godel)

Kazda bezesporna teorie ma model.
Pro kazdou teorii T a kazdou formuli

jejiho jazyka tedy plati, Ze jestlize
T, pak T+ .

Diikaz. Jde o0 jednoduchy

disledek predchozich vét.

Predikatova logika. Veta o kompaktnosti.

Véta 79

Teorie T ma model, pravé kdyZ kazda jeji podteorie s konec¢né mnoha
axiomy (a s minimalnim jazykem, v némZ jsou tyto axiomy

formulovatelné) ma model.

O

Dukaz. Smér =" je trividlni. Pro opac¢nou implikaci staci ukazat, ze T
je bezesporna (pak T ma model podle véty o Uplnosti). Kdyby T byla
sporna, existoval by dukaz formule i) A =y v T. Tento dukaz je konecny,
vyuziva tedy jen konecné mnoho axiomu T, které tvori spornou

podteorii T, spor.

O
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Predikatova logika.
Lowenheimova-Skolemova veéta.

Poznamka 80

Z dukazu vety 73 plyne, Ze kazda bezesporna teorie s jazykem bez
rovnosti ma model kardinality max{|L|, X} (pfi rozSifeni teorie na
henkinovskou bylo pfidano |£| - &y novych konstant). Toto pozorovani
neplati pro teorie s jazykem s rovnosti (napf. pro T = {Vx x=c}).
Nicméneé Ize dokazat nasleduijici:

Véta 81

Necht' T je teorie a necht pro kazdé n € IN existuje model teorie T jehoZ
nosi¢ ma mohutnost alespor n. Pak T ma nekonec¢ny model.

Dikaz. Je-lijazyk teorie T jazykem bez rovnosti, plyne tvrzeni ihned

z poznamky 80. Jinak pro kazdé n € IN definujeme formuli

Qn =YXy VX Ay X4#Y Ao A Xp#y ateorii S, = T U {@q,---, @n). Podle
predpokladu véty ma kazda S, model. Podle véty o kompaktnosti ma
proto model i teorie | J;~; S,,. Tento model je nutné nekonecny a je i
modelem teorie T. O

Predikatova logika.
Léowenheimova-Skolemova veéta. (2)

Véta 82 (Léwenheimova-Skolemova)

Necht' T je teorie s jazykem L, ktera ma nekonec¢ny model. Necht « je
nekonecny kardinal takovy, Ze « > | L|. Pak T ma model mohutnosti .

Dukaz. Necht M je nekone¢ny model T. Jazyk £ rozSifime o systém
{ci | I < x} novych konstant a k T pfidame axiomy {c¢; # ¢; | i,j < «}.
Obdrzime tak teorii T'. Necht K je kone¢na ¢ast T’, a necht ¢y, -+ , ¢,
jsou vSechny nove pridané konstanty, které se vyskytuji ve formulich
teorie K (takovych konstant je jen kone¢né mnoho). Pokud tyto konstanty
realizujeme navzajem ruznymi prvky nosice M, obdrzime model teorie
K. Kazda konecCna Cast T’ je tedy splnitelna. Podle véty o kompaktnosti
ma tedy model i teorie T’. Nosi¢ tohoto model ale nutné obsahuje
alespon « navzajem ruznych individui. O
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Véta o neuplnosti. Uvod.

@ Jazyk aritmetiky je jazyk s rovnosti obsahujici konstantu 0, unarni
funkéni symbol S a dva binarni funkCni symboly = a +.

@ Vyznacnou realizaci jazyka aritmetiky je (INy, #, +), kde univerzem je
soubor vSech nezapornych celych Cisel, 0 je realizovano jako nula, S
jako funkce naslednika, = jako nasobeni, + jako sc€itani. (Relacni
predikaty jako <, < Ize snadno definovat.)

@ Jednim ze zakladnich krok( Hilbertova programu formalizace
matematiky mélo byt vytvoreni rekurzivni a tplné teorie T jazyka

aritmetiky.

@ Slovem ,,uplné“ se mysli, Zze T + ¢ pravé kdyz ¢ € Th(INy, =, +) (T]j.
formule dokazatelné v T jsou pravé formule pravdivé v (INy, =, +)).

@ Slovo ,rekurzivni“ intuitivné znamena, ze musi byt ,,mechanicky
ovéfitelné®, zda dana posloupnost symbolu je ¢i neni dikazem v T
(moznych formalizaci tohoto pojmu je vice).

@ Z Godelovych vysledkl plyne, Ze takova teorie neexistuje.

Véta o neuplnosti. Turinguv stroj.

Alan Turing (1912-1954)

@ Definoval pojem

Turingova
stroje a s jeho pomoci ukazal,
ze problém pravdivosti formuli
prvniho fadu je nerozhodnutelny.

Povazovan za zakladatele
informatiky (jako védy).

Turinguv stroj je matematickym
modelem ,hloupého
odvozovace®, ktery ma k dispozici
papir, tuzku a gumu, a ktery
si pamatuje kone¢né mnoho
schémat axiému.

Vyznam Turingova stroje coby
modelu realnych vypocetnich
zarizeni se projevil az v druhé
poloviné 20. stoleti.
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Véta o neuplnosti. Turinglv stroj. (2)

Je-li X kone€né abeceda, znaci symbol >* soubor v§ech konecnych
slov sloZzenych z prvkl % (prazdné slovo znac¢ime symbolem ¢). Délku
slova w znacime len(w). Pro kazdé 1 < i < len(w) znacCi symbol w(i)
i-ty znak slova w (zleva). Jazyk nad abecedou % je podmnozina ¥".

Turinguv stroj je matematicky model vypocetniho zatizeni, které je
vybaveno konecné-stavovou ridici jednotkou (,,hlava odvozovace"),
jednosmeérné nekonecnou pracovni paskou (,papir), a
Cteci/zapisovou hlavou (,,tuzka/guma®).

Na zacatku vypoctu je na pasce zapsano konec¢né vstupni slovo,
hlava je na nejlevéjSi pozici, a stavova jednotka je v poCatecnim stavu.

Stroj na zakladé svého momentalniho kontrolniho stavu a symbolu
pod Cteci hlavou provede ,,vypocetni krok®, tj. zméni svUj kontrolni
stav, nahradi symbol pod ¢teci hlavou jinym symbolem, a posune
Cteci hlavu vlevo nebo vpravo.

Vypocet se zastavi, pokud stroj dojde do konfigurace, jejiz kontrolni
stav je akceptujici nebo zamitajici. Pro néktera slova maze stroj také
nezastavit (cyklit).

Vstupni slovo je akceptované, jestlize stroj po kone¢né mnoha krocich
dojde do akceptujici konfigurace. Soubor v8ech vstupnich slov, ktera
stroj akceptuje, tvori jazyk akceptovany danym strojem.

Véta o neuplnosti. Turinglv stroj. (3)

Definice 83
Turinguv stroj je devitice M = (Q, %, T,.,>,Qo,qa, qr, 0), kde

@ Q je konecny soubor kontrolnich stavu;

@ > je konecna vstupni abeceda;

@ [ je koneCna paskova abeceda (kde> CcTaQnNTl =0);

@ _ e[ je prazdny znak;

® > €[ je levy konec pasky;

@ o, 92, 9- € Q je po Fadé pocatecni, akceptujici a zamitajici stav

(9o, G, G jsou navzajem rizné).

@ 6:QxI - QxTI x{L,Rj} je prechodova funkce, kde

@ pro kazdé p € Q plati 6(p,>) = (q,>, R) pro néjaké q € Q;
@ 0(qa,¢) =(Qa,C,R) prokaZzdécerl;
@ 5(qg;,¢) = (9., ¢, R)prokazdécerT.
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Véta o neuplnosti. Turinglv stroj. (4)

Konfigurace stroje M je kone¢né slovo uqv, kde u,v el aqge Q.
Pocatecni konfigurace pro slovo w € ¥* je konfigurace go>w.

Krok vypoctu je binarni relace — na mnoziné konfiguraci definovana
takto:

@ Jestlize 6(qg,a) = (p, b, L), pak ucgav — upcbv pro kazdé
uvel acel.

@ Jestlize 6(qg,a) = (p, b, R), pak ugav — ubpv’ pro kazdé u,v e ',
kde v/ = v pokud v je neprazdné, jinak v’ = _.
@ — obsahuje jen to, co Ize odvodit pomoci pfedchozich dvou
pravidel.
Slovo w € ¥* je akceptované strojem M, jestlize qo>w —* ug,Vv pro
néjaké u,v e .
Jazyk akceptovany strojem M, oznacovany L (M), je soubor vSech
w € ¥*, které jsou akceptované strojem M.

Véta o neuplnosti. Vlastnosti jazyku.

@ Jazyk L C ¥ je rekurzivné vycislitelny, jestlize L = L(M) pro néjaky

Turinglv stroj M. Jazyk L C ¥ je rekurzivni, jestlize L = L(M) pro
nejaky Turinglv stroj M, ktery zastavi pro kazdé vstupni slovo.
Jednoduché pozorovani je, Ze jazyk L C ¥* je rekurzivni praveé kdyz L
i L jsou rekurzivné vyé&islitelné (kde L = ¥*\ L).

Uvazme soubor vsech Turingovych stroju se vstupni abecedou {0, 1}.
Bez Ujmy na obecnosti Ize predpokladat, ze kontrolni stavy a symboly
paskové abecedy kazdého takového stroje jsou prvky néjaké fixni
spocetné mnoziny. Pak kazdy Turinguv stroj M se vstupni abecedou
{0, 1} I1ze jednoznacné zapsat jako slovo code(M) € {0, 1}*. Navic lze
predpokladat, ze kazde u € {0, 1}* je kbdem néjakého stroje M, se
vstupni abecedou {0, 1}.

Uvazme jazyk Accept = {u € {0, 1} | M, akceptuje uj.

Lze snadno (i kdyz technicky) dokazat, ze Accept je rekurzivné
vycislitelny (Ize zkonstruovat stroj U, ktery pro dané vstupni slovo
u e {0,1},,simuluje” vypocet stroje M, na slove u).

Ukazeme, ze Accept neni rekurzivni. Podle jednoho z pfedchozich
bodu pak jazyk Accept neni rekurzivné vycislitelny.
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Véta o neuplnosti. Jazyk Accept.

Véta 84
Jazyk Accept neni rekuzivni.

Dukaz. Predpokladejme, ze Accept je rekurzivni. Pak také Accept je
rekurzivni, tj. existuje Turinglv stroj M se vstupni abecedou {0, 1}, ktery
zastavi pro kazdé vstupni slovo a L (M) = Accept. Necht v = code(M).
Plati v e L(M)?

® Ano.Pakv ¢ L(M,) = L(M), spor.
® Ne.Pak v e L(M,)=L(M), spor.

Z predpokladu existence stroje M se nam podafrilo odvodit spor. Stroj M
tedy neexistuje.

Poznamka 85

V dukazu predchozi véty se objevuje urcita forma autoreference (stroj M
zkouma ,,sam sebe” tak, ze analyzuje svUj vlastni k6d). Kazdy znamy
dikaz véty o neuplnosti se o néjakou formu autoreference opira.

Véta o neuplnosti. Peanova aritmetika.

Jednim z pokusuU o vytvoreni rekurzivni a Uplné teorie aritmetiky byl
nasledujici systém nazyvany Peanova aritmetika (seznam Peanovych
axiomu byva v literatufe uvadén v riznych podobach):

® Vx S(x)#0

@ VxVy S(x)=S(y) = x=y
@ Vx x+0 =x

@ VxVy x+S(y) = S(x+y)
@ Vxxx0=0

@ VxVy xxS(y) = (x*y) + x

@ (p(0) AVX (p(x) = @(S(x)))) = Yx¢(x), kde ¢ je formule s jednou
volnou proménnou x.
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Syntaxe pozorovani o rekurzivnich teoriich podava nasledujici véta.
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Kompaktnost

Systém L(—,-) Véta 87

Korektnost
Uplnost

I Necht T je rekurzivni teorie jazyka aritmetiky. Pak jazyk tvoreny vSéemi
logika formulemi dokazatelnymi v T je rekurzivné vycislitelny.
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Veéta o neuplnosti. Jazyk Valid.

@ Necht Valid resp. Provable jsou jazyky nad abecedou
{v,+,%0,S,(,),VY,—,, =} obsahujici zapisy vSech formuli jazyka
Peanovy aritmetiky, které jsou pravdivé v realizaci (INy, *, +) resp.
dokazatelné ze systému axiomu Peanovy aritmetiky.

@ Zjevné Provable C Valid, nebot Peanova aritmetika je korektni.

@ Nasim cilem je ukazat, Ze tato inkluze je viastni, tj. Ze existuji formule
pravdivé v (INo, », +), které nejsou z Peanovych axiomu dokazatelné.

@ Jelikoz jazyk Provable je podle véty 87 rekurzivné vycislitelny, staci
ukazat, Zze Valid neni rekurzivné vycislitelny (je vidét, Ze pak
Provable # Valid i pro libovolnou jinou rekurzivni teorii aritmetiky).

Véta o neuplnosti. Godeluv predikat §.

Z hlediska dukazu véty o neuplnosti je jednou z podstatnych vlastnosti
prirozenych Cisel jejich schopnost , kddovat® libovolné dlouhé kone¢né
posloupnosti pfirozenych cCisel.

@ Definujeme 4-arni predikét g na nezapornych celych Cislech
predpisem
B(a,b,i, x)

@ Bud S nekonecna posloupnost nezapornych celych Cisel, a, b € No.
Rekneme, Ze S splrnuje p (pro dané a a b), jestlize pro kazdé i € N
plati B(a, b, i, S(i)).

@ Pro kazdé a, b € N, existuje jedina posloupnost splnujici ; tou je
posloupnost S, , dana pfedpisem S, (/) = amod(1 + b(1 +1)).

& x=amod (1+b(1+1))

@ Predikat  je vyjadfitelny v jazyce aritmetiky, nebot’ x = amod b Ize
napsat jako
a20Ab20ATk(k20Akeb<an(k+1)b>anx=a-(kb))
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Veéta o neuplnosti. Godeluv predikat §. (2)

Véta 88

Pro kaZdou konec¢nou posloupnost ny, - - - , nx nezapornych celych cisel
existuji n, m € Ny takova, Ze nj = S, m(j) pro kazdé 0 < j < k. To
znamena, Ze pro kazdé 0 < j < k plati p(n,m,j, x) <= x = n;.

Dukaz.

@ Necht m = (max{k, no,---,n})! Cisla pi = 1 + m(1 + i), kde
0 < i <k, jsou navzajem nesoudélna a n; < p; pro kazdé 0 < i < k.

(osnova)

@ Dale pro kazdé 0 < i < k definujeme

Ci=Po--- Pk/pi
Nyni pro kazdé 0 < i < k existuje presné jedno d;, 0 < d; < p;, takové,

ze (C,' : d,) modp,- =1

@ Definujeme

K
n = Zci-d;-n,
i=0

Pro kazdé 0 < i < k plati n, = nmod p;, coz je tvrzeni véty.

Véta o neuplnosti. Dukaz.

Véta 89

Jazyk Valid neni rekurzivné vycislitelny.

Dukaz. Ukazeme, ze existuje Turinguv stroj M, ktery pro kazdé vstupni
slovo u nad abecedou {0, 1} zastavi v konfiguraci, kdy je na pasce
zapsano slovo w nad abecedou {v, +,%,0,S,(,),V, —, -, =} takové, Ze

v € Accept prave kdyz w € Valid. Pokud by tedy jazyk Valid byl
akceptovany néjakym strojem M’, stacilo by ,,napojit stroje M a M’ za
sebe” a dostali bychom stroj akceptujici jazyk Accept, coz je spor.

Stroj M pro dané vstupni slovo u € {0, 1}* ,,vypocCitad“ formuli jazyka
aritmetiky, ktera fika ,,neni pravda, Ze stroj M, akceptuje slovo u”.
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Véta o neuplnosti. Dukaz. (2)

Pozorovani: Necht y, - -- 74 je z&pis inicialni konfigurace stroje M, pro
slovo u. Stroj M, akceptuje slovo u prave kdyz existuji ¢, c € IN, a retézec
S nad abecedou ', U Q, U {#} tvaru ap#aq# - - - a,# tak, ze plati:

@ d<gc;
@ délkacajjec—1prokazdé 0<i<{;

@ «, je zapisem inicialni konfigurace M, pro slovo u, doplnénym zprava
znakem . na délku c—1;

Q- Qi1 Pro kazdé 0 <i< C;

@ v fetézci o, se vyskytuje akceptujici stav stroje M,.

Cilem naseho dalSiho sili je ,,zakédovat”“ podminku z pfedchoziho
pozorovani jako formuli jazyka aritmetiky. Klicovym obratem je pouziti
Gddelova predikatu g, pomoci kterého vyjadiime existenci fetézce S.

Véta o neuplnosti. Dukaz. (3)

Pti kédovani pozadavku ,,«; — a1 pro kazdé 0 < i < (“ se uplatni
nasledujici pozorovani: existuje soubor C(M,) kompatibilnich sestic
tvoreny (nékterymi) Sesticemi znak( nad abecedou ', U Q, U {#} takovy,
ze pro kazdou konfiguraci a délky c—1, kazdé slovo y nad abecedou

I, U Qu U {#]} délky c—1, a kazdy znak s této abecedy plati nasleduijici:

a Yy as = # pravé kdyz pro kazdé 0 < i < c—3 tvofi trojice
znaku od pozice i ve slové a+# nasledovana trojici znaku od
pozice i ve slove ys kompatibilni Sestici (pozice ve slovech
Cislujeme 0d 0).

Soubor kompatibilnich Sestic Ize pro kazdy Turinguv stroj sestrojit
algoritmicky na zakladé jeho pfechodové funkce. Stroj M tedy dokaze
vypocitat soubor C(M,) kompatibilnich Sestic stroje M.
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Veéta o neuplnosti. Dukaz. (4)

Kazdému a € ', U Q, U {#} pfidélime jedineCné pfirozené Cislo [a].
Podminku z pfedchoziho pozorovani pak zapiSeme jako

¢3¢ Amdn (d <cAINIT(m,n,c) ACOMP(m,n,c,t) ANACC(m,n,c, 5))
kde jednotlivé podformule vyjadfuji nasleduijici:

@ ,.Posloupnost S, , zaCina zapisem inicialnim konfigurace M, pro
slovo u, doplnénym zprava znakem .. na délku c—1. Pak nasleduje
znak #“.

INIT(m,n,c) = /\ B(m,n,i,[yi]) A

i=0

i (d<i§c—2 — B(m,n,i, [u])) A B(m,n,c—1,[#])

Véta o neuplnosti. Dukaz. (5)

@ ..V posloupnosti S, , tvofi odpovidajici trojice znakl v sousednich
konfiguracich kompatibilni Sestice”.

COMP(m,n,c,t) = YiVj((i<¢ A j<c-8)— MATCH(m,n,i-c+]j,c))
kde MATCH(m, n, k, c) je formule

TRIO(m,n, k,[a], [b],[c]) A TRIO(m, n,k+c,[d], [e], [f])
(a,b,c,de,feC(My)

a
TRIO(m,n,p,x,y,z) = B(m,n,p,x)AB(m,n,p+1,y)AB(m,n, p+2,2)

@ ,,Posledni konfigurace je akceptujici®. (Pfedpokladejme, ze akceptujici
stav stroje M, je g.)

ACC(m,n,c,t) = 3i(i<c A B(m,n,c-C+1,1[q]))
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Véta o neuplnosti. Gédellv duikaz.

Trivialnim dasledkem véty 87 a véty 89 je nasleduijici:

Véta 90 (o neuplnosti)

Neexistuje zadna rekurzivni teorie jazyka aritmetiky, ve které jsou
dokazatelné pravé vsechny formule pravdivé v realizaci (INy, +, *).
Specielné pro kazdou korektni rekurzivni teorii T (. takovou teorii, ktera
umoZnuje dokazat pouze formule pravdivé v (INo, +, *)) nutné existuje
formule platna v (INo, +, *), ktera neni v T dokazatelna.

Veéeta 90 byva v literatufe také oznacovana jako prvni véta o nedplnosti.
Puvodni Gédelova formulace této véty (a zejména jeji dukaz) vypada
odlisné. Klicové obraty v Gddelové konstrukci si nyni naznacime. V této
casti se slovem ,,formule” mysli formule jazyka aritmetiky.

Véta o neuplnosti. Godellv dukaz. (2)

Necht PA znaci teorii Peanovy aritmetiky, a necht N znaci realizaci
(N, +, ) jazyka aritmetiky. Formule jsou kone¢na slova nad abecedou
{v,+,%+,0,5,(,),V¥,—,—, =} alze je tedy kddovat Cisly stejnym zpusobem
jako konfigurace Turingovych stroju. Pro kazdou formuli ¢ oznacime
symbolem [¢] Cislo, které je jejim kodem.

Lema 91 (Godelovo lema o pevném bodé)

Pro kaZdou formuli i(x) existuje uzavrena formule t takova, Ze
PA + © < U([7]). (Formule T fika ,, plati pro muj kod*.)

Dikaz. (osnova) Pro libovolnou fixni proménnou x, Ize sestrojit formuli
SUBST(x,y, z), ktera fika nasleduijici:

@ ,Cislo z je kédem formule, kterou ziskame substituci proménné x, za
konstantu s hodnotou x ve formuli s kodem y.*

Napf. SUBST(5,[¢(x0)],413) je pravdiva pravé kdyz [¢(5)] = 413.
Konstrukce formule SUBST(x, y, z) je technicka; Ize pouzit podobny
pFistup jako pfi konstrukci formule ACOMP v dukazu vety 89.
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?.g;i:(\]élverec ° G(X) = Vy(SUBST(X/ XI y) - w(y))
Sylogismy

Booleova ‘ T = G(FG(XO)-D

algebra logiky - . ; .

Dva z4kl. problémy Ovérfme, Ze 7 ma pozadovanou vlastnost:

Reseni 1. problému

fesenizpotiens. @ 7 = ([o(x)]) = Yy (SUBST([0(X0)1,[0(X0)T,¥) = ¥(¥))

Vyrokova logika

@ N |=Vy(SUBST([a(x0)1,[o(x0)1,y) = ¢(y)) pravé kdyZz

N EYy(y =To(lo(X)D1— ¥(y))

s @y (y=To(lo(x))]1 = ¥(y) = Yy(y =11 - ¥(y))

e @ NEVy(y=I[1]l-¢(y)) pravé kdyz N |= ([11)

e Predchozi argument se opira o sémantickou ekvivalenci jistych formuli;

S ekvivalence téchto formuli je ale ve skute¢nosti dokazatelna v PA. Napf.

Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o PA+(Vy (y =Tl = ¢(y))) « ¥(I7])

neuplnosti
Turinguv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Godeluv dukaz
2. véta o neuplnosti

cozZ je tfeba v poslednim bodu. Proto PA 7 < i([7]). ]

Matematicka

< Veta o neuplnosti. Godeluv dukaz. (4)

Antonin Kucera

Uvod . 5 ’ . )
: Veta 92 (1. veta o neuplnosti, Godelova)

Aristotelova

logika

e Lze sestrojit uzavienou formuli o, ktera je pravdiva v N, ale neni
ylogismy iy

Sl dokazatelna v PA.

algebra logiky
hetrenems Dukaz.  (osnova) UkaZe se, Ze i dukazy (tj. koneéné posloupnosti
Regeni 2. problému formuli) je mozné kdédovat Cisly, a Ze existuje formule PROOF (x, y), ktera

Vyrokova logika fika, Ze x je kddem dlkazu (v PA) pro formuli s kddem y. Dokazatelnost

e v PA Ize pak zapsat formuli

el @ PROVABLE(y) = 3Ix PROOF(x,y)
st Pak pro kazdou uzavfenou formuli ¢ plati

o @ PA + ¢ pravé kdyz N = PROVABLE([¢])
Syntaxe

Sémantika Déle |Ize Ukézat

Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

@ PA + ¢ prave kdyz PA + PROVABLE([¢]1)

Véta o

neuplnosti . . . . ; L .
Turingav stroj Smér ,,<" plyne ihned z korektnosti PA (indukci se snadno ukaze, ze
Dukaz véty o . v v s v e , v Vv s
nedpinost jestlize PA + ¢, pak N = ¢). Opacny smér je vyrazné pracnéjsi.

Godeluv dukaz
2. véta o neuplnosti
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Véta o neuplnosti. Gédellv dukaz. (5)

Nyni staci aplikovat lema 91 na formuli ~PROVABLE(x). Dostaneme tak
sentenci p takovou, Ze plati

@ PA+ 9 & =~PROVABLE([ o))

Formule o tedy fiké ,,ja nejsem dokazatelna®, pficemz toto tvrzeni je v PA
dokazatelné. Z korektnosti PA dostavame, ze

@ N = o0 & ~PROVABLE([ o))

Pak ale musi platit NV = o; kdyby totiz N |= —p, dostaneme
N = PROVABLE([o]), proto PA + p atedy N = g, spor.

Jelikoz N = o, plati N = -=PROVABLE([¢]), tedy N = PROVABLE([0]),
proto PA ¥ o.

Formule ¢ je tedy pravdiva v N, ale neni dokazatelna v PA. O

Véta o neuplnosti. Tvrzeni o PA v PA.

Pozorovani:

@ Duikaz vety 92 se opira o moznost vyjadrit jista metatvrzeni o
formulich aritmetiky a teorii PA jako formule aritmetiky. Typicky Ize
takto vyjadfrit tvrzeni, ktera se tykaji dokazatelnosti.

@ Metatvrzeni ,,PA + ¢" Ize vyjadfit formuli PROVABLE([¢1).
Dokonce plati PA + ¢ prave kdyz PA + PROVABLE([¢1).

@ | metatvrzeni ,,PA + ¢ praveé kdyz PA + PROVABLE([¢1)" Ize
vyjadfit v PA pomoci formule

PROVABLE([¢1) & PROVABLE([PROVABLE([¢1)1)

| tato formule je v PA dokazatelna.

@ Bezespornost teorie PA Ize vyjadrit formuli
CONSIS = =PROVABLE([¢ A =&]), kde € je (néjakd) formule.
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Véta o neuplnosti. Tvrzeni o PA v PA. (2)

@ Jsou ale i metatvrzeni o formulich aritmetiky, ktera jako formule
aritmetiky vyjadrit nelze. Typicky se jedna o tvrzeni tykajici se
pravdivosti.

@ Tvrzeni N = ¢" jako formuli aritmetiky vyjadfit nelze:
Predpokladejme naopak, ze existuje formule TRUE(x) takova, ze
N = ¢ pravé kdyz N = TRUE([¢1). Pak podle lematu 91 existuje
sentence t takova, ze N = 7 praveé kdyz N = —=TRUE([]).
Ovsem podle vySe uvedeného plati N |= 7 prave kdyz
N = TRUE([t]), coz je spor.

Véta o neuplnosti. 2. véta o neuplnosti.

Uvahy o vyjadfitelnosti nékterych vlastnosti teorie PA formulemi
aritmetiky hraji kliCovou roli v dikazu nasledujiciho tvrzeni:

Véta 93 (2. véta o neuplnosti, Godelova)

Je-li PA bezesporna, pak CONSIS neni v PA dokazatelna. (Jinymi slovy:
v ,,dostatecné silné* teorii Ize dokazat jeji viastni bezespornost jen v
pripade, Ze je tato teorie sporna.)

Dikaz. (osnova) Necht o je formule zkonstruovana v dikazu véty 92
(ktera o sobe fika, Ze je nedokazatelnd). Uvazme nasledujici
metatvrzeni:

@ ,Jestlize PA g, pak plati PA + PROVABLE([0]) a soucasné
PA + =PROVABLE([o])"
Toto tvrzeni je nejen pravdivé, ale Ize ho vyjadfit formuli aritmetiky, ktera
je navic dokazatelna v PA:
® PA + PROVABLE([p]) —
(PROVABLE([PROVABLE(J01)1) A PROVABLE([-PROVABLE([01)1))

Proto plati také PA + PROVABLE([]) — ~CONSIS.
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Véta o neuplnosti. 2. véta o neuplnosti. (2)

Obmeénou uvedeného tvrzeni dostavame
@ PA + CONSIS — =PROVABLE([o1)

Kdyby PA + CONSIS, platilo by také PA + -=PROVABLE([¢]) (aplikaci
MP). Uz drive jsme ale ukazali (viz dikaz véty 92), ze

@ PA+ 9 & =PROVABLE([ o))

Dal8i aplikaci MP tedy dostavame PA + o. VySe jsme ale ukazali, ze
predpoklad PA + o implikuje, Ze PA je sporna. Celkem tedy dostavame,
ze predpoklad PA + CONSIS implikuje, Ze PA je sporna. O

Na intuitivni arovni: druha véta o neuplnosti fika, ze bezespornost
,dostateCné silné" teorie (napt. teorie mnozin) nelze v této teorii dokazat.
Jedina moznost je pouzit metaargumenty, tj. zdivodnit bezespornost
dané teorie pomoci teorie ,,vySSi“. Ani bezespornost této vyssi teorie
neni ovéem mozno prokazat v ni samé. Na néjaké urovni ndm prosté
nezbyva, nez v bezespornost uverit, resp. ji predpokladat. Gédelovy
vysledky o neuplnosti maji tedy i svuj epistemologicky vyznam.
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