Predikatova logika - cviceni

V celém textu budeme pouzivat nasledujici konvence: Nosi¢ realizace M
budeme znacit M (podobné napiiklad nosi¢ realizace My bude My apod.).
Symbol = budeme pouzivat nejen jako formalni symbol z jazyka s rovnosti,
ale i jako metasymbol oznacujici stejnd individua (vyznam by mél byt jasny
z kontextu). Déle budeme pouzivat metasymbol <, ktery bude zastupovat
frazi ”pravé tehdy, kdyz”.

1 Zaklady predikatové logiky

1.1 Priklad:

Méjme jazyk £ = {-} s rovnosti, kde - je bindrni funkéni symbol a realizaci
M jazyka L. Dejte piiklad uzaviené formule ¢ predikdtového poctu jazyka
L takové, ze M |= ¢ pravé tehdy, kdyz

1. (M,-pr) je pologrupa
2. (M,-pr) je monoid
3. (M,-p) je grupa
Reseni:
L. p=VavyVz((z - y) - z=2-(y - 2))
2. Oznacme ¢, formuli z 1. Pak ¢ = pp A J2Vy(z -y =y Ay -z =1y)

o= ANIx(Vy(z-y=yANy-zc=y)AVzIu(z-u=2Au-2=x))

1.2 Priklad:

Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni: Méjme néjaky jazyk L, realizaci
M jazyka L a formuli ¢ predikatového poctu jazyka L. Pak

M = ¢ préave tehdy, kdyz M £ —¢

Reseni:

Implikace “zleva doprava” plati. Dokdzeme tedy nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni: Jestlize M |= ¢, pak M = —p.



Diukaz: Predpoklddejme, ze M | . Pak (z definice) pro kazdé ohod-
noceni e plati M = ¢le]. Nosic M je neprazdny (z definice realizace) a
tedy existuje alespon jedno ohodnoceni e takové, ze M = yle]. Pak ale

M —ple] a tedy M = —p.

Implikace “zprava doleva” neplati. Dokazeme tedy:

Tvrzeni: Existuji jazyk L, realizace M jazyka L a formule ¢
predikatového poctu jazyka L takové, ze M [~ ¢ a zdroven M = .

Dukaz: Polozme £ = {P} kde P je unarni predikdtovy symbol. Realizaci
M definujme néasledovné: nosic M = {a,b} a Py = {a} (P je undrni
relace). Kone¢né polozme ¢ = P(x).
Nyni necht e je ohodnoceni takové, Ze e(x) = a. Pak M | P(x)|e],
protoze e(x) = a € Py atedy M [~ —~P(x)[e]. Z toho plyne, ze M = —P(z).
Déle necht e je ohodnoceni takové, ze e(x) = b. Pak M (= P(z)[e] a tedy
Celkem tedy M [ —P(z) a zéroven M [~ P(x), coz bylo dokazat.

1.3 Priklad:

Dokazte, ze plati néasledujici tvrzeni: Méjme jazyk L, realizaci M jazyka L
a uzavrenou formuli ¢ predikdtového poctu jazyka L. Pak

M E ¢ préveé tehdy, kdyz M = —¢
Reseni:
Nejprve dokazeme nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni:

1. Je-li t term jazyka L a eq, es jsou ohodnoceni takova, ze ej(z) = es(x)
plati pro kazdou proménnou x vyskytujici se v ¢, pak t[e;] = t[es].

2. Je-li p formule predikatového poctu jazyka L, pak pro libovolna ohod-
noceni ey, s takova, ze e1(x) = es(x) pro kazdou proménnou z, kterd
je wvolnd ve ¢, plati M = ple1] prave tehdy, kdyz M = ¢[es].

Dukaz:

1. Tvrzeni dokdzeme metaindukci vzhledem k délce vytvorujici posloup-
nosti pro t (tj. strukturdlni indukef).



e Je-li t = x proménna, pak
tler] = zfer] = e1(x) = ea(w) = zea] = t[ea]

o Jellit= f(t1,...,ty) kde f je n-arni funkéni symbol jazyka £ a

t1,...,t, jsou termy, pak
t[el] = f(tl, e ,tn)[el] = fM(tl[el], e ,tn 61]) =
fM(tl[eg], L. ,tn[eg]) = f(tl, - ,tn)[eg] = t[€2]

kde druha rovnost plyne z indukéniho predpokladu.

2. Tvrzeni dokdzeme metaindukci vzhledem k délce vytvoiujici posloup-
nosti pro ¢.

e Jelli ¢p = P(ty,...,t,) kde P je n-arni predikdtovy symbol a
t1,...,t, jsou termy, pak

M ): 90[61] & (tl[el],... ,tn[el]) € Py
. tn[eg]) c PM

kde druha ekvivalence plyne z 1. a z toho, Ze ve ¢ jsou vSechny
proménné volné.

e Je-li £ jazyk s rovnosti a ¢ = t; = {9 kde t1,%2 jsou termy, pak
podobné jako v predchozim bodé mame

M ple] < tife] =tofed]
= t1[62] = tg[eg]
& M ple]
e Je-li ¢ =, pak
M glel] & MIEple]
& MFE e
& M ples]

kde druha ekvivalence plyne z indukéniho predpokladu a z toho,
ze libovolna proménna je volna v 1 tehdy a jen tehdy, kdyz je
volna ve .

o Jeli o = by — 1n, pak
MEpler] & bud M E sfer] nebo M - i [eq]

< bud M [ sles] nebo M [~ 4 [es]
& M gle)]

kde druha ekvivalence plyne z indukéniho predpokladu a z toho,

ze libovolnd proménna je volnd v 11 nebo v 9 tehdy a jen tehdy,
kdyz je volna ve .



o Je-li ¢ =Vyu, pak

M E=pler] < prokazdé a € M plati M = lei(y/a)]
< pro kazdé a € M plati M = ylea(y/a)]
& M gleg]

kde druhou ekvivalenci lze zduvodnit takto: Z definice plyne, ze
pokud je libovoln4 proménné z volnd v ¢, pak bud’ z je y nebo z je
volnd ve . Z toho plyne, ze pro libovolnou proménnou z, ktera je
volnd v ¢ a pro libovolné a € M plati, ze e; (y/a)(x) = e2(y/a)(x).
Pozadovand ekvivalence potom plyne z indukéniho prepokladu.

Nyni dokézeme tvrzeni ze zadéni piikladu.

Dikaz: =-: Tento smér byl v obecnéjsi podobé dokazan v Piikladu 1.2.
«: Predpoklddejme, ze M [~ ¢. Potom existuje ohodnoceni e takové,
ze M = ple]. Protoze Zddnd proménnd neni volna ve ¢, dostaneme z

predchoziho tvrzeni, ze M [~ ¢[e’] a tedy M = —pl[e’] pro libovolné ohod-
nocen{ ¢’. Z definice nyni plyne, ze M [ —¢.

1.4 Priklad:

Meéjme jazyk £ = {<} s rovnosti, kde < je bindrni predikatovy symbol.
Uvazme tii realizace N, Z, Q jazyka L s nosici N, Z, Q (mnoziny pfirozenych,
celych a raciondlnich ¢isel), které interpretuji symbol < jako standardni
ostré usporadani na piislusné mnoziné ¢isel. Dejte piiklad uzaviené formule
© predikatového poctu jazyka L takové, ze

LNE@ZFEeQFe
2 NFEe 20, QFy
BNFEeZEe,QE
Resent:
l. p=TaVy(zr=yVa<y)
2. p=Vody(ly <z AVz(z<yVe<zVz=yVz=ux)

3. p=VaVylzr <y — Jz(z < zAz<y))!

Ltaké lze pouzit formuli =1 A —bo kde 101 je formule z 1. a 1 je formule z 2.



Ijlohy:

Méjme jazyk £ = {-} s rovnosti, kde - je bindrni funkéni symbol. Uvazme tfi
realizace Z,Q, R s nosi¢i Z,Q,R (mnoziny celych, raciondlnich a redlnych
¢isel), které intepretuji symbol - jako standardni nasobeni ¢isel. Dejte piiklad
uzaviené formule ¢ predikatového poctu jazyka L takové, ze

L ZFEe,QF
2. QF o, RE@

1.5 Priklad:

Necht ¢ je formule predikatového poctu jazyka L takovd, ze x je jeding
volnd proménna ve . Rozhodnéte, zda pro libovolnou realizaci M jazyka L a
libovolnou proménnou y substituovatelnou za z ve ¢ plati M = ¢ — ¢(x/y).

Resent:
Odpovéd: Tvrzeni neplati! Zduvodnéni: Necht £ = {P} kde P je undrnf
predikdtovy symbol. Definujme realizaci M takto:

o M ={a,b}

o Py ={a}
Nyni uvazme ohodnoceni e takové, ze e(r) = a a e(y) = b a formuli ¢ =
P(z). Ztejmé M = (P(xz) — P(x)(z/y))le], protoze e(x) = a € Py a
e(y) =b & Py

Poznamka: M | ¢ — Jyp(z/y) plati pro libovolnou realizaci jazyka L.

2 Teorie

2.1 Priklad:

Méjme jazyk £ = {S} s rovnosti, kde S je undrni funkéni symbol. De-
jte priklad spinitelné koneéné teorie T s jazykem L takové, ze vSechny jeji
modely maji nekonecng nosic.

Reseni:
Uvazme T = {VaVy(S(z) = S(y) — = = y), FyVz—(S(z) = y)}.

Nejprve ukdzeme, Ze teorie T nemé konecny model. Nechf M je model
teorie T'. Potom Sy, je injektivni funkce definovand na M, kterd neni surjek-
tivng. Takova funkce ovSem nemuZze existovat na koneéném souboru, a proto
M musi byt nekone¢ny soubor.

Nyni ukézeme, ze T je splnitelna. Definujme realizaci M jazyka L takto:



e M = Ny (pfirozena ¢isla s nulou)
e Syy(n)=n+1pron €Ny

Je ziejmé, ze M =T.

2.2 Priklad:
Necht ¢ = Vz—(S(x) = x) a nechf T je teorie z Pifkladu 2.1. Rozhodnéte,
zda plati T' = .
Reseni:
Odpovéd': Neplati! Zduvodnéni: Definujme realizaci M jazyka £ takto:
e M =N
e Sy(0)=0aSy(i)=i+1proi>1

Realizace M je ziejmé modelem T a zaroven M [~ ¢.

2.3 Priklad:

Je teorie T' z Prikladu 2.2 bezesporna? Je T uplna?

Resent:
Z véty o korektnosti plyne, ze kazda splnitelnda teorie je bezespornd.
Opravdu, ve sporné teorii jsou dokazatelné i formule tvaru ¢ A =, coz zna-
mend, ze formule tvaru ¢ A g jsou sémantickym dusledkem sporné teorie (a
proto spornd teorie nemuze mit model). Z toho plyne, ze T' je bezesporn4.
Teorie T nenf uplna. Uvazme formuli ¢ = Vz—(S(x) = z) z Prikladu 2.2.
Ukézali jsme, ze T [~ ¢. Na druhou stranu —¢ = Jz(S(r) = z) a model
teorie T' z Piikladu 2.1 ukazuji, ze T' [~ —¢. Z véty of korektnosti plyne, ze
THyoaTl -y atedy, ze T neni uplna teorie.

3 Kanonicka struktura

Pro celou sekci 3 fixujme jazyk £ = {P,0, f} kde P je undrni predikdtovy
symbol, 0 je nularni funkéni symbol a f je unarni funkéni symbol.

3.1 Priklad:
Popiste kanonickou strukturu teorie 73 = {P(0)} s jazykem L.



Reseni:
Kanonicka struktura teorie 13 je realizace My jazyka L takova, ze
o My ={f"(0)|i>0} (kde f(0) =0)
o [u,(f1(0)) = f(f1(0)) = f"(0)
o Op, =0
o P, ={0}
Jedind véc, kterd nenf ziejmd z definice kanonické struktury je Py, = {0}.
Musime ukézat, ze T + P(0), a ze T t/ P(f*(0)) pro ¢ > 1.
e Ziejmé T+ P(0).
e Necht i > 1. Staéf ukdzat, ze T [~ P(f%(0)). Pozadovany vysledek pak

plyne z véty o korektnosti. Nechf M je realizace jazyka £ definovan4
nésledovné:

— M ={a,b}

- fM(a) =ba fM(b) =b

-0y =a

— Pur = {a}
Zrejmé M =T, protoze a € Py, a ziejmé také M = P(£%(0)), protoze
fis(a) =b ¢ Py Celkem tedy T (= P(f*(0)).

3.2 Priklad:
Popiste kanonickou strukturu teorie 7o = {P(z)} s jazykem L.

Reseni:
Kanonicka struktura Moy teorie Tb se lisi od struktury M; z Prikladu 3.1
pouze v interpretaci predikdtového symbolu P. Dokazeme, ze Py, = {f%(0) |
i >0}

Dle definice kanonické struktury musime ukazat, ze T F P(f%(0)) pro
1 > 0. Dukaz muze vypadat takto:

T F P(x) P(z)eT
T + VaP(x) GEN

T F VaP(z)— P(z)(z/f1(0)) P4

T + P(z/f(0)) MP

3.3 Priklad:

Popiste kanonickou strukturu teorie 73 = {3xP(x)} s jazykem L.



Resent:
Kanonicka struktura Mg teorie T3 se lisi od struktur My a My z predchozich
piikladit pouze v interpretaci predikdtového symbolu P. Dokazeme, ze
Py, = 0.

Ukazeme, ze T = P(f%(0)) pro i > 0. Pozadovany vysledek pak plyne z
véty o korektnosti. Necht M je realizace jazyka £ definovand nasledovné:

o M ={a,b)

o fu(a)=aa fa(b) =b
o Oy =b

o Py ={a}

Ziejmé M = T, protoze a € Py, a ziejmé také M [~ P(f%(0)), protoze
J4;(0ar) = b & Pyp. Celkem tedy T = P(f(0)).

Poznamka: Vsimnéte si, ze kanonickd struktura Mg neni modelem T3.

4 Existence teorii

4.1 Priklad:

Necht T je konecné teorie s jazykem L. Dokazte, Ze existuje konecnd teorie
T’ s jazykem L takova, ze M = T’ préaveé tehdy, kdyz M }= T pro libovolnou
realizaci M jazyka L.

Resent:
Nejprve predpokladejme, ze T' = {1, ..., ¢} kde ¢1,. .., p, jsou uzaviené

formule. Uvazme T" = {\/;_, =¢;}. Pro libovolnou realizaci M jazyka L
plati

MEVL, o & MEV!, -y pro kazdé ohodnoceni e
& M E —g;le] pro néjaké i a pro kazdé ohodnoceni e
& M | g, pro néjaké i
& M £ ¢; pro néjaké i
& MBET

kde druhé ekvivalence plyne z uzavienosti formuli ¢q,..., ¢, a Tvrzeni z
Prikladu 1.3 (M = —pile] pro néjaké i a néjaké e a tudiz pro vsechna e,
protoze —p; je uzaviend) a ¢tvrta ekvivalence je ptimo tvrzeni dokdzané v
Prikladu 1.3.

V obecném pripadé nemusi byt formule z T uzaviené. Tuto situaci resi
nasledujici jednoduché tvrzeni.



Tvrzeni: Necht ¢ je formule predikdtového poctu jazyka L a necht z je
proménnd. Potom pro libovolnou realizaci M jazyka £ plati M |= Vg prévé
tehdy, kdyz M = ¢.

M EVrp & M EVrple] pro kazdé ohodnoceni e

& M E ple(z/a)] pro kazdé ohodnoceni e a pro kazdé a € M
< M E ple] pro kazdé ohodnoceni e
=

ME
4.2 Priklad:
Necht L je jazyk s rovnosti. Rozhodnéte, zda plati nésledujici tvrzeni:

1. Existuje teorie T' s jazykem L takova, ze M |= T prévé tehdy, kdyz
nosi¢ M je konecny.
2. Existuje teorie T' s jazykem L takové, ze M = T pravé tehdy, kdyz

nosi¢ M je nekonecny.

3. Existuje konecnd teorie T' s jazykem L takovd, ze M = T préveé tehdy,
kdyz nosi¢ M je nekonecny.

Reseni:
1. Odpovéd: Ne! Zduvodnéni: Z pienasky vime, Ze plati néasledujici
tvrzeni: Pokud pro kazdé n existuje model teorie 7" mohutnosti ale-
spon n, pak existuje i nekonec¢ny model teorie T.

2. Odpoveéd: Ano! Zduvodnéni: Uvazme
T ={pi | i =Var Vo Iy(Nio ~(z; =y)),i > 1}
Ziejmé plati, ze M = ¢; prave tehdy, kdyz nosi¢ M obsahuje vice nez
1 prvki.

3. Odpovéd: Ne! Zduvodnéni: Pfedpokladdejme, ze T je takové teorie.
Pak dle Piikladu 4.1 existuje konecnd teorie T” takova, ze M = T’
pravé tehdy, kdyz M £ T pro libovolnou realizaci M jazyka L. Avsak,
modely teorie T” jsou praveé realizace jazyka £ s koneénym nosicem,
coz je spor s 1.

4.3 Priklad:

Necht £ = {R} je jazyk s rovnosti, kde R je bindrni predikdtovy symbol.
Dokazte, ze neexistuje teorie T' takova, ze pro kazdou realizaci M jazyka L
plati M |= T pravé tehdy, kdyz (M, Rys) je silné souvisly orientovany graf.



Resent:

Piedpoklddejme, Ze takova teorie T existuje. UvazZme novou teorii T =
T U {VaVy1Vy2(R(z,y1) N R(z,y2) — y1 = y2)}. Pro kazdé n > 1 mé
teorie T model M mohutnosti n s nosicem M = {1,...,n} a Ry =
{(1,2),(2,3),...,(n — 1,n),(n,1)}. Z toho plyne, ze existuje i nekonec¢ny
model M, teorie T. Ukézeme, Ze to neni mozné.

Necht ¢,d € M, jsou navzdjem ruznd individua. Protoze (M, Ras..)
je silné souvisly graf, existuji individua ag,...,ak,...,ax1e € Mo takova,
ze ay = apy¢ = ¢, ap = d a (a;,ai+1) € Ry, pro 0 < i < k + ¢. Soubor
M, je nekoneény, a proto existuje e € M, takové, ze e # a; pro 0 < i <
k +£. Avsak e je také dosazitelné z c, tj. existuji individua by, ...,b,. € My
navzajem ruzna takova, ze e = b,, ¢ = by a (b;,b;+1) € Ry, pro0 < i <.
Uvazme nejvétsi j takové, ze b; = a;. Pak j < k + ¢ (z riznosti by, ...,b,),
bjiv1 # ajt1, (aj,a541) € Ry, a (a,bj41) € Ry, coz je spor s tim, ze Mo
je modelem teorie T".
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