Vyrokova logika - cvi¢eni

1 Aplikace véty o kompaktnosti

1.1 Priklad:

Necht A, B jsou nejvyse spocetné soubory a R C A x B je relace takova, ze
pro kazdé a € A je soubor B, = {b | (a,b) € R} neprézdny a konecny.
Dokazte, ze pokud pro kazdou konec¢nou ¢ast Ag C A existuje injektivni
funkce fa, : Ao — B takovd, ze fa, € R (zde funkci f4, chdpeme jako
relaci), pak existuje také injektivni funkce f : A — B takovd, ze f C R.

Poznamka: Trojici (A, B, R) lze chapat jako bipartitni graf a injektivni
funkce fa, a f jako péarovéani v grafu (A, B, R).

Resent:
Necht P, je vyrokovd proménna pro kazdou dvojici (a,b) € A x B. Definu-
jme soubor T tvofeny nasledujicimi formulemi:

° VbeBa P, pro kazdé a € A

o Py, VP, pro kazdé a € A a vSechna by, by € B takova, ze by # by

o =P,V P, pro viechna aq, as € A takovd, ze a; # ap a kazdé b € B

Nyni postupné ukazeme néasledujici dvé tvrzeni, kterd ndm dohromady daji
pozadovany vysledek:

Tvrzeni:

1. Pokud pro kazdou konecnou ¢ast Ay C A existuje injektivni funkce
fa, : Ao — B takova, ze fa, C R, pak je soubor T splnitelny.

2. Pokud je soubor T splnitelny, pak existuje injektivn{ funkce f : A — B
takova, ze f C R.

ad 1. Ukazeme, ze libovolny konetny soubor formuli 7y C T je splnitelny.
Pozadované tvrzeni pak obdrzime aplikaci véty o kompaktnosti. Necht
Puivys- -, Pagp, jsou pravé ty vyrokové promeénné, které se vyskytuji
ve formulich z Ty. Oznac¢me Ay = {aq,...,axr}. Z predpokladu doka-
zovaného tvrzeni vime, Ze existuje injektivni funkce fa, : A9 — B
takova, ze fa, C R.

Definujme valuaci v takto: Pro kazdé (a,b) € A x B definujeme
v(Pa) = 1 pravé tehdy, kdyz a € Ap a b = fa,(a) a déle definu-
jeme v(Q) = 0 pro ostatn{ vyrokové proménné Q.

Dokéazeme, ze kazda formule ¢ € Tj je pravdiva ve valuaci v.



Predpoklddejme, ze ¢ je tvaru VbeBa P, pro néjaké a € A. Pak
ziejmé a € Ap a tedy existuje b € B takové, ze b = fa,(a) a
b € B, (protoze fa, C R). Z definice valuace v obdrzime, ze
v(Pyp) =1 atedy v(p) = 1.

Pokud ¢ je tvaru =Py, V =P, pro néjaké a € A a by, by €
B, pak plati bud by # fa,(a) nebo by # fa,(a), protoze by #
by. Z definice valuace v potom plyne, ze bud v(Py,) = 0 nebo
V(Pap,) =0 a tedy v(p) = 1.

Pokud ¢ je tvaru —F,,, V ~P,,p pro néjaka aj,az € A ab e B,

pak plati bud b # fa,(a1) nebo b # fa,(az2), protoze fa, je
injektivni a a1 # as. Z definice valuace v potom plyne, Ze bud
V(Pyap) = 0 nebo v(P,,p) =0 a tedy v(p) = 1.

Proto je libovolny koneény soubor Ty C T splnitelny, a tedy i soubor

T je

splnitelny dle véty o kompaktnosti.

ad 2. Necht v je valuace, pii které jsou vsechny formule z T pravdivé. Necht

fc

A x B je relace, definovana takto: (a,b) € f pravé tehdy, kdyz

(a,b) € R av(P,) = 1. Ukdzeme, ze f je injektivni funkce.

Necht a € A. Protoze v(\,cp, Pa) = 1 a B, # (), dostaneme, 7e
(a,b) € f pro ngjaké b € B,. Protoze navic v(—=Pgp, V = FPyp,) = 1 pro
libovolnd by,bs € B takovd, ze by # by, dostaneme, ze (a,b) € f pro
pravé jedno b € B a tedy f je funkce.

Nyni predpokladejme, ze f(a1) = f(a2) = b pro néjakd ay,a2 € A
takova, ze a; # ay a néjaké b € B. Protoze v(—Pyp V = FPy) = 1,
dostaneme, ze bud’ (a1,b) € f nebo (ag,b) € f, coz je spor.

Relace f je tedy injektivni funkce, coz bylo dokazat.

Kombinaci vyse uvedenych tvrzeni 1. a 2. obdrzime reSeni prikladu.

2 Shefferovské funkce

2.1 Priklad:

Dokazte nésledujici tvrzeni: Vyrokova funkce F arity n > 1 je Shefferovskd
pravé tehdy, kdyz plati nésledujici podminky:

1. F(P,...,P)~ =P (P je vyrokovd proménna)
2. pro né&jakd z1,...,x, € {P,Q} (P, @ jsou ruzné vyrokové proménné)
plati, ze F(x1,...,x,) neni ekvivalentni ani =P ani -@Q



3 ResSeni:

Diikaz: <=: Predpoklddejme platnost podminek 1. a 2. a necht

Z1,...,Ty € {P,Q} jsou takovd, ze F(x1,...,x,) neni ekvivalentni ani ~P
ani =(Q).
Idea: Nasledujici pravdivostni tabulka ukazuje, jakych pravdivostnich hod-
not muze nabyvat formule F(z1,...,z,).

P Q F(xi,...,zn) Flx1,...,20)

1 1 0 0

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1

Z tabulky je zfejmé, ze méame pouze dvé moznosti. Ostatni moznosti jsou
vylou¢eny podminkami 1. a 2. V prvnim pripadé se symbol F chova jako
spojka A (NOR) a ve druhém piipadé jako | (NAND). Obé tyto spojky jsou
Shefferovské, coz nam da pozadovany vysledek.

Formdini dikaz Pro z,y € {0,1} oznatme v = (ui?,...,us’) € {0,1}"
vektor délky n definovany takto:

zy
U,

B {x pokud x; = P
y pokud x; = Q
Pozorovani:
(a) F(u%) =1 a F(u'') =0 (plyne pifmo z podminky 1.)
(b) Jestlize F(u'®) =0 a F(u') = 1, pak by F(z1,...,2,) =~ =P
(c) Jestlize F(u'®) =1 a F(u) = 0, pak by F(z1,...,2,) =~ =Q

Tud{z moznosti (b) a (c) by byly v rozporu s nasim pfredpokladem. Z toho
plyne, ze nam zbyvaji pouze dvé moznosti, jak se muze funkce F' chovat na
vektorech u™¥. Tyto moznosti jsou

i. F(u'®)=F@u’) =0
ii. F(u'®)=F@) =1
ad i. Predpokladejme, ze F(u!?) = F(u"!) = 0. Definujme transformaci

T : L(A) — L(F), kterd bude nahrazovat spojku A spojkou F takto:
T(R) = R pro libovolnou vyrokovou proménnou R a T(p A ¢) =

F(T(n),...,T(y,)) kde

by = ¢ pokud x; =P
f ¢ pokud x; = Q



Ukéazeme, ze pro libovolnou formuli 7 € £(A) plati 7 ~ T'(7). Dukaz
povedeme indukci vzhledem k délce vytvorujici posloupnosti pro 7.

Pokud 7 je vyrokovéa proménd, pak T'(7) = 7 a tvrzeni plati trividlné.
Predpokladejme, ze 7 je tvaru ¢ A ¢ a necht vy, (kde z,y € {0,1})
je néjaka valuace takovd, Ze v,y (@) = = a vy (1Y) = y. Pak
Vay(T(p A 9)) = vay(F(T(¢1), ..., T(¢hn))) =
1 pokudz=y=0
FWay(T(41)), - s Vay(T(¥n))) = F(u™) = .
0 jinak
kde tfeti rovnost plyne z indukéniho predpokladu. Z definice spo-
jky A plyne, zZe

1 pokudz=y=0
Vry(SOA?f)):{

0 jinak
a tedy skutecné T'(p A ) = @ A 1.
Nyni necht G je libovolnd vyrokové funkce. Z prednasky vime, Ze
existuje formule 7 € L(A) takova, ze Fr = G (kde F: je funkce
definovand formuli 7, viz. definice 19. z pfednasky). Vime vsak, ze
F; = Fpy, protoze T ~ T'(7), a tedy ze Frp(;y = G kde T'(1) € L(F).
ad ii. Pokud F(u!%) = F(u’) = 1 pak se podobné jako v ptedchozim
piipadé zadefinuje transformace T : L(|) — L(F') takovd, ze plati 7 ~

T'(7). Vime, ze pro libovolnou vyrokovou funkci G existuje formule
T € L(|) takova, ze Fr = G a tedy Fr() = Fr =G.

=>: Dukaz provedeme obménou. Pfedpokladejme nejprve, ze neplati
podminka 1. ze zadani prikladu. Mame celkem tfi moznosti.

(a) F(1,...,1)=1a F(0,...,0) =0
(b) F(1,...,1)=1a F(0,...,0) =1
(¢) F(1,...,1)=0a F(0,...,0)=0
Nésledujici tvrzeni ukazuje, ze ani v jednom z vySe uvedenych piipadu,

nemuze byt funkce F Shefferovska.

Tvrzeni: Necht ¢ je formule L£(F) obsahujici pravé jednu vyrokovou
proménnou P.

(a) Jestlize FI(1,...,1)=1a F(0,...,0) =0pak F (1) =1
(b) Jestlize F(1,...,1) =1a F(0,...,0) =1 pak F,(1) =1
(c) Jestlize F'(1,...,1) =0a F(0,...,0) =0 pak F,(0) =0



Dikaz: ad (a): Indukei vzhledem k délce vytvorujici posloupnosti pro .

e Jestlize ¢ je vyrokova proménna P a v je valuace takové, ze v(P) =1
a v(Y) = 0 pro ostatni vyrokové proménné Y, pak ziejmé F,(1) =
v(p) =v(P)=1.

e Jestlize o je tvaru F(v1,...,1%y) pro ngjaké formule v, ..., ¢, a v je
valuace takova, ze v(P) = 1 av(Y') = 0 pro ostatni vyrokové proménné
Y, pak z indukéniho predpokladu plyne, ze v(1;)) =1 prol <i<na
tedy

F«p(l)ZV(f(¢17---7¢n))ZF(V(¢1)7---7V(%))ZF(lw-wl)=1

Body (b) a (c) se dokézi iplné stejné.

Z vyse uvedeného tvrzeni tedy plyne, ze pokud neni splnéna podminka
1. ze zadéni, pak funkce F' neni Shefferovska.

Nyni predpokldadejme, ze podminka 1. je splnéna, ale neni splnéna
podminka 2. Dokazeme, ze pro kazdou formuli ¢ € L(F) s pravé jednou
vyrokovou proménnou P plati bud ¢ &~ P nebo ¢ &~ —P. Dukaz povedeme
indukei vzhledem k délce vytvorujici posloupnosti pro .

e Jestlize ¢ je vyrokova proménnd P, pak ziejmé ¢ =~ P.

e Jestlize ¢ je tvaru F (i1, . .., ¥, ), pak z indukéniho predpokladu plyne,
ze bud ¢; ~ P nebo ¢); ~ =P pro 1 < i < n. Pak (viz. cvicenf 1.)
o~ F(P,...P,) kde

B P pokud ¢; = P
’ -P pokud ¢; = -P

Nyni uvazme —P za ) v podmince 2. ze zadani prikladu. Protoze
predpokldddme, Ze podminka 2. neni splnéna, dostaneme, ze bud ¢ =~
F(Py,...P,) ~ =P nebo ¢ = F(Py,...P,) ~ ~(-P) ~ P.

Z vyse uvedeného plyne, ze neexistuje formule ¢ € L(F) takova, ze
F,(1) =1a F,(0) =1 a tudiz F neni Shefferovska.

Cviceni:
1. Necht F(1h1,...,%n) a F(p1,...,0n) jsou formule formalniho log-

ického systému L(F) takové, ze 1b; = ¢; pro 1 < i < n. Dokazte,
ze F(h1, ... 0n) = F(p1,...,0n).

2. Necht ,7,&1,&  jsou formule formalniho logického systému
L(Fy,...,F,) takové, ze vytvorujici posloupnost formule 1 obdrzime z
vytvorujici posloupnosti formule ¢ nahrazenim vsech vyskytt formule
& formuli & a zaroven &1 = &. Dokazte, ze ¢ = 1.



3. Rozhodnéte a dokazte (bez pouziti Piikladu 2.1!) zda jsou nésledujici
formalni logické systémy plnohodnotné.

(a) L(=)!

)
(b) £(<)
(c) L(V,A)

4. Pokuste se na zakladé klasifikace z Piikladu 2.1 odvodit vzorec vy-
jadfujici pocet n-arnich Shefferovskych funkei (viz. prednaska).

!Symbol — zde zastupuje bindrn{ funkci, kterd uddva sémantiku (tj. pravdivostni tab-
ulku) implikace



