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1.8. Definice. Necht’ A = (aij) je čtvercová matice řádu n; necht’ je zvoleno k jej́ıch řádk̊u
a sloupc̊u k < n a 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n, 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n. Pak matice

M =











ai1j1 ai1j2 . . . ai1jk

ai2j1 ai2j2 . . . ai2jk

...
...

...
aikj1 aikj2 . . . aikjk











se nazývá submatice matice A určená řádky i1, . . . , ik a sloupci j1, . . . , jk. Jej́ı determinant
det M se nazývá minor řádu k matice A.
Zbývaj́ıćımi (n− k) řádky a (n− k) sloupci je určena tzv. doplňková submatice M k sub-
matici M a jej́ı determinant det M se nazývá doplněk minoru det M .
Označme sM = i1 + i2 + · · · + ik + j1 + j2 + · · · + jk. Pak č́ıslo (−1)sM det M se nazývá
algebraický doplněk minoru det M .

1.9. Věta. (Laplaceova věta) Necht’ A = (aij) je čtvercová matice řádu n, necht’ je pevně

zvoleno k řádk̊u matice A, kde 0 < k < n. Pak determinant matice A je roven součtu

všech
(

n

k

)

součin̊u minor̊u řádu k, vybraných ze zvolených k řádk̊u, s jejich algebraickými

doplňky.

Řešené p̌ŕıklady

Úloha 1: Spočtěte determinant matice

A =









1 0 0 1
0 2 3 1
1 0 −1 1
2 −3 1 0









(a) převedeńım na schodovitý tvar pomoćı elementárńıch úprav, které neměńı hodnotu
determinantu
(b) užit́ım Laplaceovy věty

Řešeńı: (a) Převedeme na schodovitý tvar. Nejprve ke třet́ımu řádku přičteme -1
násobek prvńıho řádku a ke čtvrtému řádku přičteme -2 násobek prvńıho řádku. Pak
ke čtvrtému řádku přičteme 3

2
násobek druhého řádku.

det









1 0 0 1
0 2 3 1
1 0 −1 1
2 −3 1 0









= det









1 0 0 1
0 2 3 1
0 0 −1 0
0 −3 1 −2









= det









1 0 0 1
0 2 3 1
0 0 −1 0
0 0 11

2
−

1
2









=
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Nyńı přičteme ke čtvrtému řádku 5 násobek třet́ıho řádku, č́ımž dostáváme schodovitý
tvar a determinant se rovná součinu prvk̊u na hlavńı diagonále.

= det









1 0 0 1
0 2 3 1
0 0 −1 0
0 0 0 −

1
2









= 1 2 (−1) (−
1

2
) = 1

(b) Uděláme Laplace̊uv rozvoj podle prvńıho řádku:

det









1 0 0 1
0 2 3 1
1 0 −1 1
2 −3 1 0









= 1 det





2 3 1
0 −1 1
−3 1 0



 + (−1)4+1 1 det





0 2 3
1 0 −1
2 −3 1



 =

(−9− 3− 2)− (−9− 4− 2) = 1

Úloha 2: Rozvojem podle v́ıce řádk̊u určete determinant matice

A =









1 0 2 0
3 0 −1 0
4 1 5 1
−3 −1 0 −2









.

Řešeńı: Vybereme si prvńı a druhý řádek, protože tyto řádky obsahuj́ı nejv́ıce nul.
V rozvoji pak muśıme postupně procházet všechny dvojice sloupc̊u. Vid́ıme, že všechny
členy determinantu kromě druhého jsou nulové a výpočet se tedy velmi zjednoduš́ı.

det(A) = (−1)1+2+1+2 det

(

1 0
3 0

)

det

(

5 1
0 −2

)

+ (−1)1+2+1+3 det

(

1 2
3 −1

)

det

(

1 1
−1 −2

)

+ (−1)1+2+1+4 det

(

1 0
3 0

)

det

(

1 5
−1 0

)

+ (−1)1+2+2+3

det

(

0 2
0 −1

)

det

(

4 1
−3 −2

)

+ (−1)1+2+2+4 det

(

0 0
0 0

)

det

(

4 −5
−3 0

)

+

+(−1)1+2+3+4 det

(

2 0
−1 0

)

det

(

4 1
−3 −1

)

= (−1)7 det

(

1 2
3 −1

)

det

(

1 1
−1 −2

)

=

= (−1) (−1− 6) (−2 + 1) = −7
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Úloha 3: Spočtěte determinant matice

A =















1 2 3 . . . n− 1 n

−1 0 3 . . . n− 1 n

−1 −2 0 . . . n− 1 n
...

...
...

...
...

−1 −2 −3 . . . −n + 1 0















řádu n.

Řešeńı: Ke všem řádk̊um přičteme prvńı řádek

det















1 2 3 . . . n− 1 n

−1 0 3 . . . n− 1 n

−1 −2 0 . . . n− 1 n
...

...
...

...
...

−1 −2 −3 . . . −n + 1 0















= det















1 2 3 . . . n− 1 n

0 2 2.3 . . . 2(n− 1) 2n
0 0 3 . . . 2(n− 1) 2n
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 0 n















= n!

Úloha 4: Odvod’te rekurentńı vztah pro výpočet determinantu matice

An =















x + y xy 0 . . . 0 0
1 x + y xy . . . 0 0
0 1 x + y . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 1 x + y















řádu n.

Řešeńı: Uděláme Laplace̊uv rozvoj podle prvńıho sloupce

det An = (x + y) det











x + y xy . . . 0 0
1 x + y . . . 0 0
...

...
...

...
0 0 . . . 1 x + y











+

+(−1)2+1 det











xy 0 . . . 0 0
1 x + y . . . 0 0
...

...
...

...
0 0 . . . 1 x + y











.
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Prvńı matice je vlastně shodná s p̊uvodńı matićı, pouze je o řád menš́ı. U druhé matice
provedeme Laplace̊uv rozvoj podle prvńıho řádku. Pak dostáváme

det An = (x + y) det An−1 − xy det An−2 .

Úloha 5: Určete determinant matice řádu n (tzv. Vandermond̊uv determinant).

Vn(x1, x2, . . . , xn) = det











1 x1 x2
1 . . . xn−2

1 xn−1
1

1 x2 x2
2 . . . xn−2

2 xn−1
2

...
...

...
...

...
1 xn x2

n . . . xn−2
n xn−1

n











Řešeńı: Od každého sloupce, kromě prvńıho, odečteme x1 násobek předchoźıho sloupce.
Budeme postupovat od posledńıho sloupce až ke druhému.

Vn(x1, x2, . . . , xn) = det











1 0 0 . . . 0 0
1 x2 − x1 x2

2 − x1x2 . . . xn−2
2 − x1x

n−3
2 xn−1

2 − x1x
n−2
2

...
...

...
...

...
1 xn − x1 x2

n − x1xn . . . xn−2
n − x1x

n−3
n xn−1

n − x1x
n−2
n











Nyńı uděláme Laplace̊uv rozvoj podle prvńıho řádku a jednotlivé prvky determinantu
uprav́ıme vytýkáńım.

Vn(x1, x2, . . . , xn) = det











x2 − x1 x2(x2 − x1) . . . xn−3
2 (x2 − x1) xn−2

2 (x2 − x1)
x3 − x1 x3(x3 − x1) . . . xn−3

3 (x3 − x1) xn−2
3 (x3 − x1)

...
...

...
...

xn − x1 xn(xn − x1) . . . xn−3
n (xn − x1) xn−2

n (xn − x1)











Vytknemeli z každého řádku, z̊ustane nám determinant, který je Vandermond̊uv determi-
nant řádu n− 1 s parametry x2, . . . , xn.

Vn(x1, x2, . . . , xn) = (x2 − x1) (x3 − x1) . . . (xn − x1) det











1 x2 . . . xn−3
2 xn−2

2

1 x3 . . . xn−3
3 xn−2

3
...

...
...

...
1 xn . . . xn−3

n xn−2
n











A tedy

Vn(x1, x2, . . . , xn) = (x2 − x1) (x3 − x1) . . . (xn − x1) Vn−1(x2, . . . , xn)
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T́ım jsme źıskali rekurentńı formuli, která plat́ı pro n > 1. Indukćı ted’ snadno nahlédneme
výsledné řešeńı.

Vn(x1, x2, . . . , xn) = (x2−x1) (x3−x1) . . . (xn−x1) (x3−x2) . . . (xn−x2) . . . . . . (xn−xn−1)

Vn(x1, x2, . . . , xn) =
∏

1≤j<i≤n

(xi − xj)

Cvičeńı

1. Spočtěte počet inverźı v dané permutaci:

(a) (2, 1, 7, 9, 8, 6, 5, 3, 4)

(b) (9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1)

2. Určete paritu následuj́ıćıch permutaćı:

(a) (4, 6, 1, 5, 3, 2)

(b) (6, 3, 1, 2, 4, 5)

(c) (3, 7, 6, 2, 4, 1, 5)

(d) (4, 1, 3, 7, 2, 5, 6)

3. Určete x, y tak, aby pořad́ı

(a) (1, 2, 7, 4, x, 5, 6, y, 9) bylo sudé.

(b) (5, 1, y, 8, 9, 4, x, 6, 3) bylo liché.

4. Zjistěte paritu následuj́ıćıch permutaćı.

(a) (n, n− 1, . . . , 2, 1)

(b) (1, 3, 5, . . . , 2n− 3, 2n− 1, 2, 4, . . . , 2n)

(c) (2, 4, 6, . . . , 2(n− 1), 2n, 1, 3, . . . , 2n− 1)

(d) (2, 5, 8, . . . , 3n− 1, 1, 4, 7, . . . , 3n− 2, 3, 6, 9, . . . , 3n)

(e) (2, 1, 4, 3, . . . , 2n, 2n− 1)

5. Rozhodněte, zda se daný součin vyskytuje v determinantu matice A řádu n.

(a) n = 6, a31 a43 a14 a52 a66 a25

(b) n = 8, a72 a17 a43 a21 a64 a35 a56

6. Určete všechny členy determinantu matice A řádu 4, které obsahuj́ı prvky a12, a34.
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7. Spočtěte determinant matice podle definice.

A =

(

−2 3
1 4

)

B =





3 −2 −4
1 3 2
−2 −4 6



 C =





3 −1 4
−1 3 −2
2 4 1





D =





4 −3 5
−3 2 −8
1 −7 −5



 E =





0 3 1
1 1 2
3 2 4



 F =





1 −i 1 + i

−i 1 0
1− i 0 i





8. Spočtěte determinant úpravou na schodovitý tvar.

A =









3 −2 1 −2
−3 −5 2 0
2 1 −2 −4
−1 0 3 1









B =









−3 9 3 6
−5 8 2 7
4 −5 −3 −2
7 −8 −4 −5









C =













2 1 −1 2 −1
−4 3 2 −1 1
3 5 −2 1 −2
2 2 −1 3 −1
−1 2 3 1 3













D =













2 1 0 2 1
1 0 2 1 2
1 2 1 0 2
0 2 2 1 1
2 1 1 2 0













E =









1 −2 3 1
5 −9 6 3
−1 2 −6 −2
2 8 6 1









F =









2 1 3 1
1 0 1 1
0 2 1 0
0 1 2 3









G =









0 1 1 1
1
2

1
2

1 1
2

2
3

1
3

1
3

0
−

1
3

2
3

0 0









H =













1 3 1 5 3
−2 −7 0 −4 2
0 0 1 0 1
0 0 2 1 1
0 0 0 1 1













I =









1 2 3 4
−3 2 −5 13
1 −2 10 4
−2 9 −8 25









J =









1 −1 1 −2
1 3 −1 3
−1 −1 4 3
−3 0 −8 −13









K =













7 6 9 4 −4
1 0 −2 6 6
7 8 9 −1 −6
1 −1 −2 4 5
−7 0 −9 2 −2













L =

















4 4 −1 0 −1 8
2 3 7 5 2 3
3 2 5 7 3 2
1 2 2 1 1 2
1 7 6 6 5 7
2 1 1 2 2 1
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M =













1 5 3 5 −4
3 1 2 9 8
−1 7 −3 8 −9
3 4 2 4 7
1 8 3 3 5













N =

















−5 −7 −2 2 −2 16
0 0 4 0 −5 0
2 0 −2 0 2 0
6 4 6 −1 15 −5
5 −4 10 1 14 6
3 0 −2 0 3 0

















O =









4 3 3 5
3 4 3 2
3 2 5 4
2 4 2 3









P =









4 −2 0 5
3 2 −2 1
−2 1 3 −1
2 3 −6 −3









Q =









3 2 4 5
4 −3 2 −4
5 −2 −3 −7
−3 4 2 9









R =









6 3 8 −4
5 6 4 2
0 3 4 2
4 1 −4 6









9. Spočtěte determinant matice pouze užit́ım Laplaceovy věty a definice.

A =

















1 2 3 4 5 6
6 5 4 3 2 1
1 2 3 4 0 0
4 3 2 1 0 0
1 2 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0

















B =

















1 0 2 0 3 0
5 1 4 2 7 3
1 0 4 0 9 0
8 1 5 3 7 6
9 1 5 4 3 8
1 0 7 0 9 0

















10. Spočtěte determinant řádu n > 1.

A =















a x x . . . x x

x a x . . . x x

x x a . . . x x
...

...
...

...
...

x x x . . . x a















B =



















x y 0 . . . 0 0
0 x y . . . 0 0
0 0 x . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . x y

y 0 0 . . . 0 x



















C =















a0 1 1 . . . 1 1
1 a1 0 . . . 0 0
1 0 a2 . . . 0 0
...

...
...

...
...

1 0 0 . . . 0 an















D =



















a0 −1 0 0 . . . 0 0
a1 x −1 0 . . . 0 0
a2 0 x −1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
an−1 0 0 0 . . . x −1
an 0 0 0 . . . 0 x
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E =















a0 a1 a2 . . . an−1 an

−y1 x1 0 . . . 0 0
0 −y2 x2 . . . 0 0
...

...
...

...
...

y 0 0 . . . −yn xn















11. Spočtěte determinant matice řádu n > 1 úpravou na schodovitý tvar

A =















0 1 1 . . . 1 1
a2 1 0 . . . 0 0
a3 0 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

an 0 0 . . . 0 1















B =















1 2 3 . . . a− 1 a

−1 0 3 . . . a− 1 a

−1 −2 0 . . . a− 1 a
...

...
...

...
...

−1 −2 −3 . . . −a + 1 0















C =















2 2 2 . . . 2 3
2 2 2 . . . 3 2
2 2 2 . . . 2 2
...

...
...

...
...

3 2 2 . . . 2 2















D =















1− n 1 1 . . . 1 1
1 1− n 1 . . . 1 1
1 1 1− n . . . 1 1
...

...
...

...
...

1 1 1 . . . 1 1− n















E =















1 n n . . . n n

n 2 n . . . n n

n n 3 . . . n n
...

...
...

...
...

n n n . . . n n















F =















x1 a12 a13 . . . a1(n−1) a1n

x1 x2 a23 . . . a2(n−1) a2n

x1 x2 x3 . . . a2(n−1) a3n

...
...

...
...

...
x1 x2 x3 . . . xn−1 xn















G =















1 . . . 1 1 1
a1 . . . a1 a1 − b1 a1

a2 . . . a2 − b2 a2 a2
...

...
...

...
an − bn . . . an an an















H =















1 2 3 . . . n− 2 n− 1 n

2 3 4 . . . n− 1 n n

3 4 5 . . . n n n
...

...
...

...
...

...
n n n . . . n n n















I =















1 a1 a2 . . . an

1 a1 + b1 a2 . . . an

1 a1 a2 + b2 . . . an

...
...

...
...

1 a1 a2 . . . an + bn















12. Odvod’te rekurentńı vztah pro výpočet determinantu matice.
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An =















2 1 0 . . . 0
1 2 0 . . . 0
0 1 2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 0 . . . 2















Bn =















3 2 0 . . . 0
1 3 2 . . . 0
0 1 3 . . . 0
...

...
...

...
0 0 0 . . . 3















Cn =























5 6 0 0 0 . . . 0 0
4 5 2 0 0 . . . 0 0
0 1 3 2 0 . . . 0 0
0 0 1 3 2 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 0 . . . 3 2
0 0 0 0 0 . . . 1 3























Dn =























1 2 0 0 0 . . . 0 0
3 4 3 0 0 . . . 0 0
0 2 5 3 0 . . . 0 0
0 0 2 5 3 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 0 . . . 5 3
0 0 0 0 0 . . . 2 5























En =















7 5 0 . . . 0 0
2 7 5 . . . 0 0
0 2 7 . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 2 7















Fn =















x + 1 x 0 . . . 0 0
1 x + 1 x . . . 0 0
0 1 x + 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 1 x + 1















G2n =















x 0 . . . 0 y

0 x . . . y 0
...

...
...

...
0 y . . . x 0
y 0 . . . 0 x















Hn =















1 1 0 0 . . . 0 0
1 1 1 0 . . . 0 0
0 1 1 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 . . . 1 1















13. Řešte rovnici:

(a) det

(

x− 1 −3
2− x 5

)

= 3 (b) det

(

sin x −3 cos x

cos x sin x

)

= 2 sin2
−

x
2

14. Spočtěte determinant (užijte postupu z úlohy 5).

A =









1 −1 1 −1
2 2 2 2
1 2 4 8
1 −2 4 −8









B =













1 1 1 1 1
2 1 −2 3 −1
4 1 4 9 1
8 1 −8 27 −1
16 1 16 81 1













C =















1 1 . . . 1
x1 + 1 x2 + 1 . . . xn + 1
x2

1 + x1 x2
2 + x2 . . . x2

n + xn

...
...

...
xn−1

1 + xn−2
1 xn−1

2 + xn−2
2 . . . xn−1

n + xn−2
n
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15. Laplaceovým rozvojem podle třet́ıho sloupce spočtěte determinant matice

A =









x −1 0 0
0 x −1 0
0 0 x −1
a0 a1 a2 a3









.

16. Vyjádřete polynom stupně n pomoćı determinantu stupně n− 1. (Využijte výsledku
předchoźıho př́ıkladu.)


