Iterované procesy - reseny priklad
(pro studenty predmétu Matematika I, FI MU Brno)

Zadani:
Na ostrové Slonova Kost Zije staly pocet lidi (1.000.000). Néktefi ziji ve méstech, ostatni na vesnici.

Kazdy rok se 15% lidi z mést prestéhuje na vesnici a zaroven 10% lidi z vesnice se prestéhuje do mésta.
Urcete, v jakém poméru se ustali pocet lidi ve méstech a na vesnici za mnoho let.

Reseni:

Provedeme zakladni oznaceni:

M, - pocatecni pocet lidi ve méstech
V, - pocatecni pocet lidi na vesnicich

M, — pocet lidi ve méstech na konci k-tého roku
Vi - pocet lidi na vesnici na konci k-tého roku

(pozn.: protoze celkovy pocet lidi na ostrové se s casem neméni, musi pro kazdy rok platit
My + P, = 1.000.000, ale to je asi jasné ©)

Kolik lidi bude ve méstech na konci prvniho roku?
Na zacatku jich bylo M,, ale 15% z nich se odstéhovalo - zbyva nam tedy uz jen
M, - 0,15 M, = 0,85 M,. K nim se ale pfistéhovalo 10% lidi z vesnice (0,1 V,). Celkem tedy:

M1 = 0,85 M1 + 0,1 V1

Obdobné pro pocet lidi na vesnici na konci prvniho roku dostaneme:
V:;=0,15M,+ 0,9V,

KdyZ nebudeme uvaZovat konec prvniho roku, ale konec (k+1)-niho roku, dostaneme:

Mi41 0,85 My + 0,1 V,
Vi+1 = 0,15 My + 0,9 Vi

Ziskané rovnice zapiseme maticové, at vypaddme jako profesionalové ©:

Mcs1) (0,85 0,1) (M,
Vi1 0,15 0,9) |V,
zkraceny zapis: Xx41 = A.Xg

Na konci k-tého roku bude pocet lidi ve mésté vzhledem k poctu lidi na za¢atku

M) (0,85 0,1\ (M,
A 0,15 0,9 V,
(protoze x; = A.Xo, X2 = A.X1, ..., Xx = A.X¢.1, dosadime li véechny vztahy do sebe, dostaneme x, = A.x,.)

0,85 01

Na&im Ukolem je tedy najit k-tou mocninu (A¥) matice A =
0,15 09

J. To provedeme tak, Ze nejprve

nalezneme vlastni Cisla a vlastni vektory této matice:

vlastni &isla:

085-1» 041
0,15 0,9-A

‘ = (0,85-1)0,9 -4)- 0,1 M,15 = 0,765 - 0,851 — 0,9% + 2> - 0,015 = 2> - 1,75, + 0,75 = 0

—b ++b? - 4ac _-(175)+ V4,75 -4 0,75 _ 175+« V4,75 -4 0,75 _175£025 _

My =
2a 20 2 2
A = 1,75 +0,25 :gzl
2 2
Ay = 1,75-0,25 _ 15 =075

2 2



vlastni vektory:
A =1

(o,ss—x 0,1 ‘ 0J~(0,85—1 0,1 ‘ 0)~(—0,15 0,1

0,15 09-4 O 0,15 09-1 O 015 -041

0) (15 -10/ 0)=15M, -10V, =0
o) lo o | 0] 3M -2V, =0

zvolime Vy = 3t (napfiklad; jako Vi jsme mohli zvolit tfeba 876,5t... ©)
3M, -2V, =0
3M, -2 3Bt =0
3M, = 6t
M, =2t
Vlastni vektor je tedy (2; 3).

Ay =0,75
085-1 0,1 0) (0,85-0,75 0,1 0) (01 01| 0} (1 1] 0\=M, +V, =1
0,15 09-2 0) (015 09-0,75 0) (0,15 0,5 0) (0 0 0

zvolime Vi = t
Mk + Vk =0
Mk +t=0
Mk = -t

Vlastni vektor je tedy (-1; 1).

0,85 01
0,15 0,9
se napsat ve tvaru A = P.D.P!; AX, které hleddme, je pak A* = P.D*.P!.

Matice A = ( j ma dvé vlastni hodnoty a dva vlastni vektory, je tedy diagonalizovatelna - Cili da

, o . , 2 -1
Matice P je sestavena z vlastni vektoru matice (vektory ve sloupcich) A ... P = [3 j

10
Matice D je diagonalni matice, v jejiZz diagonale jsou vlastni Cisla matice A ... D = ( 3J =

Nyni sta¢i vypocitat P:

2 -1 1 0B 2 -1 1 0 \{-5 (-10 0| -2 -2):(-10) (1 o = = 441 1
= = = = P =41
31|01)d-2) (0 -5 3 -2 0 -53 -2):(-5 |01 -2 2 5(-3 2

e e e

DillleZita a stéZejni vec tohoto prikladulll vV zadani pFikladu po nas cht&ji, abychom zjistili, jak bude

vypadat stav po mnoha letech, tzn. pro velké k. Se zvySujicim se k jde hodnota vyrazu (i)k k nule. Cili:

4
1 0 10
k —
o @f) oo
Vratime se zpét k vypoctu Ak:

worow 3 ) ol 2 o)



Dostavame tedy:
M) (0,85 0,1\ (M,
(ij _(0115 019] E(Vo]
M) _ (0,4 0,4) (M,
i )=los o)1)
Maticovy zapis rozepiSeme opét do rovnic:

M, = 0,4M, + 0,4V,
V, =0,6M, +0,6V,

M, =0,4M, +V,)
Vk = 016(Mo + Vo)

M, =0,4 1.000.000 = 400.000
V, = 0,6 01.000.000 = 600.000

Nezavisle na pocatecnim rozdéleni obyvatel mezi mésta a vesnice se stav po mnoha letech ustali tak, ze
ve méstech bude Zit 40% obyvatel a na vesnici 60% obyvatel.



