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7

8)

Je mnoZina Wpodprostor v R*?
a) W ={[2k+, k-I, 3k+]; k,| €R}
b) W={[1,2r,3r;r eR}

ReSeni
a) pro vSechny u, ¥ W, &R musi platit
e utve W
u = (2s+t,s-t,3s+t), v = (2r+p,r-p,3r+p)
u+v = (2s+2r+t+p, s+r-t-p, 3s+3r+t+p)
= (2(s+n)+(t+p),(s+1)-(t+p), 3(s+r)+(t+p)) kdyZ s=rk, t+p = |, u+v = (2k+l,k-1,3k+xW
e a.ueW
u =(2s+t,s-1,3s+t)
a.u = (a(2s+t), a(s-t),a(3s+t))=(2as+t,as-at,3asHdtdyz as = k, at = |
a.u = (2k+l,k-1,3k+I)
W je vektorovy podprostor
b) tato mnozina neobsahuje nulovy vektor [0,0,0] - tered niZzemetici, Ze to neni podprostor

Ur ¢&i linearni obal
a) vektora (1,0,-1), (-2,1,1), (1,2,3), (3,-2,1)

1 -2\(1
[Span<| O |,| 1 |,| 2(>]
-1 1 3
1 2 3)(0 1 2\(-2 0 2
b) matic ) ,
4 5 6)(3 45 1 11
1 3 -1
Ur¢&i obraz aradkovy prostor matice| 2 0 1
-1 3 -2
Ur¢i jadro matice
1 2 -3 4 02
a |2 1 3 2 [Span< 0 >]
33 -16
1
12 -3 4 30
3(|-2
by |2 1 3 2 [Span< : >]
1 0
33 0 6
0 1
Jedné se o bazi R Pokud ne, tak fidejte vektory tak, aby to baze byla. BAZE prostoru R
a) {(-3,2,0,4), (1,5,6,4), (1,1,1,1)} [pridame (0,0,1,0),(0,0,0,1)If = , jinearr nezavislych vektdr
b) {(-1,1,0,0), (2,-3,1,0), (0,-1,1,0), (0,0,-1,1)} [p¥idame (0,0,0,1)]
Jedna se o bazi B2
a) (1,2,3), (-1,0,2), (0,2,-1) [ano]
b) (1,2,3), (3.0.-1), (-2,2,4) [ne, je teba gidat (0,0,1)]
Najdéte souwradnice vektoru v v bazi w vektorového prostoru V:
a) v=(2,1,1),w={(2,7,3), (3,9,4), (1,5,3)} [<-5;4;0>,]
b) v=(4,8,0),w={(1,2,3), (3,-2,1), (-2,0,0)} [<1;-3;-2%,]

Lze z vektoni (0,3,-1), (1,1,1), (2,-2,1), (0,1,0) vybrat bazfR [ano, nap:(0,3,-1), (1,1,1), (0,1,0)]



9) Uréete matici prechodu od baze u k bazi v, u ={(3,1),(4,1)}, v £1{2),(1,1)}

ReSeni: T = MATICE PRECHODU OD
(3 4} (1 1} . [-1 lj U~V
U= Vo= V= T=vi*y
11 2 1 2 T * (souwradnice vektoru v bazi u
-2 - = (sodadnice vektoru v bazi v)
T=V'U ={ 5 7 J

T je matice pechodu od baze u k bazi v

VyuZijeme to napp kdyz mame vektor (2,1) ve standartni bazi e={{001)}

V bazi u jsou sotadnice vektoru: (2,-1) (protoze 2.(3,1)-1.(4,1)=(2,1))
A nyni chceme vektor (2,-1prevést do baze v:

T.(vektor), = (vektor),

-2 -3\ (2) (-1
5 7)(-1) |3
(2,-1, = (-1.3),
(pro kontrolu, kdyz fevedeme vektor (-1,3¥o stand. baze = -1.(1,2)+3.(1,1)=(2,1))

10) Najdéte matici pfechodu od baze M k bazi N s s 19
M ={(2,1,3), (-3,1,-2), (5,-2,4)}, N ={(3,1,0)1(1,0), (0,3,1)} 2

3 -4

2

3 -2 4

11) Pomoci matice ffechodu najdéte souradnice vektoru u v bazi N, pokud znate: g 7
M ={(2,1,3), (-3,1,-2), (5,-2,4)} -= = -4
N ={(-2,0,1), (-1,1,1), (1,-2,0)}
{utm = (0,2,-1)

12) Najdéte matici pfechodu ve vektorovém prostoru B (tzn. polynomy nejwtSiho -
stupné 2) od baze M k bazi N.
M = {x%+3, x-1, 3} 2 -1
N={x%+x, X+1, x+1}

13) Najdéte matici pfechodu od baze M k bazi N (ve vektorovém prostorudech
matic 2 x 2 nad glesem reélnychéisel) 1
M={A1, Ay Ag, Aj} ? 000
N = {Bi, By, B3, B}

(-1 1) (11 (00 (00 - 100
Ao of™%o of™7|1 o/ |0 1

1
(-2 4. (1 1y_ (00 (00 3
B, = 0 o’Bz'o 0’83'30’8“_0 -1 0 00 -1

Linearni zobrazeni — strana 88 pednasky MB 101 (nastudovat individual®) + feSené piklady na demo
cvieni




Euklidovsky prostor
Vektorovy prostor se skaladrnim smem u.v = yv;+ ... + YV, je euklidovsky prostor.
Je zde definovana délka vektoru a hel mezi vektory
Ortogonalni vektory = jsou na sebe kolmé uv=0
Ortogonalni doplék k Y v R" = mnozZina v3ech vektiyrkteré jsou kolmé na vSechny vektory v Y

pi.: V = Span<(0,1,0), (0,0,1)>

1) Jsou nasledujici podprostory R kolmé?

U = Span<(1,2,3,0), (1,-1,0,0)>

V = Span<(2,2,-2,5)>
ReSeni:
musi byt na sebe kolmé vektory baze
(1,2,3,0).(2,2,-2,5) = 2+4-6 =0
(1,-1,0,0).(2,2,-2,5)=2-2=0
Tzn. jsou na tebe kolmé

2) Urcéete ortogonalni doplrék V = Span<(1,0,2), (1,-1,2)>
3) Uréete ortogonalni doplrék X = Span<(1,-1,1,0,0), (1,0,1,0,1), (1,1,0,-1,1)>
[Span<(1,0,-1,1,0),(0,-1,-1,0,1)>]
Fundamentalni podprostory matice
opét urtujeme jadrofadkovy prostor, sloupcovy prostor

4) Urtete Ker A, ImA, Ker AT, Im A"

1 2 -3 4
A=|2 1 2 2
3 3 -16

(feSeni ve skriptech, str. 104)

5) Urcéete Ker A, Im A, R(A)

1 1 -1 2 65 1)(1 -1
A=-1 0 1 3 [Ker A =Span 3 > ImA=Spang—1|,|0|,| 1 |>,
1 2 0 4 1 1)\2 0

R(A)= Span<(1,1,-1,2),(-1,0,1,3),(1,2,0,4)>]

Obecné vektorové prostory se skalarnim sd@inem

Zobrazeni V x V do R nazyvame skalarni&owna V, pokud mé néasledujici vlastnosti:
a) pozitivni definitnost

<u,u>>0

<u,u>=0 prag kdyzu =0
b) symetrie

<u,v> = <v,u>
c) linearita

<au+bv,w> = a<u,w> + b<v,w>



Skalarni sotin definuje normu (délku) vektorL|u| = <u,u>

Euklidovska norma |u|2 = \/<u,u> = \/uf +..+ urf

Frobeniova norma HF = \/5 s = sodet druhych mocnin vSech privke matici

Problém nejmensichétverci
- pouziva se pro nalezeni interpoitho polnomu (linearni, kvadraticky, ... atd.)
- mame wité hodnoty, nakrena data a chceme k tomu odpovidajici rovnici
- systém neméeSeni, my hledame x jehoz hodnota Ax je co nejlidize

ATAx = A"b

1) Najdéte priblizné reSeni soustavy
X1+ X = 1
X1 -2% =2
3X1 + X = -1
2X1 - X =2

Reseni:
kdybychom se snazili soustavuiegit ... jako dive, zjistime, Ze nem&seni
my chceme fiblizné freSeni, proto pouzijeme vzorec

A'Ax = A"b
11 1
aclt "2[p-| 2
3 1 -1
2 -1 2
11 1
1 1 3 2)[1 -2|(x) (1 1 3 2)2
(1 -2 1 —1} 3 1 '(xzj_(l -2 1 —1} -1
2 -1 2
15 0\(x ) _( 4
o ol
_ 4
%15
=8
7

Linearni aproximace — metoda se nazyva linearni regrese, snazimetegtityodle zadanych dat linearni
funkci, neboli gimku prochazejici danymi body, y = kx + g, hleddmg

Kvadratick& aproximace — nyni chceme daty proloZit parabolu, y £ #bx + ¢, hledame a, b, c

2) Urcéete regresni imku udavajici zavislost vySky na ¥ku ditéte

vySka (cm) 50 53 57 65
vék (mésiai) 0 1 3 6
ReSeni:

Hledame fciy = kx + g, tzn. g ak
y = vy3ka (zavislost vysky) , x =k



01 50
11 53
A= b=
31 57
6 1 65

dosadime do vzorce'Ax = A'b a po Gpravach ziskame:

46 10)\(k _ 614

10 4/\q) (225
dopciitame b’ pres inverzni matici nebar@s eliminaci
k=245
g =50,12

tedy hledana rovnice je y = 2,45 x + 50,12
(¢im vice budeme mit dat, tim vice bude rovnitespa)

3) Pomoci nejmensicktverci uréete kvadratickou aproximaci dat:
[0,1], [1,6], [2,21], [3,45]

[Navod: tzn. mame zadany dvojice tidet,y] a mame it rovnici y = aX+bx+c, postupujeme jako v
piedchozim pikladg, pouze za x tentokrat dosazujeme vektor (a,b,c))

0 01 1
111 6
A= b=
4 2 1 21
9 31 45
... hledana funkce bude mit tvar: y = 4,750,45x + 0,95]

ortogonal ni mnoZina vektori = kazdy vektor z mnoziny je kolmy na zbyvajici taly z této mnoziny
ortonormalni mnozina vektori = je ortogonalni a navic velikost kazdého vekjertovna jedné
ortogonalni matice: A" = A* (neboli jeji sloupce twé ortonormalni mnozinu)

4) Uréete zda mnozina M ={(1,1,1), (-1,1,0), (-1,-1,38 ortogondlni nebo ortonormalni. (nebo nemusi
byt ani jedno)

[vSechny vektory jsou navzajem kolmé, ale velik@sch neni rovna jedné, proto je mnozina ortogdhaln

V2 42

< : ; Alni- A =| 2 2
5) Rozhodréte, zda je matice ortogonalni: A = \/—
2 2

2 2
[zjistime, jestli plati A = A™, ano plati , takZe je ortogonalini]

i

Sl

6) Rozhodnéte, zda je matice ortogonalni: A =

o S~

wleGle el
RIS

[je ortogonalni]

)]



Projekce vektoru na podprostor

Uréimeortonormdlni bazi podprostoru a potom projekce p:
p = <v,u;>.u; + <V,lp>.U, + ... atd

vzdalenost vektoru u od podprostoru W= vzdalenost vektoru u od jeho projekca/éu, W) = |u - p|

P
Uhel a mezi vektorem u a podprostorem Wiane: COSO = U

u
GramSchmidtiv proces— pomoci &j
nalezneme ortonormalni bazi {u;&-+1f ) {“L‘—i—l: )

pk‘zﬁ‘t"l‘i_““";—-\"vk‘
Vi=UW W1, Uy \Vky Vg /
. B {Llfj‘_i_l‘ 1"1:} ) {:'[1'{‘.4_1! E‘R,} ‘
V41 = U1 — P | = U1 — —— W1 — = —F/ Uk
WU, Uy \Uk, Uk}
1 1
Wy = Uy, ..., Wy 1= — Uy,
||t"1|| ||t'1n||

1) Pieval'te tuto bazi {(0,1,1), (1,0,1), (1,1,0)} na ortonanalni bazi prostoru R®.
ReSeni:
Vi=U = (O 1 1)

=u, - p, = (10D - ( @0y, O1)

( (011, (011))

= (10D - 011 = Loy -+ (0,1,1) . (1—% %)

/\/\
<

<<

\/

Vs =U; = p, = (L10) -

(Ugve) - (UaVp) sy (@10, 02D)
(Vov, V= B9 om, oy

~

2'2
11,_,22 2
(1.1.0)‘* o1y - *(l EE)_(?E' 3)
a jeS& provedeme normalizaci (w)
__ @1 11
b \/0+1+ VAN
e Lo
? 6'V6
4 4
222
w.=_33"3 (343 43
37 4 3'3" 3

Li‘ﬂ
9 9 9

a hledana ortonormalni baze je (w,, ws)



2)

3)

4)

Najdéte kolmou projekci vektoru v = (1,2,3) na podprostoW = Span <(1,0,0), (0,1,0)>

ReSeni

Protoze podprostor W je jiz zadan ortonormalni ftaesi owite),

pouzijeme rovnou vzorec

p = <v,u>.u + <v,b>.U, = <(1,2,3),(1,0,0)>.(1,0,0)+<(1,2,3)(0,1,0)>.(0)5(1,2,0)

Ur ¢ete projekci vektoru x na podprostor W:
x=(2,-2,3)
W = Span<(1,1,-1), (2,-1,0)>
[(3/2, -3, 3/2)]

Ur ¢ete kolmy primét vektoru u = (0,0,7) na podprostor W generovany Jdory (1,2,1), (-2,1,1). Dale
ur éete vzdalenost vektoru u od podprostoru W a také (#l mezi vektorem a podprostorem W.

[p=(-1,3,2), vzdélenost«;/3_5 , Uhel: cOsa = \/g]



Vlastni hodnoty a vlastni vektory

vlastni ¢islo matice A se znd ) a je to takovéislo, pro které existuje alespgeden vektor u tak, zZe plati:
A.u=>\u

vektor u se nazyvélastni vektor matice A fislusejicicislui

Pro riznécislai jsou vektory linearé nezavislé.

Pro jednd\ vyjit vice vektor, potom se mnozin&cthto vektofi ozn&uje jako EigenX) (=Span<dané
vektory>).

Matice A je singularni, kdyz existuje alespon jedfsio A rovno nule.
Pokud zadnéislo A neni rovno nule, potom je matice regulérni.

Kdyz je matice A regularni a mé vlastislo . potom inverzni matice k matici A mé vlastiiglo 14
Matice A a transponovana matice k matici A majjrs&tevlastni hodnoty.

1) Nazorné:
-3 2

A=
B
A, =-1lu= :
SR
A, =2v= 2
27

vlastnimugislu -1 @Fislusi vektor u, tzn. zkusime vy§itat A.u =i.u (a to same pro w. 2, k remu pislusi
vektor v)

Vlastni¢isla vyp@itame zcharakteristické rovnice: |A—/1| | =0
dale plati:
det A :)\.1. )\.2. .)\.n
tr A= M+ Mt ...+, (Stopa, tj. soket prvkia na hlavni diagonale)

Algebraicka nasobnostslai = nasobnost jako ka‘ene charakteristické rovnice
Geometricka nasobnogislai = dim (Eigeng))

2) Najdéte vlastni¢isla a vektory matice A. Ukete determinant matice, stopu matice a nasobnosti
vlastnich &isel.

1 -1 1 1 -1 -1
A=l1 1 -1|B=|1 1 0|
0 -1 2 3 0 1
2 -3 1
15 1 -1
3) Najdéte vlastniéisla a vektory danych matic A = ,B=]1 -2 1|C=
0 2 10 3
1 -3 2
I 1 3) (-1
1 5
Al =1 0,/12:2, 1;B A=0]1,;=2|1(| O
1 o)l 1
1 1
C:A =2+3, A, =2-3i, _
| -1-3i -1+3 |




Diagonalizovatelna matice= ¢tvercova matice Aadu n, pro kterou existuje diagonalni matice Dguldrni
matice P tak, Ze plati: A =P. D fneboliD =F. A. P)

Nalezeni matice D a P se nazyva diagonalizaceoAzét pokud ma matice n viastnich vekfor
Matice P se sklada z line&nezavislych vlastnich vektibmatice A a matice D je diagonalni a na diagonale
jsou vlastniisla matice A.

5 2 -3
4) Nalezngte diagonalizaci maticeA={4 5 -4
6 4 -4

ReSeni:
Najdeme vlastnéisla a vlastni vektory matice A.

1 1 1 100 111
A=11|4,=2|0/4,=3|2|=D=|0 2 0|P=|1 0 2
2 1 2 00 3 2 1 2

Do matice D — na UhldfEku poskladame vlastgisla.
Do matice P vlozime vlastni vektory ve stejnéngpld jako vlastnéisla.

2 -3 1 000 1 -1 3

5) Naleznste diagonalizaci maticeA=|1 -2 1 D=0 1 O,P=|1 0 1
1 -3 2 0 01 1 1 0)]
10 1 0]

6) Pomoci diagonalizace matice A urete A°. A= AP = o 5o
3 2 -3+327 27

Cayley-Hamiltonova wta:
Kazda matice A je k@nem svého charakteristického polynomu.

1 -2
7) Pomoci Cayle-Hamiltonovy ¥ty vypottéte A% A= (3 5 ]
ReZeni:
Zjistime si charakteristicky polynom. (do charakivnice dosadime matici A, vyjéithe si X a
vypositame)

A -64+11
A?-6A+11=0
) -5 -12
A =6A-11=
18 19
4 -2 1 46 -38 19
8) Pomoci Cayle-Hamiltonovy ¥ty vypoététe A3, A={2 0 1 A*=[38 -30 19
2 -2 3 38 -38 27

U symetrickych matic A jeS& uréujeme TYP, tzn. jestli je:

pozitivré definitni — vSechna vlastsisla jsou kladna

pozitivré semidefinitni — vSechna vlasttisla jsou kladna nebo nula
negativié definitni — vSechna vlastgisla jsou zaporna

negativié semidefinitni — vSechna vlasttisla jsou zaporna nebo nula

2 1 -2 1 11 -1 -
9) Uréete typ symetrickych matic: A = ,B= ,C = ,D =
1 2 1 -2 11 -1 -

[A poz.def., B neg. def., C poz.semi., D neg. semi]



