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Predpokladejme, Ze zndme na intervalu [a, b] redlnou nebo
komplexni funkci F(x) redlné proménné x a jeji derivaci

F'(x) = f(x).
Jestlize rozdélime interval [a, b] na n &asti volbou bodu
a=xp<x3<---<x,=>b

a priblizime hodnoty derivaci v bodech x; vyrazy

F(xit1) — F(xi)
Xi+1 — Xi

f(x) ~

dostavame souctem

n—1 ) . x: n—1
F(b)—F(a) =3 PO = FUa) 0y o 3™ f () (xi1 ).
P Xi+1 — Xi i—0
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Predpokladejme, Ze zndme na intervalu [a, b] redlnou nebo
komplexni funkci F(x) redlné proménné x a jeji derivaci

F'(x) = f(x).
Jestlize rozdélime interval [a, b] na n &asti volbou bodu
a=xp<x3<---<x,=>b
a priblizime hodnoty derivaci v bodech x; vyrazy

F(xi+1) — F(xi)

f ~
(X) Xi+1 — Xi
dostavame souctem
n—1 n—1
F(xiy1) — F(xi
F(b)-F(a)=>_ ( Xiz — x~( )-(x,-ﬂ_x,-) ~ > F(x0)-(xip1—xi)-
i=0 ! ! i=0

Funkci F nazyvame antiderivace nebo neurcity integral k funkci
f.



Newtonuv integral
0e00

Antiderivace redlné funkce f(x) zjevné priblizné vyjadfuje plochu
vytyCenou grafem funkce f, soufadnou osou x a primkami x = a,
x = b (véetné znaménka zohledriujiciho pozici plochy nad nebo
pod osou x!).
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Antiderivace redlné funkce f(x) zjevné priblizné vyjadfuje plochu
vytyCenou grafem funkce f, soufadnou osou x a primkami x = a,
x = b (véetné znaménka zohledriujiciho pozici plochy nad nebo
pod osou x!).

D3 se tedy ocekavat, ze takovou plochu skutecné spocteme jako
rozdil hodnot antiderivace v krajnich bodech intervalu. Tomuto
postupu se také fiki Newtonuv integral. Piseme

b
/a F(x)dx = [F(IE = F(b) — F(a).

V pripadé komplexni funkce f je i redlnd a imaginarni ¢ast jejiho
integralu jednoznac¢né dana redlnou a imagindrni ¢asti f, budeme
proto v dal$im pracovat vyhradné s redlnymi funkcemi.
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Pozndmka

V dal$im skutecné ukazeme, ze lze rozumné definovat pojem
plocha v roviné tak, aby ji bylo mozné pocitat pravé uvedenym
zpusobem. Newtoniv integral ma ale jednu podstatnou vadu —
jeho vycisleni vyzaduje znalost antiderivace. Tu obecné neni snadné
spocist i kdyz ukazeme, Ze ke vSem spojitym funkcim f existuje.
Proto budeme napred diskutovat jinou definici integrélu.
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s v, v

intervalu [a, b] urCena jednoznadné az na konstantu. Skute¢né,
pokud je F'(x) = G'(x) = f(x), pak Tayloriv rozvoj prvniho ¥adu
se zbytkem v bodé a dava

F(x) = G(x) = F(a) = G(a) + (f(c) = f(c))(x — a) = F(a) - G(a)

na néjakém okoli bodu a. Pokud by ale xg < b bylo supremem
hodnot, pro které tento vztah jesté plati, opétovnou volbou tohoto
bodu za a dosdhneme rozsifeni tohoto vztahu i napravo od néj.
Musi tedy platit na celém intervalu.
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s v, v

intervalu [a, b] urCena jednoznadné az na konstantu. Skute¢né,
pokud je F'(x) = G'(x) = f(x), pak Tayloriv rozvoj prvniho ¥adu
se zbytkem v bodé a dava

F(x) = G(x) = F(a) = G(a) + (f(c) = f(c))(x — a) = F(a) - G(a)

na néjakém okoli bodu a. Pokud by ale xg < b bylo supremem
hodnot, pro které tento vztah jesté plati, opétovnou volbou tohoto
bodu za a dosdhneme rozsifeni tohoto vztahu i napravo od néj.
Musi tedy platit na celém intervalu.

S poukazem na toto pozorovani budeme neurcity integral také
zapisovat ve tvaru

F(¢) :/f(x)dx+ C.
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Pro definici integralu vyuzijeme pfimo intuitivni Gvahy, kterou jsme
v minulém odstavci odlvodnovali souvislost Newtonova integrélu s
velikosti plochy.
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Pro definici integralu vyuzijeme pfimo intuitivni Gvahy, kterou jsme
v minulém odstavci odlvodnovali souvislost Newtonova integrélu s
velikosti plochy.

Uvazme redlnou funkci f definovanou na intervalu [a, b] a zvolme
déleni tohoto intervalu, spolu s vyb&rem reprezentant( &;
Jjednotlivych &asti, tj. a =x9 < x1 < --- < x, = b a zdroven

& € [xi—1,x], i =1,...,n. Normou takového déleni nazyvame
Cislo min{x; — x;_1 }. Riemannav soucet odpovidajici zvolenému
déleni = = (xo, ..., xn) a reprezentantim ¢ je dan vyrazem

Sze = f(&)- (xi—xi-1)
i=1
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Rekneme, ze Riemanniv integral funkce f na intervalu [a, b]
existuje, jestlize pro kazdou posloupnost déleni s reprezentanty
(=K, &) s normou déleni jdouci k nule existuje limita

lim 5=, ¢ =S,
k—o0

jejiz hodnota navic nezavisi na volbé posloupnosti déleni a
reprezentanti. PiSeme v takovém pripadé opét

S = / ’ F(x)dx.
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Rekneme, ze Riemanniv integral funkce f na intervalu [a, b]
existuje, jestlize pro kazdou posloupnost déleni s reprezentanty
(=K, &) s normou déleni jdouci k nule existuje limita

lim 5=, ¢ =S,
k—o0

jejiz hodnota navic nezavisi na volbé posloupnosti déleni a
reprezentanti. PiSeme v takovém pripadé opét

S = / ’ F(x)dx.

Tato definice nevypada pfilis prakticky, nicméné nam dovoli
sformulovat a dokazat nékteré jednoduché vlastnosti Riemannova
integralu.



Riemanndv integral
00®000000

Theorem

(1) Je-li f omezend redina funkce definovand na redlném intervalu
[a, b] a c € [a, b] néjaky vnitini bod, potom integral fab f(x)dx
existuje tehdy a jen tehdy kdyZz existuji oba integraly fac f(x)dx a
fcb f(x)dx. V takovém pripadé pak také plati

/a ’ Flx)dx = / " Flx)dx + /  F(x)dx.




Riemanndv integral
00®000000

Theorem

(1) Je-li f omezend redina funkce definovand na redlném intervalu
[a, b] a c € [a, b] néjaky vnitini bod, potom integral fab f(x)dx
existuje tehdy a jen tehdy kdyZz existuji oba integraly fac f(x)dx a
fcb f(x)dx. V takovém pripadé pak také plati

/a ’ Flx)dx = / " Flx)dx + /  F(x)dx.

(2) Jsou-li f a g dvé redlné funkce definované na intervalu [a, b], a
existuji-li integraly fab f(x)dx a fab g(x)dx, pak existuje také
integral jejich souctu a plati

/ab(f(x) + g(x))dx = /ab f(x)dx + /abg(x)dx.
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Theorem (pokracovani)

(3) Je-li f redlnd funkce definovand na intervalu [a, b], C € R
konstanta a existuje-li integral |, ab f(x)dx, pak existuje také
integral fab C - f(x)dx a plati

/ab C - f(x)dx = C- /ab f(x)dx.
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Diikaz.

(1) Pfedpokladejme nejprve, ze existuje integral pres cely interval.
PF¥i jeho vypocltu se omezime na limity Riemannovych souctd,
jejichz déleni maji bod ¢ mezi svymi délicimi body. Kazdy takovy
soucet dostaneme jako soucet dvou dil¢ich Riemannovych souctd.
Pokud by tyto dil¢i soucty v limité zavisely na zvolenych
rozdélenich a reprezentantech, pak by celkové soucty nemohly byt
v limité na volbach nezdvislé (stali ponechat jednu posloupnost
déleni podintervalu stejnou a druhou ménit tak, aby se limita
zménila).
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Diikaz.

(1) Pfedpokladejme nejprve, ze existuje integral pres cely interval.
PF¥i jeho vypocltu se omezime na limity Riemannovych souctd,
jejichz déleni maji bod ¢ mezi svymi délicimi body. Kazdy takovy
soucet dostaneme jako soucet dvou dil¢ich Riemannovych souctd.
Pokud by tyto dil¢i soucty v limité zavisely na zvolenych
rozdélenich a reprezentantech, pak by celkové soucty nemohly byt
v limité na volbach nezdvislé (stali ponechat jednu posloupnost
déleni podintervalu stejnou a druhou ménit tak, aby se limita
zménila).

Naopak, jestlize existuji oba integraly na podintervalech, jsou
libovolné presné aproximovatelné Riemannovymi soucty a to navic
nezavisle na jejich volbé. Pokud do libovolné posloupnosti
Riemannovych soucti pres cely interval [a, b] pfiddme jeden délici
bod ¢ navic, zménime hodnotu celého souctu i ¢astecnych souctl
pres intervaly patfici do [a, c| a [c, b] nejvySe o nasobek normy
déleni a moznych rozdili omezené funkce f na celém [a, b]. To je
libovolné blizko k nule pfi zmensujici se normé déleni. O
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pokracovani.

(2) V kazdém Riemannové souctu se soucet funkci projevi jako
soucet hodnot ve vybranych reprezentantech. Protoze je ndsobeni
redlnych Cisel distributivni, vyplyvad odtud pravé dokazované
tvrzeni.

(3) Stejnd dvaha jako v predchozim pFipadé. O
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Pro kazdou spojitou funkci f na kone¢ném intervalu [a, b] existuje
Jeji Riemannav integral fab f(x)dx. Navic, je funkce F(t) zadana
na intervalu [a, b] pomoci Riemannova integralu

F(t) = /  F(x)dx

antiderivaci funkce f na tomto intervalu.
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Pro kazdou spojitou funkci f na kone¢ném intervalu [a, b] existuje
Jeji Riemannav integral fab f(x)dx. Navic, je funkce F(t) zadana
na intervalu [a, b] pomoci Riemannova integralu

F(t) = /  F(x)dx

antiderivaci funkce f na tomto intervalu.

Docela slozity . . .
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Poznamky

(1) Pfedchozi dvé véty nam fikaji, ze integral je linedrni zobrazeni

/:C[a,b]—>]R

vektorového prostoru spojitych funkci na intervalu [a, b] do
redlnych Cisel (tj. linedrni forma).
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Poznamky

(1) Pfedchozi dvé véty nam fikaji, ze integral je linedrni zobrazeni

/:C[a,b]—>]R

vektorového prostoru spojitych funkci na intervalu [a, b] do
redlnych Cisel (tj. linedrni forma).

(2) Dokazali jsme, ze kazda spojita funkce je derivaci néjaké
funkce. Newtonlv a Riemanniv integral tedy jako koncepty pro
spojité funkce splyvaji. Riemanniv integral spojitych funkci Ize
proto spocist pomoci rozdilu hodnot F(b) — F(a) antiderivace F.
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(3) Necht f je [a, b] spojitd po Eastech spojita, tj. vSude kromé
kone¢né mnoha bodli nespajitosti c;, a < ¢; < b. Vzhledem k
aditivnosti integrdlu vici intervalu pres ktery se integruje existuje
podle posledni véty v takovém pfipadé integral F(t) = f; f(x)dx
pro t € [a, b] a derivace funkce F(t) existuje ve viech bodech t, ve
kterych je f spojita. Ve zbyvajicich bodech je funkce F(t) spojita,
je to tedy spojitd funkce na celém intervalu [a, b]. Pokud zvolime
antiderivace tak, aby na sebe navazovaly, pak bude i cely integral
vycislen jako rozdil v krajnich hodnotach.
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(3) Necht f je [a, b] spojitd po Eastech spojita, tj. vSude kromé
kone¢né mnoha bodli nespajitosti c;, a < ¢; < b. Vzhledem k
aditivnosti integrdlu vici intervalu pres ktery se integruje existuje
podle posledni véty v takovém pfipadé integral F(t) = f; f(x)dx
pro t € [a, b] a derivace funkce F(t) existuje ve viech bodech t, ve
kterych je f spojita. Ve zbyvajicich bodech je funkce F(t) spojita,
je to tedy spojitd funkce na celém intervalu [a, b]. Pokud zvolime
antiderivace tak, aby na sebe navazovaly, pak bude i cely integral
vycislen jako rozdil v krajnich hodnotach.
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Integrace ,, po paméti*
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Neurcity integral nam formalné dovoluje spocist Riemanniv
integral pro kazdou spojitou funkci. Nicméné prakticky byva
zejména pouzitelny tam, kde v integrované funkci umime derivaci
primo uvidét. K tomu v jednoduchych pripadech staci ¢ist tabulky
pro derivace funkci v nasem zvéfinci naopak.

Dostdvame tak napr. nasledujici tvrzeni pro vSechna a € R a

1
e dx = —e®*4+C
a

neZ, n#—1:
/adx:ax+C
n a n+1
/ax dx = ——x + C
n+1



Integrace ,, po paméti*
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dx=alnx+C

X | w

/acosbxdx: %sinbx—k C

asin bx dx = —%cosbx+ C

n _ a - n+1
/acosbxsm bx dx = 7[)(”_’_1) sin bx + C
i n — _; n+1
/asmbxcos bx dx = b(n+ 1) cos bx 4+ C

/atg bx dx = —% In(cos bx) + C

a X
/aerdex:arctg (;) +C

Pozor defini¢ni obor, na kterém je neurcity integral dobre
definovan!
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K takovymto tabulkovym hodnotdm lze relativné snadno doddvat
dalsi jednoduchymi pozorovanimi vhodné struktury integrovanych

funkci. Napft.
f'ix)
/ ) dx =Inf(x)+ C.
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Integrace per partes a substituci
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Vypocet integralu pomoci antiderivace (neuréitého integrélu),
spolu s pravidlem

(F-G)(t)=F'(t)- G(t) + F(t) - G'(t)

pro derivaci soucinu funkci, dava nasledujici formuli pro neurcity
integral

F(x)-G(x)+ C:/F’(X)G(X) dx+/F(X)G'(X) dx.

Tato formule se vétSinou pouziva v pripadé€, Ze jeden z integrall
napravo mame pocitat, zatimco druhy umime pocitat lépe.
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Uvedme si néjaké priklady. Nejprve spoéteme

| = /xsinxdx.

V tomto pfipadé pomuze volba F(x) = x, G’(x) = sin x. Odtud
G(x) = — cos x, proto také

| = —xcosx—/—cosxdx: —xcosx +sinx + C.

Obvyklym trikem je také pouZit tento postup s F'(x) = 1:

/Inde:/l-Inxdx:XInx—/lxdx:xlnx—x—i— C.
X
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Je-li F'(y) = f(y) ay = ¢(x), potom

P _ Py

atedy F(y)+ C = [f(y)dy lze spo&ist jako

Fe(x) + C = / F((x))(x) dx.

Dosazenim x = ¢~ 1(y) pak dostaneme plivodné pozadovanou
antiderivaci. Castéji zapisujeme tuto skutecnost takto:

[ frdy = [ oo ox

a hovorime o substituci za proménnou y.



Integrace per partes a substituci
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Je-li F'(y) = f(y) ay = ¢(x), potom

P _ Py

atedy F(y)+ C = [f(y)dy lze spo&ist jako

Fe(x) + C = / F((x))(x) dx.

Dosazenim x = ¢~ 1(y) pak dostaneme plivodné pozadovanou
antiderivaci. Castéji zapisujeme tuto skutecnost takto:

[ frdy = [ oo ox

a hovorime o substituci za proménnou y.
Pro Riemannovy soulty je mozné substituci porozumét snadno tak,
Ze prirlstky v proménné y a v x jsou vzdjemné ve vztahu

dy = ¢'(x) dx

ktery odpovida vztahu % = ¢'(x) a snadno jej spo¢itame
vypoctem derivace.
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Jako priklad:

/ / L d
= | ——— dx
V1—x2

zvolime substituci x = sin t. Odtud dx = cos t dt a dostdvdme

dt =t+ C.

I—/lcostdt—/lcostdt—/
V1 —sin?t Veos? t

Zpétnym dosazenim t = acrsin x dopocitame jiz zndmy vzorec
| = arcsinx + C.
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Jako priklad:

/ / L d
= | ——— dx
V1—x2

zvolime substituci x = sin t. Odtud dx = cos t dt a dostdvdme

1 1
| = / mcostdt— / @costdt— /dt— t+ C.
Zpétnym dosazenim t = acrsin x dopocitame jiz zndmy vzorec
| = arcsinx + C.
PFi substitucich je treba dat pozor na skutecnou existenci inverzni
funkce k y = p(x) a pfi vypoltu urcitého integralu je tfeba radné
prepocitavat i meze.



Integrace per partes a substituci
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Casto vede pouZiti substituci a metody per partes k rekurentnim
vztahim, ze kterych teprve Ize dopodist hledané integraly.
Spoctéme si alespon jeden priklad. Metodou per partes pocitdme

I = /cosmx dx = /cos’"_1 X €cos x dx
= cos™ ! xsinx — (m — 1) / cos™ 2 x(— sin x) sin x dx
= cos™ L xsinx + (m — 1)/cos’"_2 xsin? x dx.
Odtud diky vztahu sin® x = 1 — cos? x dostavame
mly = cos™ ! xsinx + (m — 1)lp_2
a pocateéni hodnoty jsou

/0:X, /1:sinx.
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Navodné ulohy

Urcete nasledujici integraly:

o [;dx



Navodné ulohy

Urcete nasledujici integraly:
0 Jidx,
Q@ [tan(x)dx,
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Urcete nasledujici integraly:
0 Jidx,
Q@ [tan(x)dx,
@ [sin?(x)dx,



Navodné ulohy

Urcete nasledujici integraly:
0 Jidx,
Q@ [tan(x)dx,
@ [sin?(x)dx,
Q [sin3(x)dx,



Navodné ulohy

Urcete nasledujici integraly:
0 Jidx,
Q@ [tan(x)dx,
@ [sin?(x)dx,
Q [sin3(x)dx,
Q [ arcsin(x)dx,
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Urcete nasledujici integraly:
0 Jidx,
Q@ [tan(x)dx,
@ [sin?(x)dx

Q [sind(x)dx

Q@ [arcsin(x )

°J ﬁdx
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Urcete nasledujici integraly:
0 Jidx,
Q@ [tan(x)dx,
@ [sin?(x)dx
Q [sind(x) dx,
Q@ [ arcsin(x)dx
(6 fsmilcoé()dx'
Q [V1-—x2dx,



Navodné ulohy

Urcete nasledujici integraly:
0 Jidx,
Q@ [tan(x)dx,
@ [sin?(x)dx
Q [sind(x) dx
Q@ [ arcsin(x)dx

° fsm 1(:052( )dX
Q [V1-—x2dx,
Q [ x?In(x)dx,



Navodné ulohy

Urcete nasledujici integraly:
0 Jidx,
Q@ [tan(x)dx,
@ [sin?(x)dx
Q [sind(x) dx
Q@ [ arcsin(x)dx
o fsmi];:os%)dx
@ [Vioxdx,
Q [ x?In(x)dx,
Q fx3ezxdx,
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Urcete nasledujici integraly:
0 Jidx,
Q@ [tan(x)dx,
@ [sin?(x)dx
Q [sind(x) dx
Q@ [ arcsin(x)dx
o fsmi];:os%)dx
@ [Vi—xPdx,
Q [ x?In(x)dx,
Q fx3ezxdx,
(10 fmdx
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