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Uvod

Vzddlenost v grafu

Pro pFfipomenuti:
@ Délka cesty v neohodnoceném grafu je rovna poctu hran na

této cesté.
e Vzdilenost 0(u, v) vrchold u, v v grafu je délka nejkrat3i cesty

z u do v.
@ Vzdalenost mezi dvéma vrcholy nemusi byt v pfipadé
orientovaného grafu symetricka.

Obrazek: Nejkratsi cesty z u do v a naopak se li§i.
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Vzdélenost v ohodnoceném grafu

V redlnych aplikacich hledani nejkratSich cest jsou hrany grafu
obvykle néjakym zpiisobem ohodnoceny - nap¥. vzdélenosti mezi
mésty silni¢ni sit&, latence sitovych spojil.

Délka cesty v ohodnoceném grafu je rovna souctu ohodnoceni hran
na této cesté.

@ Vzdalenost vrcholil je opét rovna délce nejkratsi cesty.

@ Aby mél pojem vzdalenosti vyznam, v grafu nemiZe existovat
cyklus zaporné délky.
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Nejkratsi cesty a cykly

Véta
Pokud v grafu neexistuje cyklus zaporné nebo nulové délky, je nejkratsi

7

sled v grafu (nejkratsi) cestou.

A

Dukaz.

Necht je sougasti sledu s cyklus c. Tento cyklus ma zrejm& kladnou
délku. Potom existuje sled, ktery je " podsledem” s a cyklus c je z ngj
"vystfiZzen". Jelikoz ¢ ma kladnou délku, je tento sled kratsi nez sled ¢
obsahujici. Takto Ize pokradovat a sled zkracovat, dokud obsahuje néjaké
cykly. Vysledny sled, ktery neobsahuje zZadny cyklus, je cestou. O
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Obréazek: Nejkratsi sled je vyzna&en &erven&. Delsi sledy vedou i po
modrych a zelenych hrandch a tvofi cykly.
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Trojuhelnikova nerovnost

Graf G spliiuje trojihelnikovou nerovnost, pokud pro libovolnou
trojici jeho vrcholl u, v, w plati:

o(u,w) < é(u,v)+d(v,w)

d(u,w)

Obecny graf tuto nerovnost nespliiuje. P¥ikladem, pro ktery
trojuhelnikova nerovnost plati, je nap¥. graf nejkratsich silni¢nich
vzdalenosti mezi mésty.
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Dijkstriv algoritmus

e "Klasicky" algoritmus hledani nejkratsi cesty.
@ Najde nejkratsi cesty z jednoho vrcholu do v8ech ostatnich.
e Musi proto projit vSechny vrcholy.

@ Pracuje pro orientovany i neorientovany graf.

@ Vyjma nezdpornych cykll vyZaduje nezdporné ohodnoceni
vSech hran.

@ Linedrni pamé&tova sloZitost.

o Casova sloZitost zaleZi na pouZité datové struktute.
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Dijkstriv algoritmus — popis

@ Podatecni vrchol oznadime s.

@ Pro kaZdy vrchol v grafu je udrZovana hodnota d[v] — délka
nejkratsi nalezené cesty z s do v.
o Na po&itku d[s]= 0 pro pocate¢ni vrchol a d[v]= oo pro
ostatni vrcholy.
e Po skon&eni vypoltu obsahuje d[v] délku nejkratsi cesty
v grafu, pokud takova existuje, nebo co v opatném pt¥ipadé.
e Dale v proménné p[v] ukldaddme p¥edchiidce vrcholu v na
doposud nalezené nejkratsi cesté z u.
e PYed vypoltem nastavime hodnotu p[v] jako nedefinovanou
pro v8echny vrcholy.
e Po skonceni vypoltu je nejkratsi cesta posloupnost vrcholli
s, pl...plvl...1, ... plplvl], plvl, v.
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Dijkstriv algoritmus — popis

@ Vsechny vrcholy jsou rozdéleny do dvou vzajemné disjunktnich
mnozin:
e S obsahuje viechny vrcholy, pro néz je v d[v] uloZena
definitivni nejkratsi cesta z s do v v grafu.
e @ obsahuje viechny ostatni vrcholy.

@ Vrcholy mnoZiny @ jsou uklddany v prioritni fronté&.

v

do ng&j jiz nalézt krat$i cestu neZ ktera je aktudlni.
o V kazdé iteraci jsou provedeny nasledujici kroky:
o Odstraii vrchol u z po&atku fronty.
e Ptesufi vrchol u z mnoZiny Q do S.
Relaxuj vZechny hrany (u, v):
e Pokud d[v] > d[u] +w(u,v), uprav d[v].
o w(u,v) znatime ohodnoceni (weight) hrany (u, v).
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Dijkstriiv algoritmus — pseudokéd

Vychdzime z potatetniho vrcholu s, nek. znadime oc.

VloZz vSechny vrcholy do Q.

d[s] = 0; p[s] = nedef;

Pro v8echny vrcholy v grafu vyjma poZateZniho:
| d[u]l = nek.

| plul = nedef.

Dokud neni Q préazdna:

| Odstraii z Q vrchol u s nejvyssi prioritou

| Pro vSechny hrany (u, v) proved’:

| | Pokud d[v] > d[u] + w(u,v)

| | | dlv] = d[u] + w(a,v)

I 1| plvl =u
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Dijkstriv algoritmus — ptiklad

Obrézek: Vrcholy mnoZiny S jsou vyznaeny modfe. Napravo od grafu je
znazornén stav prioritni fronty.
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Dijkstrav algoritmus — animace/ilustrace vypo&tu

@ animace vypoctu na ukdzkovém grafu

e http://www.unf.edu/~wkloster/foundations/
DijkstraApplet/DijkstraApplet.htm

@ komentovany vypolet
e http://www.youtube.com/watch?v=8Ls1RqHCOPw
@ vypolet s moznosti definice vlastniho grafu

e http:
//www.cse.yorku.ca/~aaw/HFHuang/DijkstraStart.html

@ ilustrace vypoctu

e http://www.animal.ahrgr.de/showAnimationDetails.
php3?lang=en&anim=16


http://www.unf.edu/~wkloster/foundations/DijkstraApplet/DijkstraApplet.htm
http://www.unf.edu/~wkloster/foundations/DijkstraApplet/DijkstraApplet.htm
http://www.youtube.com/watch?v=8Ls1RqHCOPw
http://www.cse.yorku.ca/~aaw/HFHuang/DijkstraStart.html
http://www.cse.yorku.ca/~aaw/HFHuang/DijkstraStart.html
http://www.animal.ahrgr.de/showAnimationDetails.php3?lang=en&anim=16
http://www.animal.ahrgr.de/showAnimationDetails.php3?lang=en&anim=16

Nejkrat3i cesty z jednoho vrcholu
00000080

Dijkstriiv algoritmus — ¢asova sloZitost

Oznatme n = |V|,m = |E]|.
@ Inicializace je provedena v linedrnim &ase vzhledem k po&tu vrcholi.

@ KaZdou hranou prochazi algoritmus vZdy pravé jednou nebo dvakrat
(v p¥ipad& neorientovaného grafu).

@ Hlavni cyklus je proveden vzdy nkrat.
@ Je tudiZ provedeno vZdy pravé n vybérl z prioritni fronty.
@ SloZitost vybéru z fronty zaleZi na jeji implementaci:

o Pole, seznam vrchold — vybér Ize provést v linearnim Case,
sloZitost celého algoritmu je tedy O(n? + m).

o Binarni halda — vyb&r je proveden v &ase O(log(n)). P¥i kazdé
relaxaci hrany miZe dojit k aktualizaci haldy (O(log(n)),
celkova sloZitost je tak rovna O((n + m)log(n)).

e Fibonacciho halda — sloZitost vybéru stejna jako v p¥ipadé
bindrni haldy, sloZitost Gpravy haldy p¥i relaxaci je oviem
konstantni — vyslednd sloZitost algoritmu O(m + nlog(n)).
http://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci_heap
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Dijkstriiv algoritmus — vyuZiti

Dijkstriiv algoritmus je pouzivan v link-state smérovacich
protokolech. Ty pracuji na principu zasilani sousednich "vrchold”
aktivnimi sitovymi prvky, které se smérovani zi&astni.
o Kazdy aktivni prvek periodicky rozesild seznam sousednich
vrchol(l.
@ Ten je propagovan skrze sit ke véem aktivnim prvkiim.

o Kazdy aktivni prvek nezdvisle na ostatnich vypoditd strom
nejkratSich cest do v8ech ostatnich aktivnich prvki.

@ Riziko vznik( smyéek v routovacich tabulkach.

Nejpouzivangjsi link-state protokoly jsou OSPF a IS-IS. Oba
pouzivaji Dijkstriiv algoritmus.
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A* algoritmus

@ Upraveny Dijkstriv algoritmus.

@ PouZiva se zejména k nalezeni cesty do jednoho vrcholu —
napf. navigace.

@ Krom délky nejkratsi cesty do kaZdého vrcholu bere pfFi
vyhledavani v tvahu i heuristicky odhad jeho vzdalenosti od
cile.

o KaZdé cesté je prifazen heuristicky odhad délky jako soulet
ohodnoceni jejich hran a heuristické ohodnoceni koncového
vrcholu.

@ Do prioritni fronty nejsou ukladany vrcholy grafu, ale cesty.

o Nejvyssi prioritu ma cesta s nejnizsim heuristickym
ohodnocenim.
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A* algoritmus

@ Pro kazdy vrchol je uloZeno, je-li jiz "uzav¥en" ¢&i nikoliv, tzn.,
byl-li jiZ navstiven, prozkouman odebranim z fronty nékteré
cesty v tomto vrcholu konéici.

Dijkstrlv algoritmus lze pouZit také k nalezeni cesty do jednoho
vrcholu grafu. Obvykle ale projde mnoho neperspektivnich vrcholi
— napt. pfi vyhleddvani trasy v mapé jde i opaénym smérem stejné
daleko, jak spravnym.

A* tyto vrcholy eliminuje pomoci heuristiky, je-li vhodn& zvolena.

o Casova slozitost zale#i na kvalit& zvolené heuristiky — nejhiive
miZe byt exponencidlni, nejlépe polynomidlni, a to vidi délce
optimalni cesty.

@ Pamétovi sloZitost miiZe byt v nejhor§im p¥ipadé také
exponencidlni — existuje nékolik zlepSujicich variant algoritmu.

Vice informaci v pfedndsce doc. Hlinéného:
http://www.video.muni.cz/public/ITI/ITI2.avi
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A* algoritmus — pseudokdd

Ozname pocéteni vrchol s, koncovy c.

Ozna& vSechny vrcholy jako neuzavFené.

Inicializuj prioritni frontu Q vrcholem (cestou) s.
Dokud Q neni prézdna:

| Odstraii cestu p z Q.

| Necht’ x je koncovy vrchol p.
| Pokud x je uzavfeny:

| | pokratuj dalsi iteraci.

| Pokud x = c:
I

I

I

I

| Vrat’ cestu p jako vysledek.
Uzavri x.

Pro vSechny hrany (x, y):
| Viez do fronty cestu p + (x, y)
Vrat’ zpravu o neexistenci cesty.
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Bellman-Ford algoritmus

@ Stejné& jako Dijkstriiv algoritmus vypo&itad vzdalenosti viech
vrcholll grafu z jednoho zdroje.

@ Zakladni strukturou podobny Dijkstrovu algoritmu.
@ Graf smi obsahovat i zdporn& ohodnocené hrany.

o Cykly s celkovym zdpornym ohodnocenim jsou algoritmem
detekovany.

@ Namisto vyb&ru hrany k relaxaci v kazdé iteraci relaxuje
v8echny hrany.

o Vys3i Casova slozitost nez Dijkstriv algoritmus — O(mn).
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Bellman-Ford — pseudokdd

Promé&nné d[v] a p[v] maji stejny vyznam jako u Dijkstrova
algoritmu. Po&et vrcholl grafu oznaéme n.

d[s] = 0; pls] = undef;

Pro v8echny vrcholy v grafu vyjma poCateZniho:
| d[ul = nek.

| plul = nedef.

Opakuj n-krat:

| Pro vSechny hrany (u,v):

| | Pokud d[v] > d[u]l + w(u,v)

| | | dlv] = d[u] + w(a,v)

1| plvl =u

Pro vSechny hrany (u,v) opakuj:
| Pokud d[v] > d[u] + w(u,v):
| | Chyba: graf obsahuje cyklus neg. vahy
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Bellman-Ford — p¥iklad

Obrazek: Relaxované hrany v kazdém kroku jsou vyznageny modte.
Napravo od grafu je vypsadna délka nejkratsich cest do vrcholi.
V posledni (nezobrazené) iteraci jiz nedojde k Zddnym zmé&nam.

a3 a3
b 7 b 7
c11 c9
d 20 d 20
e 14 e 12

a3 a3
b7 b7
c9 c9
d 18 d 16
e 10 e 10
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Bellman-Ford — animace/ilustrace vypoctu

@ komentovand animace vypottu (Zesky)
e http://www.youtube.com/watch?v=LrYL6akqpHU
@ komentovana animace vypoctu (anglicky)

e http://www.csanimated.com/animation.php?t=
Bellman-Ford_algorithm


http://www.youtube.com/watch?v=LrYL6akqpHU
http://www.csanimated.com/animation.php?t=Bellman-Ford_algorithm
http://www.csanimated.com/animation.php?t=Bellman-Ford_algorithm
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Bellman-Ford — aplikace

@ Bellman-Ford algoritmus je pouZivan v druhé t¥idé
smérovacich protokol(i — distance-vector.

@ Namisto struktury celého grafu jsou mezi aktivnimi prvky
pfenaseny jim znamé vzdalenosti do ostatnich aktivnich prvki.

e Kazdy aktivni prvek periodicky rozesila tyto sobé zndmé
vzdalenosti k ostatnim.

@ Obdrzi-li aktivni prvek tabulku vzdalenosti, provede relaxaci
hran, pfipadné& aktualizuje svoji smérovaci tabulku a rozesle
svym sousediim.

@ Distance-vector protokoly maji niZsi vypoletni sloZitost nez
link-state protokoly.

@ Nejznamé&jsimi distance-vector protokoly jsou RIP, BGP, EGP.
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Floyd-Warshalldv algoritmus

Vypocitava nejkratsi vzdalenost mezi viemi dvojicemi vrcholi
v grafu.

o Graf miZe obsahovat zdporné ohodnocené hrany, cykly
s celkovym zdpornym ohodnocenim vedou k chybnému ¥eSeni.

Mezi kaZdymi dvéma dvojicemi vrcholl postupné vylepsuje
nejkratsi znadmou vzdalenost.

(]

V kaZzdém kroku algoritmu je definovdna mnoZina vrchold,
kterymi je mozno nejkratsi cesty vést.

Kazdou iteraci je do této mnoziny pfidan jeden vrchol.
2

V kazdé z n iteraci jsou aktualizovdny cesty mezi véemi n
dvojicemi vrcholli. Casovd sloZitost algoritmu je tedy O(n?).

o Pam&tova slozitost algoritmu je O(n?).
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Floyd-Warshalldv algoritmus — blizsi popis

@ Necht jsou vrcholy grafu ogislovany 1...n.

@ Nejprve algoritmus uvaZuje pouze hrany grafu. Ndsledné
prohleddva cesty prochdazejici pouze vrcholem 1. Poté cesty
prochdzejici pouze vrcholy 1, 2, atd.

@ Mezi kazdymi dvéma vrcholy u, v je v k + 1. iteraci algoritmu
zndma cesta vyuzivajici vrchold 1... k.

@ Pro nejkratsi cestu mezi t€mito vrcholy vyuZivajici vrcholi
1...k+1 jsou dvé moZnosti:

o Vede opét pouze po vrcholech 1... k.
e Vede po vrcholech 1...k z u do vrcholu k + 1 a z ng&j poté
do v.

@ Na konci vypoltu jsou zndmy nejkratsi cesty vyuZivajici vSech
vrcholl grafu.
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Floyd-Warshalldv algoritmus — pseudokéd

@ V matici d na pozici d[i] [j] je uloZena vypoctena vzdalenost
vrchol( i/, J.

@ Vstupem je graf v podob& matice sousednosti, kde jednotlivé
prvky zna&i ohodnoceni hrany nebo oo

Pro v8echna k od 1 do n:
| Pro v8echna i od 1 do n:
| | Pro vSechna j od 1 do n:

[ || dlil[j] = minimum(d(i] [j], d[il[k] + dlk][j1)
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Floyd-Warshalldv algoritmus — pfiklad

Obrazek: Vrcholy, kterymi mohou vést cesty, jsou vyznaceny. Matice
udava nejkratsi nalezené vzdalenosti mezi dvojicemi vrchold.

4

123 45 12345
1 0184127 1 018 411 7
218 07 57 218 022 525
347073 3 422 07 3
412 57 02 411 57 0 2
5 727320 5 725 320

12345 12345
1 018 412 ? 1 016 411 7
218 022 57 216 012 5 7
3 422 073 3 412 07 3
412 57 02 411 57 02
5 72 2320 5 77320

12345 12345
1 018 412 ? 014 4 9 7
218 022 57 14 010 5 7
3 422 0 73 410 0 5 3
412 57 02 95502
5 72 72320 77320
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Distribuovany Floyd-Warshall

Vyhodou Floyd-Warshallova algoritmu je jeho snadnd aplikace
v distribuovaném prosttedi — mezi autonomnimi jednotkami, které
si mohou informace pfeddvat jen pomoci zasilani zprav po siti.
e Kazdy vrchol grafu vypotitava nejkratsi cesty do vsech
ostatnich vrcholi grafu.

@ Na zadatku zna kazdy vrchol jen cestu do svych sousedi.

@ Stejné jako v sekvenéni varianté algoritmu, kaZd3 iterace
algoritmu p¥idava jeden vrchol, kterym mohou prochazet
hledané nejkratsi cesty.

@ PY¥idany vrchol v kaZdé iteraci rozesle svoji tabulku vzdalenosti
ostatnim vrcholim grafu.

@ Ostatni vrcholy pomoci své a pFijaté tabulky aktualizujf
nejkratsi cesty do v8ech vrchold.
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Distribuovany Floyd-Warshall — pseudokdéd

Algoritmus je spustén ve vrcholu v.

d[u] = 0; p[u]l = nedef.

Pro vSechny ostatni vrcholy v:

| Je-1i v sousedni vrchol:

I | dlv] = w(u,v); plv]l = v;

| Jinak:

| | dlv] = nekon.; plv] = nedef;

Dokud nebyly vybrany vSechny vrcholy:
Vyber doposud nevybrany vrchol v.

Pokud u = v:
| Rozesli ostatnim vrcholum pole 4.

| Pfijmi od vrcholu v jeho pole d.

I

I

I

| Jinak:
I

| Pro v3echny vrcholy w:
I

| dlw] = minimum(d[w], d[v]+dv[w]), uprav pl[v].
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Distribuovany Floyd-Warshall

@ Pro spravnost algoritmu je nutné, aby vSechny vypoletni uzly
(vrcholy grafu) vybraly vZdy stejny vrchol, ktery poté rozesila
svoji tabulku vzdalenosti.

@ Algoritmus je neefektivni z hlediska mnoZstvi zasilanych dat.
Pokud v né&kterém vrcholu plati d [v]= oo pro pravé vybrany
vrchol v, jeho cesty se nijak neupravi a nemusi mu tedy byt
zasilana tabulka vzdalenosti tohoto vrcholu.

@ Pted rozeslanim tabulky vzdélenosti se mohou vrcholy
vzajemné informovat, které maji obdrzet tuto tabulku
s vyrazné nizSimi ndroky na prenesend data < Toueglv
algoritmus.

e Dal%i informace:

o Ajay D. Kshemkalyani, Mukesh Singhal. Distributed
Computing: Principles, Algorithms, and Systems. Cambridge
University Press, 2008. Str. 151-155
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Cviéeni

© Na grafu niZe vypoditejte nejkratsi cesty pouZitim Dijkstrova,
Bellman-Fordova a Floyd-Warshallova algoritmu. V p¥ipadé
prvnich dvou pouZijte rlizné pocatecni vrcholy.

@ Navrhnéte zplisob implementace nastinéného vylepseni
distribuovaného Floyd-Warshallova algoritmu. UvaZujte, Ze
vypocetni uzly mohou zasilat zpravy jen po hranach grafu
(broadcasting je implementovédn p¥eposilanim zprdv mezi

uzly).
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Cviéeni

© Proc nepracuje Dijkstriv algoritmus korektn& na grafech
obsahujicich zaporné& ohodnocené hrany? K jakym vysledkim
muiZe dojit, je-li na takovém grafu spustén?

@ DokaZte tvrzeni, oznatované také jako trojthelnikova
nerovnost v grafech:

Yu,v,w € V(G) : 6(u,w) < §(u, v) + (v, w)

© Necht vstupem Bellman-Fordova algoritmu je graf, v n&mz
kaZzda nejkratsi cesta obsahuje nejvySe k hran. Navrhnéte
Upravu algoritmu umoZziiujici ukondit vypocet po k + 1
iteracich.
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