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Proč právě grafy a śıtě?

Teorie graf̊u je důkladně rozpracována a nab́ıźı mnoho
využitelných algoritmů.
Graf p̌redstavuje velmi p̌ŕımočarou reprezentaci śıtě na
všech úrovńıch OSI modelu, nap̌r.:

Śıt’ové prvky a jejich fyzické propojeńı na nejnižš́ı vrstvě,
śıt’ové aplikace a TCP spojeńı mezi nimi na transportńı vrstvě,
procesy distribuovaného výpočtu a jejich komunikace na
aplikačńı vrstvě.

Grafy nacházej́ı využit́ı i v návrhu śıt’ových protokol̊u a
jejich formálńı verifikaci.
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Pojem grafu

Graf je abstraktńı pojem matematiky a informatiky užitečný
pro modelováńı reálných objekt̊u, situaćı. Intuitivně se graf
skládá z:

Vrchol̊u (uzl̊u), znázorňovaých schematicky jako ,,body”,

hran spojuj́ıćıch vrcholy.

Co lze reprezentovat grafem?

Mapu měst a silničńıho spojeńı,

atomy v molekule a jejich vazby,

vodovodńı, elektrické śıtě

a zejména

poč́ıtačové śıtě.

Označován také jako jednoduchý graf.
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Formálńı definice grafu

Definice

Graf G je uspǒrádaná dvojice množin (V , E ), kde

V je množina vrchol̊u a

E je množina hran – dvouprvkových podmnožin V

Vrcholy spojené hranou se nazývaj́ı sousedńı. Hrana se
označuje jako incidentńı k vrchol̊um, které spojuje.

V = {a, b, c , d , e, f }
E = { {a, b},

{a, c},
{b, c},
{e, f } }
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Orientovaný graf

Hrany v grafu, jak byly definovány, spojuj́ı dva rovnocenné
vrcholy. Takové grafy se také nazývaj́ı neorientované. U hran
ovšem můžeme vyznačit směr, kterým vedou – hrany i graf se
poté nazývaj́ı orientované.

Definice

Graf, jehož hrany jsou uspǒrádané dvojice vrchol̊u, se nazýva
orientovaný.

O hraně (u, v) ř́ıkáme, že vycháźı z vrcholu u a vstupuje do v .
Graficky se orientace hrany označ́ı šipkou ve směru, kterým
hrana vede.

PB165 – Grafy a śıtě



Orientovaný graf - p̌ŕıklady

Kde najdeme orientované grafy v śıt́ıch?

Webové stránky – graf odkaz̊u

DNS – hierarchická struktura domén, server̊u

Směrováńı – graf cest paket̊u k ćıli

V = {a, b, c , d , e}
E = { (a, b),

(a, c),
(b, c),
(a, d),
(e, d) }
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Multigraf

Definice grafu povoluje nejvýše 1 hranu mezi každou dvojićı
vrchol̊u a požaduje, aby hrana spojovala r̊uzné vrcholy. Tato
omezeńı odstraňuje multigraf:

Definice

Multigraf je graf, jenž nahrazuje množinu hran multimnožinou
(sḿı obsahovat násobné prvky) a umožňuje existenci smyček –
hran spojuj́ıćıh vrchol sám ze sebou.

Multigraf lépe odpov́ıdá reálným fyzickým śıt́ım, kde se často
vyskytuj́ı redundantńı linky.
Smyčky mohou znázornit nap̌r. loopback – rozhrańı p̌rij́ımaj́ıćı
zprávy, které samo vyśılá.
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Ohodnoceńı grafu

Vrchol̊um a hranám je možné p̌rǐradit nap̌r. č́ıslo či barvu.

Definice

Přǐrazeńı prvk̊u konečné množiny vrchol̊um či hranám grafu
nazýváme jejich ohodnoceńım.

Př́ıklady ohodnoceńı na śıt́ıch:

Ohodnoceńı śıt’ových zǎŕızeńı L2 a L3 adresami (viz ARP
protokol)

Š́ı̌rka pásma, latence, cena p̌renosu za jednotku dat jako
ohodnoceńı linek – hran

Ohodnoceńı vrchol̊u názvem stavu, hran typem zprávy p̌ri
abstraktńım návrhu protokol̊u (MSC1)

1Message Sequence Charts
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Ohodnoceńı – p̌ŕıklady

Hranově ohodnocený
graf

Vrcholově ohodnocený
graf
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Stupeň vrcholu

Definice

Stupněm vrcholu v neorientovaném grafu nazýváme počet
hran incidentńıch k vrcholu.

Počet klient̊u p̌ripojených k Wi-Fi AP

Počet uzav̌rených spojeńı spojovaného protokolu
(nap̌r. TCP)

Stupeň vrcholu u znač́ıme deg(u).

deg(a) = deg(c) = 1
deg(b) = 2
deg(d) = 0
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Stupeň vrcholu v orientovaném grafu

V p̌ŕıpadě orientovaného grafu rozlǐsujeme vstupńı a výstupńı
stupeň.

Definice

Vstupńım (výstupńım) stupněm vrcholu u orientovaného grafu
nazýváme počet hran vstupuj́ıćıch do, resp. vycházej́ıćıch z,
vrcholu u a znač́ıme jej deg +(u), resp. deg−(u).

V grafu odkaz̊u mezi webovými stránkami reprezentuje
vstupńı vrchol počet odkaz̊u na stránku vedoućıch.

vrchol deg− deg +

a 2 0
b 1 2
c 1 1
d 0 2
e 1 0
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Sledy v grafu

Definice

Sledem v grafu (neorientovaném grafu) nazýváme posloupnost
vrchol̊u a hran

v0, e1, v1, . . . , en, vn,

kde každá hrana ei spojuje vrcholy vi−1, vi , resp. vede z vi−1

do vi .

Sled v grafu je tedy ,,trasou”, na které se mohou vrcholy i
hrany opakovat. Se sledy se lze setkat i v reálných śıt́ıch:

Cesta paketu śıt́ı (některé směrovaćı algoritmy nezabraňuj́ı
zacykleńı paketu v pr̊uběhu výpočtu).

Transakce v SIP protokolu (viz SIP ellipse).

Samostatný vrchol je také sledem.
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Cesty v grafu

Definice

Cesta v grafu je sled bez opakováńı vrchol̊u.

V cestě se v důsledku neopakováńı vrchol̊u nemohou opakovat
ani hrany.

Cesty definuj́ıćı směrováńı paket̊u mezi dvojicemi śıt’ových
prvk̊u.

b, e3, c , e4, d , e2, b je
sledem v grafu, ale
nikoliv cestou –
vrchol b se opakuje.

a, e1, b, e2, d , e5, e je
sledem i cestou
v grafu.
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Souvislost grafu

Definice

Neorientovaný graf se nazývá souvislý, pokud mezi každými
dvěma jeho vrcholy vede cesta.

Definice

Nahrad́ıme-li všechny hrany orientovaného grafu G
neorientovanými a źıskáme-li tak souvislý graf, G je slabě
souvislý.
Orientovaný graf je silně souvislý, pokud mezi každými dvěma
jeho vrcholy vedou cesty v obou směrech.

Tento graf je souvislý; po odebráńı
vyznačené hrany by souvislý nebyl,
odebráńı jedné z nevyznačených hran
by jeho souvislost zachovalo.

PB165 – Grafy a śıtě



Souvislost grafu – p̌ŕıklady

Internet na fyzické vrstvě tvǒŕı souvislý graf. (?)

Internet na IP vrstvě tvǒŕı slabě souvislý (ovšem silně
nesouvislý) orientovaný graf (adresy za NAT).

Orientovaný graf webových stránek neńı silně ani slabě
souvislý.

Grafy na obrázćıch jsou:

1 Nesouvislý

2 Slabě souvislý

3 Silně souvislý
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Isomorfismus graf̊u

Grafy, lǐśıćı se nap̌r. nakresleńım, označeńım vrchol̊u a hran,
ohodnoceńım, se nemusej́ı lǐsit svoj́ı strukturou – mohou být
isomorfńı.

Definice

Isomorfismus mezi grafy G , H je bijektivńı zobrazeńı vrchol̊u,
které zachovává hrany – tj. pokud vede v grafu G hrana mezi
vrcholy u, v , pak v grafu H vede hrana mezi vrcholy f (u), f (v).
Pokud mezi grafy G , H existuje isomorfismus, nazývaj́ı se
isomorfńı.

Isomorfismus (jelikož je relaćı ekvivalence) tak definuje ťŕıdy
graf̊u, které lze považovat za totožné.
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Isomorfismus graf̊u

Co musej́ı isomorfńı grafy splňovat?
Mı́t stejný počet vrchol̊u.
Mı́t stejný počet hran.
Jejich vrcholy musej́ı ḿıt stejné stupně.

V mnoha p̌ŕıpadech je snadné dokázat, že grafy isomorfńı
nejsou pomoćı těchto (a některých daľśıch) invariant̊u.
Jsou-li tyto invarianty shodné, je nutno vyloučit všechny
možné isomorfismy.

Důkaz isomorfie dvou graf̊u vyžaduje p̌ŕımo nalezeńı
konkrétńıho isomorfismu mezi těmito grafy.
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Podgrafy

Definice

Graf H je podgrafem grafu G , pokud plat́ı následuj́ıćı
podḿınky:

1 Vrcholy grafu H tvǒŕı podmnožinou vrchol̊u grafu G .
2 Hrany grafu H tvǒŕı podmnožinou hran grafu G .
3 Hrany grafu H maj́ı oba vrcholy v H.

Graf G je poté nadgrafem grafu H.

Vyznačené vrcholy a hrany
tvǒŕı podgraf.

Vyznačené vrcholy a hrany netvǒŕı
podgraf.
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Indukované podgrafy

Definice

Podgraf H se nazývá indukovaný, pokud obsahuje všechny
hrany, které mezi jeho vrcholy vedou v naďrazeném grafu G .

Lokálńı śıt’ je indukovaným podgrafem Internetu na
fyzické vrstvě.

Samostatné vrcholy libovolného grafu tvǒŕı jeho podgraf.

Vyznačené vrcholy a hrany
tvǒŕı indukovaný podgraf.

Vyznačené vrcholy a hrany netvǒŕı
indukovaný podgraf.
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Implementace grafu

Jak efektivně uložit graf v paměti poč́ıtače či aktivńıho
śıt’ového prvku?
Vrcholy označ́ıme č́ısly 1 . . . n. Pro uložeńı hran máme dvě
základńı možnosti:

Matice sousednosti

Seznamy soused̊u

Matice sousednosti
Matice E o rozměrech n × n pro n vrchol̊u grafu

Eij = 1 pokud hrana (i , j) paťŕı do grafu

Eij = 0 jinak

Pro neorientovaný graf je symetrická, pro orientovaný
nemuśı
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Matice sousednosti

a b c d e
a 0 0 1 0 0
b 0 0 1 1 0
c 1 1 0 0 1
d 0 1 0 0 0
e 0 0 1 0 0

V této podobě je matice sousednosti vhodná jen pro reprezentaci
jednoduchého grafu. Multigraf lze reprezentovat matićı sousednosti, jej́ıž
prvky udávaj́ı počet hran mezi každými dvěma vrcholy:

a b c d e
a 0 0 1 0 0
b 0 0 2 2 0
c 1 2 0 0 1
d 0 2 0 1 0
e 0 0 1 0 1

Obdobně lze ukládat jednoduchý hranově ohodnocený graf.
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Matice sousednosti pro orientovaný multigraf

a b c d e
a 0 0 1 0 0
b 0 0 1 0 0
c 0 1 0 0 1
d 0 2 0 1 0
e 0 0 0 0 1
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Seznamy sousedů

Pro každý vrchol existuje samostatný seznam sousedů, s nimiž
je tento spojen hranou (či do nich vede orientovaná hrana).

Lze implementovat pomoćı 2 jednorozměrných poĺı:
V jednom jsou uloženy všechny seznamy za sebou, sěrazené
podle č́ısla vrcholu
Druhé uchovává indexy, na kterých zač́ınaj́ı v prvńım poli
sousedé každého vrcholu

Násobné hrany v multigrafu jsou zadány násobným
uvedeńım vrcholu v seznamu sousedů

Pro ,,̌ŕıdké” grafy (výrazně méně než n2 hran) jsou
seznamy sousedů výhodněǰśı z hlediska pamět’ové
náročnosti než matice sousednosti. Takových graf̊u je mezi
śıtěmi věťsina.
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Seznamy sousedů – p̌ŕıklad

Pole index̊u do seznamu sousedů:
a b c d e
1 2 6 10 13

Seznam sousedů:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

c c c d d a b b e b b d c e

PB165 – Grafy a śıtě



Cvičeńı

1 Nakreslete všechny neisomorfńı grafy na:
1 3 vrcholech
2 4 vrcholech
3 5 vrcholech

2 Dokažte, že plat́ı
∑

y∈V (G) deg(y) = 2|E (G )| pro
neorientovaný graf.

3 Mohou dva grafy, orientovaný a neorientovaný, ḿıt stejné
matice sousednosti a zároveň stejné počty hran? Jak
takové grafy vypadaj́ı?

4 Uvažme orientovaný graf, který reprezentuje relace na
množině vrchol̊u tak, že hrana spojuje právě ty prvky,
které jsou spolu v relaci. Jakou strukturu bude ḿıt graf
reprezentuj́ıćı:

1 tranzitivńı relaci
2 relaci ekvivalence
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