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Mimo samotné spravnosti vysledku vypoéteného zapsanym algoritmem je jesté jedno
neméné dilezité hledisko k posouzeni vhodnosti algoritmu k ¥eSeni zadané tlohy. Jedna
se o Cas, ktery algoritmus stravi vypoctem.

/12 Délka vypoctu algoritmu

Asi netfeba argumentovat, Ze pfehnané dlouhd doba odezvy programu je kazdému
uzivateli nepfijemna. A co tfeba v real-time systémech, kde si zdrZeni prosté nemizeme
dovolit!

Obligatni odpov&d , kupme si rychlej§i potitat” bohuZel neni vidy ¥eSenim, jak p¥i
pokrotilém studiu sloZitosti algoritm{ sami pozndte. Mnohem vé&tsi potencial zrychleni
se skryva v algoritmech samotnych a jejich efektivnim navrhu.

Struény prehled lekce

* Délka vypoctu algoritmu, definice na nasem deklarativnim jazyce.
* Asymptotické urgeni délky vypo&tu — asymptotické chovani funkci.

* Asymptotické odhady rekurentnich vztahd.
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/12.1 O vyznamu délky vypoé&tu algoritmu

UvaZme deklarativni jazyk Definice 9.1.

Definice: Délkou vypo&tu vyrazu F' nad deklaraci A rozumime nejmensi
ptirozené k takové, ¥e pro néj existuje m € Num pro n&z F' +— * m.

(Kdyz takové m neexistuje, klademe k = o0.)

Jaka je délka vypo&tu nasledujicich vyrazi?
* 3+4—5%6; tfi kroky 3+4—-5%x6 — 3+4—-30 — 3+0 — 3.

x 34 (5 —4)x*(6+2); tentokrat Cty¥i kroky
3+(5-4)%(6+2) — 3+1%(6+2) — 3+13 > 3+3 — 6.

x 2010; zadny krok, tj. k= 0.




fPi’ﬂ(Iad 12.1. Pro ukdzku uvaZme deklaraci A obsahujici pouze rovnici

f(x)=if z then x *x f(x — 1) else 1 fi.

Véta. Pro kazdé n € N je délka vypoctu vyrazu f(n) rovna 4n + 2.

Dukaz povedeme indukci podle n:

presné 2 kroky, tj. 4 -0+ 2.
e Indukéni krok. Necht n + 1 = k. Pak

krokd.

e Bizen = 0. Plati f(0) + if 0 then 0% f(0 —1) else 1 fi — 1, coZ jsou

fk) — ifkthenkx f(k—1)elselfi — kxf(k—1) — kxf(w),

kde w = &k —1 = n. To jsou presné 3 kroky. Podle I.P. je délka
vypoltu vyrazu f(w) rovna 4n+2. Poté nasleduje jesté jeden posledni krok
vynasobeni k. Celkem se provedlo 34+ 4n+2+1=4(n+1) +2 = 4k + 2

a

N\

J




/Poél'tat presné nebo radéji ne? \

Jaky ma smysl uréeni pfesného poctu kroki algoritmu p¥i dnesnich CPU? Copak
jsme dnes schopni jednozna&né ¥ici, jak dlouho jedna instrukce CPU trva?

Z druh strany, i kdyz vime, Ze algoritmus A tfeba potfebuje 2n krokd vypoctu
a algoritmus B t¥eba potfebuje 3n krokd, je mezi nimi aZ takovy rozdil? Stadi,
kdyZ B spustime na dvakrat rychlej$im pocitaéi a pomér se hned obrati.

Obé tyto prakticky motivované tvahy nds povedou k pozndni, Ze aditivni a
multiplikativni faktory funkce poctu kroki algoritmu jsou vlastné zanedbatelné.
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Zajima-li nds jen rychlost ristu funkce f(n) v zavislosti na n, zamé&fujeme se
pfedev8im na tzv. asymptotické chovani f p¥i velkych hodnotdch n.

V popisu f nds tedy nezajimaji ani “drobné &leny”, ani konstanty, kterymi je
f ndsobena a které jen ovliviiuji &iselnou hodnotu f(n), ale ne rychlost ristu.

12.2 Asymptotické znadeni a odhady funkci

Definice: Necht g : R — IR je dand funkce. Pro funkci f: R — R piseme

fe O(g)
pokud existuji konstanty A, B > 0 takové, Ze
VneRT: f(n)<A-g(n)+B.

V praxi se obvykle (i kdyZ matematicky mén& presn&) pite misto [ € O(g)
vyraz
f(n) =0(g(n)).
Znamen3 to, slovn& Feleno, Ze funkce f neroste rychleji nez funkce g. (I kdyZz
\pro mald n tfeba mizZe byt f(n) mnohem v&tsi nez g(n).)




/Definice: Pideme [ € Q(g) neboli \

fn) =9Q(g(n))

pokud g € O(f).
Dile piteme f € ©(g), neboli

f(n)=0(g(n)),
pokud f € O(g) a zdroven [ € Q(g), neboli g € O(f).

Vyraz f(n) = O(g(n)) pak &eme jako “funkce f roste stejné rychle jako
funkce ¢".

Znateni: O funkci f(n) fikdme:

f(n) = O(n) je linearni funkce,
f(n) = ©(n?) je kvadratickd funkce,
f(n) = O(logn) je logaritmicka funkce,
x f(n) = O(n°) pro n&aké ¢ > 0 je polynomidlni funkce,
« f(n) =Q(c") pro n&jaké ¢ > 1 je exponencialni funkce.

\_




N\

Funkce f(n) = ©(n): pokud n vzroste na dvojndsobek, tak hodnota f(n)
taktéZ vzroste (zhruba) na dvojndsobek. To plati jak pro funkci f(n) = n, tak
i pro 1000000000n nebo n + +/n, atd.

Funkce f(n) = ©(n?): pokud n vzroste na dvojndsobek, tak hodnota f(n)
vzroste (zhruba) na &ty¥ndsobek. To plati jak pro funkci f(n) = n?, tak i pro
1000n? + 1000n nebo n? — 99999999n — 99999999, atd.

KPi"l’kIad 12.2. Priklady risti riznych funkci.

Naopak pro funkci f(n) = ©(2™): pokud n vzroste byt jen o 1, tak hodnota
f(n) uz vzroste (zhruba) na dvojndsobek. To je obrovsky rozdil exponencidlnich
proti polynomidlnim funkcim.

Pokud vdm t¥eba funkce 999999n? p¥ipads velkd, jak stoji ve srovndni's 27?7
Zvolme t¥eba n = 1000, kdy 99999912 = 999999000000 je je¥t& rozumng
zapsatelné &islo, ale 21090 ~ 10390 byste uZ na ¥adek nenapsali. Pro n = 10000
je rozdil jest&€ mnohem vyraznégjsi! O
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Priklad 12.3. (opakovany) Zjistéte, kolik znaki ’x’ v zdvislosti na celoliselné
hodnoté n vstupniho parametru n vypiSe nasledujici algoritmus.

Algoritmus 12.4.
foreach i«+—1,2,3,...,n-1,n do
foreach j+1,2,3,...,i-1,i do
vytiskni ’x’;
done
done

Zatimco v Lekci 8 jsme trochu zdlouhavé indukci dokazovali, Ze vysledkem je
sn(n+1) >x’, nyni si mnohem snadné&ji odvodime, e potet ’x’ je ©(n?), co?
je dostacujici asymptotickd odpovéd ve véting informatickych aplikaci.

Diikaz: Shora hned odhadneme, Ze kazda z n iteraci vn&jsiho cyklu vytiskne po
i < n znakil *x’, takZe celkem je nejvy¥e n? ’x’. Naopak zdola hned vidime,
Ze poslednich n/2 iteraci vné&jsiho cyklu vytiskne i > n/2 znakl ’x’, takZe
celkem je alespofi (n/2) - (n/2) = n?/4 >x’. Z toho podle definice hned vyjde

asymptoticky odhad ©(n?). O
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K12.3 Rekurentni odhady \

V tomto oddile si uvedeme kratky ptehled nékterych rekurentnich vzorci, se
kterymi se miiZete setkat pFi FeSeni Casové sloZitosti (p¥evazn& rekurzivnich)
algoritm.

Lema 12.5. Necht aq,...,ar,c > 0 jsou kladné konstanty takové, Ye ai +
---+ap <1, a funkce T': N — N splriuje nerovnost

T(n) <T([ain])+ T ([agn]) +--- +T([agn]) + cn.

Pak T'(n) = O(n).

Dikaz: Zvolme € > 0 takové, Ze a; + --- + ap < 1 — 2e. Pak pro dostate¢né
velkd n plati (i se zaokrouhlenim nahoru) [ain] + -+ + [axn] < (1 —&)n,
feknéme pro vSechna n > ng. Dale zvolme dostate¢né velké d > 0 tak, Ze
ed > c a zdrovell d > max {1T(n) :n=1,...,n0}.

Diéle uz snadno indukci podle n dokdZzeme T'(n) < dn pro vechna n > 1:

e Pron <ngje T(n) < dn podle nasi volby d.
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e Predpoklddejme, Ze T'(n) < dn plati pro vdechna n < nq, kde ny > ng je
libovolné. Nyni dokdzeme i pro n

T(ny) <T([ain]) + - +T(Jagni]) + cng <
<d-[ani| +---+d-[agni] +eng <
<d-(1—-¢)ny+cng <dng — (ed —c)ny < dny .

|

Lema 12.6. Necht k > 2 aay,...,a,c > 0 jsou kladné konstanty takové, Ze
ai+---+ap =1, a funkce T': N — N splriuje nerovnost

T(n) <T([ain]) +T([asn]) +---+T(Jagn]) + cn.

Pak T'(n) = O(n -logn).
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Lema 12.7. Necht a > 1, b > 1 jsou konstanty, f : N — N je funkce a pro
funkci T': N — IN plati rekurentni vztah

obecnosti je zndmo:

T(n)ga-:r(%)+f(n).

Pak plati:
x Je-li f(n) = O(n®) a c < logya, pak T'(n) = O(n'&2).
x Je-li f(n) = ©(n'°#v ), pak T'(n) = O(n'°&+< - logn).
x Je-li f(n)=0(n°) ac>log,a, pak T(n) = 0O(n).

Dikaz tohoto obecného tvrzeni ptesahuje rozsah naseho predmétu. VSimnéte
si, ze nikde ve vySe uvedenych feSenich nevystupuji pocatetni podminky, tj.
hodnoty 7°(0),7'(1),7(2),... — ty jsou “skryté” v nasi O()-notaci.

Déle v zapise pro zjednoduSeni zanedbdvdme i necelé &asti argument(, které
mohou byt zaokrouhlené.
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Priklad 12.8. Algoritmus merge-sort pro tFidéni ¢&isel pracuje zhruba
nasledovné:

« Danou posloupnost n &isel rozdéli na dvé& (skoro) poloviny.
* KaZdou polovinu set¥idi zvlast za pouZiti rekurentni aplikace merge-sort.
« Tyto dvé& uZ setFidéné poloviny ‘slije” (anglicky merge) do jedné set¥idéné
vysledné posloupnosti.
Jaky je celkovy pocet jeho krokii?

Necht na vstupu je n &isel. P¥i rozd&leni na poloviny ndm vzniknou podproblémy
o velikostech [n/2] a [n/2] (pozor na necelé poloviny). Pokud polet kroki
vypottu ozna&ime T'(n), pak rekurzivni voldni trvaji celkem

T([n/2]) +T(|n/2]).
Déle pottebujeme ¢ - n krokil (kde ¢ je vhodnd konstanta) na sliti obou &asti
do vysledného set¥idéného pole. Celkem tedy vyjde

T(n)=T(n/2])+T(|n/2])+en <T([n/2])+T([n/2]) + cn

a to uZ je tvar feSeny v Lematu 12.6 pro a3 = ay = % Vysledek tedy je
T(n) =0O(n-logn). O
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KPFﬂ(Iad 12.9. Predpokladejme na vstupu dvé , dlouhd” 2m-mistnd &isla (pro
Jednoduchost v dekadickém zdpise) A a B. Soucin A - B miiZeme rychleji (neZ
Skolnim postupem) vypocitat takto:
« Cisla si , rozd&lime na poloviny", tj. na &yFi m-mistnd &isla takovd, Ze
A=A +10"Ay a B= By + 10MBx.
« Rekurzivni aplikaci téhoZ postupu vypoclteme tFi souciny Cy = A - By,
CQ :A2~BQ aD= (Al +A2) '(Bl-i-Bg).

« Dale uZ jen seteme (ovéfte si snadno sami)

A-B=C;+10"(D — Cy — Cy) +10°™C, .

Jaky je celkovy pocet jeho kroki?

Postupujeme obdobn& predchozimu ptikladu. Necht T'(n) je polet kroki
vypoctu pro vstupni &isla A a B délky nejvy$e n = 2m. T¥i rekurzivni voldni pro
soutiny se aplikuji na &isla délek nejvyse m a m+1 (pro (Ay + Asg)- (B + Ba)),
takze trvaji celkem T'([n/2]) +T([n/2]) +T([n/2] +1). "Pomocné vypottu
souttu a rozdilu snadno vykondme v O(n) krocich a pomocné ndsobeni moc-
ninou 10 je pouhym posunutim ¢&islic.
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elkem tedy

T(n)=2T(In/2])+T([n/2] +1) 4+ O(n) <3T(In/2] +1) + O(n).

Navic ¢len ,+1" lze v argumentu asymptoticky zanedbat, a proto podle
Lematu 12.7 vypotitame log, 3 ~ 1.585 > 1 a T'(n) = O(n'°823) ~ O(n!5%%),

co? je vyrazn& rychlejsi nez gkolni postup v &ase O(n?) pro velkd n.
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