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5 Uspǒrádané množiny, Uzávěry5 Uspǒrádané množiny, Uzávěry

V této lekci dále pokračujeme prob́ıráńım binárńıch relaćı na množinách jako
nástroj̊u vyjaďruj́ıćıch vztahy mezi objekty. Zamě̌rujeme se nyńı p̌redevš́ım na relace

”
srovnávaj́ıćı“ objekty podle jejich vlastnost́ı. Takto vágně opsané relace ḿıvaj́ı jasné

společné znaky, které se objevuj́ı ve formálńı definici relace uspǒrádáńı.

2

Stručný p̌rehled lekce

* Uspǒrádané množiny a relevantńı pojmy k uspǒrádáńı.

* Hasseovské diagramy uspǒrádaných množin.

* Uzávěry relaćı – jak danou relaci
”
obohatit“ o zvolenou vlastnost.
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Vlastnosti binárńıch relaćı, zopakováńı

Necht’ R ⊆ M × M . Binárńı relace R je

• reflexivńı, právě když pro každé a ∈ M plat́ı (a, a) ∈ R;
s s

• ireflexivńı, právě když pro každé a ∈ M plat́ı (a, a) 6∈ R;

s sX X 2

• symetrická, právě když pro každé a, b ∈ M plat́ı, že jestliže (a, b) ∈ R, pak
také (b, a) ∈ R;

s s

• antisymetrická, právě když pro každé a, b ∈ M plat́ı, že jestliže
(a, b), (b, a) ∈ R, pak a = b;

s s
X

2

• tranzitivńı, právě když pro každé a, b, c ∈ M plat́ı, že jestliže (a, b), (b, c) ∈
R, pak také (a, c) ∈ R.

s s s

a b c
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5.1 Uspǒrádané množiny5.1 Uspǒrádané množiny

• Relace R ⊆ M×M je (částečné) uspǒrádáńı právě když R je reflexivńı, an-
tisymetrická a tranzitivńı. 2Tyto ťri vlastnosti je tedy ťreba ově̌rit k důkazu
toho, že daná relace R je uspǒrádáńı.2

• Neformálně řečeno: uspǒrádáńı je taková relace R ⊆ M×M , kde (x, y) ∈ R
právě když x je v nějakém smyslu

”
menš́ı nebo rovno“ než y. 2

Mohou ovšem existovat taková x, y ∈ M , kde neplat́ı (x, y) ∈ R ani
(y, x) ∈ R. (Pak ř́ıkáme, že x a y jsou nesrovnatelné.)2

• Zajisté jste se již neformálně setkali s
”
neostrým“ uspǒrádáńım č́ısel ≤

a
”
ostrým“ uspǒrádáńım < . 2Všimněte si dobře, že námi definované

uspǒrádáńı je vždy
”
neostré“.

Avšak pokud byste chtěli definovat
”
ostré“ uspǒrádáńı, mělo by vlastnosti

ireflexivńı, antisymetrické a tranzitivńı. (Př́ılǐs se však toto nepouž́ıvá.)
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• Jak názorně zobrazit (částečné) uspǒrádáńı?
Př́ıklad zjednodušeného zakresleńı (jsou vynechány šipky vyplývaj́ıćı z re-
flexivity a tranzitivity, viz Odd́ıl 5.3):

Všimněte si, že je zvykem
”
větš́ı“ prvky kreslit nad ty

”
menš́ı“.
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Definice 5.1. Uspǒrádaná množina je dvojice (M,⊑),
kde M je množina a ⊑ je (částečné) uspǒrádáńı na M .2

Definice: Uspǒrádáńı R na M je lineárńı (nebo také úplné), pokud každé dva
prvky M jsou v R srovnatelné.2

Bud’ M množina všech student̊u 1. ročńıku FI. Uvažme postupně relace
uspǒrádáńı R ⊆ M × M definované následovně (jsou to vždy uspǒrádáńı?):

• (x, y) ∈ R právě když x má alespoň takovou výšku jako y;2

• (x, y) ∈ R právě když y má alespoň takovou výšku jako x;2

• (x, y) ∈ R právě když x a y maj́ı stejné rodné č́ıslo. 2

Daľśı ukázky uspǒrádaných množin následuj́ı zde:

• (N,≤) je lineárně uspǒrádaná množina, kde ≤ má
”
obvyklý“ význam.2

• (N, | ), kde | je relace dělitelnosti, je uspǒrádaná množina. Toto uspǒrádáńı
neńı lineárńı.2

• Bud’ M množina. Pak (2M ,⊆) je uspǒrádaná množina (̌ŕıkáme inkluźı).
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Př́ıklad 5.2. Uspǒrádáńı
”
po složkách“.

Necht’ (A,≤A) a (B,≤B) jsou uspǒrádané množiny. Definujme binárńı relaci ⊑ na
A × B p̌redpisem

(a, b) ⊑ (a′, b′) právě když a ≤A a′ a b ≤B b′.

Pak (A × B,⊑) je uspǒrádaná množina. Toto usp. se nazývá
”
po složkách“.2 2

Př́ıklad 5.3. Lexikografické uspǒrádáńı.

Necht’ (A,≤A) a (B,≤B) jsou uspǒrádané množiny. Definujme binárńı relaci � na
A × B p̌redpisem

(a, b) � (a′, b′) právě když bud’ a ≤A a′ a a 6= a′, nebo a = a′ a b ≤B b′.

Pak (A × B,�) je uspǒrádaná množina. Nav́ıc pokud ≤A i ≤B jsou lineárńı, je i �
lineárńı. Toto uspǒrádáńı se nazývá lexikografické.2 2

Fakt: Jsou-li (A1,≤1), · · · , (An,≤n) uspǒrádané množiny, kde n ≥ 2, pak
množinu A1 × · · · × An lze uspǒrádat po složkách nebo lexikograficky.

Všimněte si, že ťreba lexikograficky se řad́ı slova ve slovńıku. . .
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5.2 Daľśı pojmy uspǒrádaných množin5.2 Daľśı pojmy uspǒrádaných množin

Definice 5.4. Bud’ (M,⊑) uspǒrádaná množina.

• x ∈ M je minimálńı právě když pro každé y ∈ M plat́ı, že jestliže y ⊑ x,
pak x ⊑ y.
(Tj. x je minimálńı právě když neexistuje žádný prvek osťre menš́ı než x.)

s

sX

x

2

• x ∈ M je maximálńı právě když pro každé y ∈ M plat́ı, že jestliže x ⊑ y,
pak y ⊑ x.
(Tj. x je maximálńı právě když neexistuje žádný prvek osťre větš́ı než x.)2

• x ∈ M je nejmenš́ı právě když pro každé y ∈ M plat́ı, že x ⊑ y.

s s s

s

x
2

• x ∈ M je největš́ı právě když pro každé y ∈ M plat́ı, že y ⊑ x.
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• x ∈ M pokrývá y ∈ M právě když x 6= y, y ⊑ x a neexistuje žádné
z ∈ M takové, že x 6= z 6= y a y ⊑ z ⊑ x.

s

s

s

x

y

X

2

• x ∈ M je dolńı závora (mez) množiny A ⊆ M právě když x ⊑ y pro každé
y ∈ A.

s

x

y ∈ A

• x ∈ M je horńı závora (mez) množiny A ⊆ M právě když y ⊑ x pro
každé y ∈ A.
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• x ∈ M je infimum množiny A ⊆ M právě když x je největš́ı dolńı závora
množiny A.

s

A

• x ∈ M je supremum množiny A ⊆ M , právě když x je nejmenš́ı horńı
závora množiny A.2

• A ⊆ M je řetězec v uspǒrádáńı ⊑ právě když (A,⊑) je lineárně
uspǒrádaná množina.

s

s

s

s

2

Pozor! Některé uvedené definice maj́ı dosti
”
netriviálńı chováńı“ na nekonečných

množinách. Proto je budeme obvykle uvažovat jen nad konečnými množinami. . .
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Relace p̌reduspǒrádáńı

Definice: Relace R ⊆ M × M je předuspǒrádáńı (také kvaziuspǒrádáńı, nebo
polouspǒrádáńı) právě když R je reflexivńı a tranzitivńı.2

Rozd́ıl mezi uspǒrádáńım a p̌reduspǒrádáńım je (neformálně řečeno!) v tom, že u
p̌reduspǒrádáńı srovnáváme prvky podle kritéria, které neńı pro daný prvek jedinečné.
V p̌reduspǒrádáńı takto mohou vznikat

”
cykly“. 2

Tvrzeńı 5.6. Je-li ⊑ předuspǒrádáńı na M , můžeme definovat relaci ∼ na M
předpisem

x ∼ y právě když x ⊑ y a y ⊑ x.

Pak ∼ je ekvivalence na M , která se nazývá jádro předuspǒrádáńı ⊑.2

Na rozkladu M/ ∼ pak lze zavést relaci � definovanou takto

[x] � [y] právě když x ⊑ y.

Pak (M/ ∼, �) je uspǒrádaná množina. 2

Pro ukázku si vezměme relaci dělitelnosti na Z. Pak ťreba −2 ∼ 2.
Jádrem zde jsou dvojice č́ısel stejné absolutńı hodnoty.
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Tvrzeńı 5.6. Je-li ⊑ předuspǒrádáńı na M , můžeme definovat relaci ∼ na M
předpisem

x ∼ y právě když x ⊑ y a y ⊑ x.

Pak ∼ je ekvivalence na M , která se nazývá jádro předuspǒrádáńı ⊑.2

Na rozkladu M/ ∼ pak lze zavést relaci � definovanou takto

[x] � [y] právě když x ⊑ y.

Pak (M/ ∼, �) je uspǒrádaná množina. 2

Důkaz (náznak): Tranzitivita a reflexivita relace ∼ vyplývá z tranzitivity a re-
flexivity relace ⊑. Symetrie ∼ pak je př́ımým důsledkem jej́ı definice. Tud́ıž ∼
skutečně je relaćı ekvivalence a M/ ∼ je platný rozklad.

Tranzitivita a reflexivita relace � se opět děd́ı z relace ⊑. Jej́ı antisymetrie
vyplývá následuj́ıćı úvahou: Pokud [x] � [y] a [y] � [x], pak podle naš́ı definice
x ⊑ y a y ⊑ x, neboli x ∼ y a [x] = [y] podle definice ťŕıd rozkladu. Pozor,
nejdůležitěǰśı část́ı této větve důkazu je však ještě zdůvodnit, že naše podaná
definice vztahu [x] � [y] je korektńı, což znamená, že jej́ı platnost nezáviśı na
konkrétńı volbě reprezentant̊u x z [x] a y z [y]. 2
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5.3 Hasseovské diagramy5.3 Hasseovské diagramy

Motivace: tzv. Hasseovské diagramy uspǒrádaných množin jsou přehledněǰśı než
grafy relaćı. Např́ıklad si srovnejte:

2

Definice: Hasseovský diagram konečné uspǒrádané množiny (M,⊑) je (jed-
noznačné) grafické znázorněńı vzniklé takto:

– Do prvńı
”
horizontálńı vrstvy“ zakresĺıme body odpov́ıdaj́ıćı mininálńım

prvk̊um (M,⊑). (Tj. které nepokrývaj́ı nic.)2

– Máme-li již zakreslenu
”
vrstvu“ i, pak do

”
vrstvy“ i + 1 (která je

”
nad“

vrstvou i) zakresĺıme všechny nezakreslené prvky, které pokrývaj́ı pouze
prvky

”
vrstev“ ≤ i. Pokud prvek x

”
vrstvy“ i+ 1 pokrývá prvek y

”
vrstvy“

≤ i, spoj́ıme x a y neorientovanou hranou (tj.
”
čárou“).
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Př́ıklad 5.7. Relaci dělitelnosti na množině {1, 2, . . . , 12} zakresĺıme:

2

2

Jak vid́ıme, v Hasseově diagramu
”
vynecháváme“ ty hrany relace ⊑, které

vyplývaj́ı z reflexivity či tranzitivity. To celý obrázek výrazně zpřehledńı, a přitom
nedocháźı ke ztrátě informace.

Lze vynechat i šipky na hranách, nebot’ dle definice všechny ḿı̌ŕı
”
vzhůru“.

Také pojem
”
vrstvy“ v definici je jen velmi neformálńı, důležité je, že větš́ı

(pokrývaj́ıćı) prvky jsou nad menš́ımi (pokrývanými).
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5.4 Uzávěry relaćı5.4 Uzávěry relaćı

Bud’ V (nějaká) vlastnost binárńıch relaćı. Řekneme, že V je uzav́ıratelná,
pokud splňuje následuj́ıćı podḿınky:

– Pro každou množinu M a každou relaci R ⊆ M ×M existuje alespoň jedna
relace S ⊆ M × M , která má vlastnost V a pro kterou plat́ı R ⊆ S.

– Necht’ I je množina a necht’ Ri ⊆ M ×M je relace maj́ıćı vlastnost V pro
každé i ∈ I. Pak relace

⋂

i∈I
Ri má vlastnost V .2

Fakt: Libovolná kombinace vlastnost́ı reflexivita, symetrie, tranzitivita je
uzav́ıratelná vlastnost.

Antisymetrie neńı uzav́ıratelná vlastnost. 2

Věta 5.8. Necht’ V je uzav́ıratelná vlastnost binárńıch relaćı. Bud’ M množina
a R libovolná binárńı relace na M . Pak pro množinu všech relaćı S ⊇ R na
M maj́ıćıch vlastnost V existuje infimum RV (vzhledem k množinové inkluzi),
které samo má vlastnost V .

Tuto
”
nejmenš́ı“ relaci RV s vlastnost́ı V nazýváme V -uzávěr relace R.
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Tvrzeńı 5.9. Bud’ R binárńı relace na M .

• Reflexivńı uzávěr R je přesně relace R ∪ {(x, x) | x ∈ M}.2

• Symetrický uzávěr R je přesně relace
↔

R= {(x, y) | (x, y) ∈ R nebo (y, x) ∈ R}.2

Bud’ T funkce, která pro každou binárńı relaci S vrát́ı relaci

T (S) = S ∪ {(x, z) | existuje y takové, že (x, y), (y, z) ∈ S}

a T i = T ◦ · · · ◦ T
︸ ︷︷ ︸

i

budiž i-krát iterovaná aplikace funkce T . 2

• Tranzitivńı uzávěr R je přesně relace R+ =
⋃

∞

i=1
T i(R).2

• Reflexivńı a tranzitivńı uzávěr R je přesně relace R∗ =
⋃

∞

i=1
T i(Q), kde

Q je reflexivńı uzávěr R.2

• Reflexivńı, symetrický a tranzitivńı uzávěr R (tj. nejmenš́ı ekvivalence ob-

sahuj́ıćı R) je přesně relace (
↔

Q)+, kde Q je reflexivńı uzávěr R.



Petr Hliněný, FI MU Brno 16 FI: IB000: Uspǒrádané množiny, Uzávěry

Význam reflexivńıch a symetrických uzávěr̊u je z předchoźıho docela žrejmý.

Význam tranzitivńıho uzávěru R+ je následovný: Do R+ přidáme všechny ty
dvojice (x, z) takové, že v R se lze

”
dostat po šipkách“ z x do z. Nakreslete si to

na paṕır pro nějakou jednoduchou relaci, abyste význam tranzitivńıho uzávěru
lépe pochopili.

A jak bylo dř́ıve řečeno, antisymetrický uzávěr relace prostě nemá smysl.

Bud’ R ⊆ N×N definovaná takto: R = {(i, i + 1) | i ∈ N}. Pak R∗ je běžné
lineárńı uspǒrádáńı ≤ přirozených č́ısel.


