
Konečné automaty

Definice 1. Konečný automat (Finite Automaton, FA) M je pětice

(Q,Σ, δ, q0, F ), kde

• Q je neprázdná konečná množina stav̊u.

• Σ je konečná vstupńı abeceda.

• δ : Q × Σ → Q je parciálńı p̌rechodová funkce.

• q0 ∈ Q je počátečńı (iniciálńı) stav.

• F ⊆ Q je množina koncových (akceptuj́ıćıch) stav̊u.
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Př́ıklad a zápis tabulkou
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Zápis grafem
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Výpočet konečného automatu

Rozš́ı̌rená p̌rechodová funkce δ̂: Q × Σ∗ → Q je parciálńı funkce

definovaná induktivně vzhledem k délce slova ze Σ∗:

• δ̂(q, ε) = q pro každý stav q ∈ Q.

• δ̂(q, wa) =

{
δ(δ̂(q, w), a) je-li δ̂(q, w) i δ(δ̂(q, w), a) definováno,

⊥ jinak.

Slovo w je akceptováno automatem M právě když δ̂(q0, w) ∈ F .

Slovo w je zaḿıtáno automatem M právě když δ̂(q0, w) 6∈ F .
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Jazyk p̌rij́ımaný (akceptovaný, rozpoznávaný) automatem M je

L(M) = {w ∈ Σ∗ | δ̂(q0, w) ∈ F}.

Jazyk, který je rozpoznatelný (nějakým) konečným automatem,

nazveme regulárńı.

Ekvivalenci konečných automat̊u definujeme podobně jako v př́ıpadě

gramatik: konečné automaty M a M′ jsou ekvivalentńı, pokud L(M) =

L(M′).
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Parcialita p̌rechodové funkce

Přechodová funkce δ zavedena jako parciálńı.

Parcialita přechodové funkce nemá podstatný vliv na výpočetńı śılu

konečných automat̊u.

Lemma 1. Ke každému FA M existuje ekvivalentńı FA M′ s totálńı

přechodovou funkćı.

Idea důkazu

//gfed`abcq0

a

''

b

//gfed`abc_^]\XYZ[q1
gfed`abc_^]\XYZ[q2BC@A
a

GF //

b
++gfed`abcq3

a

kk
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Důkaz. Nechť M = (Q,Σ, δ, q0, F ).

Nechť automat M′ je definován předpisem

M′ = (Q ∪ {p},Σ, δ′, q0, F ), kde p 6∈ Q a

δ′(q, a) =

{
δ(q, a) je-li δ(q, a) definováno,

p jinak.

Zejména δ′(p, a) = p pro každé a ∈ Σ.

D̊ukaz korektnosti:

• M’ má totálńı přechodovou funkci – žrejmé z definice M′.

• M a M’ jsou ekvivalentńı – dokážeme.
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Indukćı k délce slova ově̌ŕıme, že pro každé q ∈ Q a w ∈ Σ∗ plat́ı

δ̂′(q, w) =

{
δ̂(q, w) je-li δ̂(q, w) definováno,

p jinak.

Jelikož p 6∈ F , plat́ı L(M) = L(M′). 2
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Konstrukce konečných automat̊u

Máme za úkol sestrojit automat rozpoznávaj́ıćı jazyk

L = {w ∈ {a, b}∗ | w obsahuje podslovo abaa}

Označeńı stav̊u automatu zvoĺıme tak, aby bylo patrné, jaká část

požadovaného podslova abaa již byla automatem přečtena:
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Př́ıklad

{w ∈ {a, b}∗ | w obsahuje podslovo abaa ∧ (w = b ∨ w zač́ıná i konč́ı

na a a mezi dvěma výskyty

b je alespoň jedno a)}

gfed`abc1 gfed`abc2 gfed`abc3 gfed`abc4 gfed`abc5

gfed`abcq gfed`abcq1 gfed`abcq2 gfed`abcq3 gfed`abcq4 gfed`abcq5

gfed`abcr gfed`abcr1 gfed`abcr2 gfed`abcr3 gfed`abcr4 gfed`abcr5

gfed`abcs gfed`abcs1 gfed`abcs2 gfed`abcs3 gfed`abcs4 gfed`abcs5

gfed`abct gfed`abct1 gfed`abct2 gfed`abct3 gfed`abct4 gfed`abct5
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Synchronńı paralelńı kompozice automat̊u

Pro dané automaty M1 a M2 umožňuje sestrojit automat rozpoznávaj́ıćı

pr̊unik (sjednoceńı, rozd́ıl) jazyků L(M1) a L(M2).

Nechť M1 = (Q1,Σ, δ1, q1, F1), M2 = (Q2,Σ, δ2, q2, F2)

a p̌rechodové funkce δ1, δ2 jsou totálńı.

Definujeme FA M3 = (Q3,Σ, δ3, q3, F3), kde

• Q3 = Q1 × Q2 = {(p, q) | p ∈ Q1, q ∈ Q2}

• F3 = F1 × F2 = {(p, q) | p ∈ F1, q ∈ F2}

• q3 = (q1, q2)

• δ3((p, q), a) = (δ1(p, a), δ2(q, a))

Tvrzeńı: L(M3) = L(M1) ∩ L(M2)
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Důkaz. Nejprve dokážeme toto tvrzeńı:

δ̂3((q1, q2), w) = (p, q) ⇐⇒ δ̂1(q1, w) = p ∧ δ̂2(q2, w) = q

Důkaz se provede indukćı vzhledem k |w|.

• Základńı krok |w| = 0:

Z definice δ̂3((q1, q2), ε) = (q1, q2), δ̂1(q1, ε) = q1, δ̂2(q2, ε) = q2.

Pro w = ε je tedy ekvivalence platná.

• Indukčńı krok: Nechť w = va, kde v ∈ Σ∗, a ∈ Σ. Plat́ı:

δ̂3((q1, q2), va) = (p, q) ⇐⇒

δ̂3((q1, q2), v) = (r, s) ∧ δ3((r, s), a) = (p, q) ⇐⇒

δ̂1(q1, v) = r ∧ δ̂2(q2, v) = s ∧ δ1(r, a) = p ∧ δ2(s, a) = q ⇐⇒

δ̂1(q1, va) = p ∧ δ̂2(q2, va) = q
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Nyńı již lze snadno dokázat vlastńı tvrzeńı věty:

w ∈ L(M3) ⇐⇒

δ̂3((q1, q2), w) = (p, q) kde p ∈ F1 a q ∈ F2 ⇐⇒

δ̂1(q1, w) = p ∧ δ̂2(q2, w) = q ⇐⇒

w ∈ L(M1) ∩ L(M2). 2

Modifikace pro sjednoceńı, tj. L(M3) = L(M1) ∪ L(M2):

DÚ: Modifikujte konstrukci tak, aby platilo L(M3) = L(M1)rL(M2).
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Automat pro komplement

K automatu M = (Q,Σ, δ, q0, F ) s totálńı p̌rechodovou funkćı

sestroj́ıme automat M rozpoznávaj́ıćı jazyk co–L(M) jako

M = (Q,Σ, δ, q0, Q r F ).

M:

//gfed`abcq0

a

%%

b

//gfed`abc_^]\XYZ[q1
gfed`abc_^]\XYZ[q2BC@A
a

GF//

b
**gfed`abcq3

a

jj

M:

//gfed`abcq0

a

%%

b

//gfed`abcq1
gfed`abcq2BC@A
a

GF //

b
**gfed`abcq3

a

jj
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