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2 Druhé cviceni

2.1 Syntax
Definice 2.1 Abecedu vijrokové logiky tvori nasledujici symboly:

e znaky pro vijrokové proménné A, B,C, ..., kterych je spo¢etné mnoho;
e logické spojky N, V,—,— a
e zdvorky (a).

Formule vyrokové logiky je slovo ¢ nad abecedou vyrokové logiky, pro které existuje vytvorugjici
posloupnost, tj. kone¢nd posloupnost slov ¥1, ..., ¥k, kde k > 1, ¢, = ¢ a pro kazdé 1 <i <k
m4 slovo 1; jeden z nésledujicich tvaru:

e vyrokova proménnd
e —; pro néjaké 1 < j <1,
e (¢ 01pjr) pro nejakd 1 < j, 5" < i, kde o je jeden ze symbolu A, V, —.

Piiklad 2.2 Jsou nasledujici slova formulemi vyrokové logiky? Rozhodnéte a dokazte.

a)
b)

c)
d)

(A1 — A2) A (A3 V = Ag))

(A 1—>(A2—>(A3—>(A4—>

(tento zdpis znaci nekonecné Slovo)

(Al/\(Ag/\( (Ak 1/\Ak) ))) kde kK € N

(tento zépis je pouze zkratka pro slovo o 4k — 3 znacich)
(A1 AVA)

2.2 Sémantika

Definice 2.3 Pravdivostni ohodnoceni (valuace) je zobrazeni v, které kazdé vyrokové proménné
pritadi hodnotu 0 nebo 1. Metamatematickou indukci k délce vytvotujici posloupnosti jed-
nozna¢né rozsifime v na vSechny vyrokové formule:

v(A) jiz definovano;

v(—)) definujeme jako 0, pokud v(¢)) = 1, jako 1 jinak;

v(11 A 1g) definujeme jako 1, pokud v(wl) =1 av(¢q) = 1, jako 0 jinak;
v(1)1 V 1) definujeme jako 1, pokud v(t)1) = 1 nebo v(1h2) = 1, jako 0 jinak;
v(1h1 — 19) definujeme jako 1, pokud v(e1) = 0 nebo v(¢9) = 1, jako 0 jinak.

Daile fekneme, ze vyrokova formule ¢ je

e pravdivd (resp. nepravdivd) pri valuaci v, pokud v(p) =1 (resp. 0);
e je splnitelnd, pokud existuje valuace v takovd, ze v(p) = 1;
e tautologie, jestlize v(p) = 1 pro kazdou valuaci v.

Soubor T vyrokovych formulf je splnitelny, jestlize ex. v takové, ze v(p) = 1 pro kazdé ¢ z T.
Formule ¢ a 1 jsou ekvivalentni (¢ = 1), pravé kdyz pro kazdou valuaci v plati, ze v(p) = v()).

Priklad 2.4 Je nasledujici formule s vyrokovymi proménnymi A, B, C splnitelnd? Rozhodnéte
a dokazte.
(A= -AAN((B<C)ANCA—-O))

Priklad 2.5 Dejte piiklad formuli ¢ a i takovych, ze

e ¢ — 1 je tautologie a zaroven
e ) — ¢ je kontradikce.

Piiklad 2.6 Nechf A je vyrokovéd proménni. Rozhodnéte a dokaZte, zda existuje formule ¢
takova, ze

a) p—=(p—>A)~ A

b) ¢ = (p > A)~ A
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) p—> (A= )= A
d) (p = A) - px=-A

Piiklad 2.7 (SAT solver) Najdéte co nejrychleji spliujici valuaci.

(AVBV-D)A(-BVCV-D)A(DV-AV-B)A(-AV BVC)A
(mAV-BV-C)AN(mAV-CVD)AN(BVAVC)A(=DV-BV-C)A
(BV—=BV-C)A(=mAVBVA)AN(CV-BVD)AN(AV-BVC)

Piiklad 2.8 Méjme tii domorodce, Argh, Bhee a Cshou, z Ostrova poctivel a padouchii.! Kazdy
obyvatel tohoto ostrova je bud’ poctivec nebo padouch, poctivei mluvi vzdy pravdu, padousi vidy
1zou. Domorodci Argh a Bhee pronesou néasledujici tvrzeni:

a) Argh: “Bhee a Cshou jsou oba poctivei”
Bhee: “Argh je padouch a Cshou je poctivec”
b) Argh: “Bhee je padouch”
Bhee: “Argh a Cshou maji ruznou povahu”

Ktefi domorodci jsou poctivci a ktefi padousi?

2.3 Aplikace

Definice 2.9 Orientovany graf je dvojice G = (V, E), kde V je mnozina vrcholti a E C V? je
mnozina orientovanych hran mezi vrcholy.

Neorientovany graf je dvojice G = (V, E), kde V' je mnozina vrcholi a E C {{u,v} | u,v € V}
je mnozina hran mezi vrcholy (tedy mnozina neuspoiddanych dvojic).

Graf je souvisly, pokud pro kazdé dva vrcholy u, v existuje alespon jedna cesta z u do v. Ne-
orientovany graf je strom, pokud je souvisly a po odebréni libovolné hrany se stane nesouvislym.

Piiklad 2.10 Nechf G je neorientovany souvisly graf. Naleznéte systém formuli 7 takovy, ze
T je splnitelny — G je souvisly, ale nen{ strom
Piiklad 2.11 Nechf A, B jsou spocetné mnoziny a R C A x B je relace takové, Zze pro kazdé
a € Aje B, ={b]| (a,b) € R} konetny neprazdny soubor. Naleznéte systém formuli T takovy,
ze
T je splnitelny = existuje injektivni funkce f : A — B takova, ze f C R
(Také zaddni muzete chépat jako bipartitni graf zadany pomoci (A, B, R) s parovanim f.)

Definice 2.12 Necht G = (V, E) je orientovany graf a |V| = n. Hamiltonovskd kruznice (HK) v
orientovaném grafu G je posloupnost vrcholi vy, vy, . .., vy, tak Ze vg = v,, pro véechna 0 < i < n
plati (v;,viy1) € E a pro viechna 0 < i < j < n plati v; # v;.

Piiklad 2.13 Nechf G je orientovany graf. Zadejte formuli ¢ takovou, ze plati
 je splnitelnd <= G obsahuje Hamiltonovskou kruznici (1)
a  lze sestrojit v polynomidlnim case.

(Ukolem je tedy v polynomialnim case redukovat problém Hamiltonovské kruznice na NP-uplny
problém splnitelnosti vyrokovych formuli (SAT).)

1Tento pifklad pochazi z knihy Navéky nerozhodnuto od Raymonda Smullyana,



