
5 Páté cvičeńı

Vzorové řešeńı většiny těchto př́ıklad̊u na http://www.fi.muni.cz/∼xbrazdil/plogika.ps

5.1 Základy predikátové logiky

Př́ıklad 5.1 Mějme jazyk L = {P} bez rovnosti, kde P je binárńı predikátový symbol. Rozhodněte
a dokažte, zda plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

a) M |= ∀x ∀z (P (x, z)→ ∃y P (x, y))

b) M |= (∀x ∃y P (x, y))→ (∃y ∀x P (x, y))

c) M |= (∃y ∀x P (x, y))→ (∀x ∃y P (x, y))

Př́ıklad 5.2 Rozhodněte, zda plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı: Mějme nějaký jazyk L, realizaci M
jazyka L a formuli ϕ predikátového počtu jazyka L. Pak

M |= ϕ právě tehdy, když M 6|= ¬ϕ

Př́ıklad 5.3 Rozhodněte, zda plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı: Mějme jazyk L, realizaci M jazyka L a
uzavřenou formuli ϕ predikátového počtu jazyka L. Pak

M |= ϕ právě tehdy, když M 6|= ¬ϕ

Př́ıklad 5.4 Mějme jazyk L = {<} s rovnost́ı, kde < je binárńı predikátový symbol. Uvažme
tři realizace N ,Z,Q jazyka L s nosiči N,Z,Q (množiny přirozených, celých a racionálńıch č́ısel),
které interpretuj́ı symbol < jako standardńı ostré uspořádáńı na př́ıslušné množině č́ısel. Dejte
př́ıklad uzavřené formule ϕ predikátového počtu jazyka L takové, že

a) N |= ϕ,Z 6|= ϕ,Q 6|= ϕ

b) N 6|= ϕ,Z |= ϕ,Q 6|= ϕ

c) N 6|= ϕ,Z 6|= ϕ,Q |= ϕ

Př́ıklad 5.5 Mějme jazyk L = {·} s rovnost́ı, kde · je binárńı funkčńı symbol. Uvažme tři
realizace Z,Q,R s nosiči Z,Q,R (množiny celých, racionálńıch a reálných č́ısel), které intepretuj́ı
symbol · jako standardńı násobeńı č́ısel. Dejte př́ıklad uzavřené formule ϕ predikátového počtu
jazyka L takové, že

a) Z 6|= ϕ,Q |= ϕ

b) Q 6|= ϕ,R |= ϕ

Př́ıklad 5.6 Necht’ ϕ je formule predikátového počtu jazyka L taková, že x je jediná volná
proměnná ve ϕ. Rozhodněte, zda pro libovolnou realizaci M jazyka L a libovolnou proměnnou
y substituovatelnou za x ve ϕ plat́ı

a) M |= ϕ→ (ϕ(x/y)),

b) M |= ϕ→ ∃y (ϕ(x/y)).

5.2 Teorie

Př́ıklad 5.7 Mějme jazyk L = ∅ s rovnost́ı. Dejte př́ıklad teorie T s jazykem L takové, že
všechny jej́ı modely maj́ı nekonečný nosič.

Př́ıklad 5.8 Mějme jazyk L = {S} s rovnost́ı, kde S je unárńı funkčńı symbol. Dejte př́ıklad
splnitelné konečné teorie T s jazykem L takové, že všechny jej́ı modely maj́ı nekonečný nosič.

Př́ıklad 5.9 Mějme jazyk L = {S} s rovnost́ı, kde S je unárńı funkčńı symbol. Mějme teorii

T = {∀x ∀y (S(x) = S(y)→ x = y)}.

Rozhodněte a dokažte, zda plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

a) T |= ∀x ¬(S(x) = x)

b) Teorie T je bezesporná.

c) Teorie T je úplná.
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