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1 Pojem grafu

Grafy jsou jedńım z nejdůležitěǰśıch pojmů diskrétńı matematiky. Neformálně, graf se skládá z

• vrchol̊u neboli také uzl̊u (
”
punt́ıků“)

• a hran (
”
spojnic“) mezi dvojicemi vrchol̊u.

(Pozor, neplet’me si graf s grafem funkce!)

2

Takový graf může vyjadřovat souvislosti mezi objekty, návaznosti, spojeńı nebo toky, atd. Své
důležité ḿısto v informatice si grafy źıskaly dobře vyváženou kombinaćı svých vlastnost́ı –
snadným názorným nakresleńım a zároveň jednoduchou zpracovatelnost́ı na poč́ıtač́ıch.

Stručný p̌rehled lekce

• Zavedeńı a pochopeńı graf̊u, jejich základńı pojmy.

• Př́ıklady běžných ťŕıd graf̊u.

• Stupně vrchol̊u v grafech.

• Podgrafy, isomorfismus graf̊u a jeho poznáńı.
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1.1 Definice grafu

Definice 1.1. Graf (rozš́ı̌reně obyčejný či jednoduchý neorientovaný graf)
je uspǒrádaná dvojice G = (V, E), kde V je množina vrchol̊u a E je množina hran –
množina vybraných dvouprvkových podmnožin množiny vrchol̊u.

Značeńı: Hranu mezi vrcholy u a v ṕı̌seme jako {u, v}, nebo zkráceně uv.
Vrcholy spojené hranou jsou sousedńı.
Na množinu vrchol̊u grafu G odkazujeme jako na V (G), na množinu hran E(G). 2

Fakt: Na graf se lze d́ıvat také jako na symetrickou ireflexivńı relaci, kde hrany tvǒŕı
právě dvojice prvků z této relace. 2

Poznámka: Grafy se často zadávaj́ı př́ımo názorným obrázkem, jinak je lze také zadat výčtem
vrchol̊u a výčtem hran. Např́ıklad:

V = {1, 2, 3, 4}, E =

n

{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {3, 4}
o

1

2 3 4
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Běžné typy graf̊u

Pro snadněǰśı vyjaďrováńı je zvykem některé běžné typy graf̊u nazývat popisnými jmény.

Kružnice délky n má n ≥ 3 vrchol̊u spojených do jednoho cyklu n hranami:

Cn 6

5 2

1

7 . . .

4

n

3

2

Cesta délky n má n + 1 vrchol̊u spojených za sebou n hranami:

Pn
1 2 3 4 . . . n n+1
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Úplný graf na n ≥ 1 vrcholech má n vrchol̊u, všechny navzájem pospojované (tj.
celkem

(

n

2

)

hran):

Kn

1

2

3

4 n. . . 2

Úplný bipartitńı graf na m ≥ 1 a n ≥ 1 vrcholech má m + n vrchol̊u ve dvou
skupinách (partitách), p̌ričemž hranami jsou pospojované všechny m · n dvojice
z r̊uzných skupin:

Km,n

m

n
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1.2 Stupně vrchol̊u v grafu

Definice 1.2. Stupněm vrcholu v v grafu G

rozuḿıme počet hran vycházej́ıćıch z v. Stupeň v v grafu G znač́ıme dG(v).

Slovo
”
vycházej́ıćı“ zde nenaznačuje žádný směr; je totǐz obecnou konvenćı ř́ıkat, že hrana

vycháźı z obou svých konc̊u zároveň.

s s

s s

s s

3 3

2 2

2 2

s s

s s

s s

4 3

2 5

3 3

Např́ıklad v nakreslené ukázce jsou stupně př́ımo zapsány u vrchol̊u.2

Definice: Graf je d-regulárńı, pokud všechny jeho vrcholy maj́ı stejný stupeň d.

Značeńı: Nejvyš̌śı stupeň v grafu G znač́ıme ∆(G) a nejnižš́ı δ(G).

Věta 1.3. Součet stupň̊u v grafu je vždy sudý, roven dvojnásobku počtu hran. 2

Důkaz. Při sč́ıtáńı stupňů vrchol̊u v grafu započ́ıtáme každou hranu dvakrát – jednou
za každý jej́ı konec. Proto výsledek vyjde sudý. 2
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Vlastnosti stupňů

Jelikož v obyčejném grafu zvlášt’ nerozlǐsujeme mezi jednotlivými vrcholy, nemáme dáno
žádné pǒrad́ı, ve kterém bychom stupně vrchol̊u měli psát. Proto si stupně obvykle
sěrazujeme podle velikosti.

* Zaj́ımavou otázkou je, které posloupnosti stupňů odpov́ıdaj́ı vrchol̊um skutečných
graf̊u?

(Nap̌ŕıklad posloupnost stupňů 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 nemůže nastat nikdy.) 2

Věta 1.4. Necht’ d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dn je posloupnost p̌rirozených č́ısel. Pak existuje

graf s n vrcholy stupň̊u

d1, d2, . . . , dn

právě tehdy, když existuje graf s n − 1 vrcholy stupň̊u

d1, d2, . . . , dn−dn−1, dn−dn
− 1, . . . , dn−2 − 1, dn−1 − 1 .

K použit́ı Věty 1.4: Ḿırně nepřehledný formálńı zápis věty znamená, že ze sěrazené posloup-
nosti odebereme posledńı (největš́ı) stupeň dn a od tolika dn bezprosťredně předchoźıch stupňů
odečteme jedničky. Zbylé stupně na začátku posloupnosti se nezměńı.
(Nezapomeňme, že posloupnost je ťreba znovu sěradit dle velikosti.)
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Př́ıklad 1.5. Existuje graf se stupni vrchol̊u:

(1, 1, 1, 2, 3, 4) ?

Dle Věty 1.4 uprav́ıme na (1, 0, 0, 1, 2), uspǒrádáme ji (0, 0, 1, 1, 2),
pak znovu (0, 0, 0, 0) a takový graf už jasně existuje.

Na druhou stranu, jak takový graf sestroj́ıme? 2

(Obvykle neńı jediný, ale nás zaj́ımá aspoň jeden z nich.) Prostě obrát́ıme
p̌redchoźı postup, začneme z grafu se 4 vrcholy bez hran, p̌ridáme vrchol stupně
2 spojený se dvěma z nich a daľśı vrchol stupně 4 takto:

s s s s s s s s

s

s s s s

s

s
2

(1, 1, 1, 1, 2, 3, 4, 6, 7) ? 2

Podobně uprav́ıme na (1, 0, 0, 0, 1, 2, 3, 5) a uspǒrádáme ji (0, 0, 0, 1, 1, 2, 3, 5),
pak znovu (0, 0,−1, 0, 0, 1, 2), ale to už p̌rece nelze – stupně nejsou záporné.
Proto takový graf neexistuje.

2
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1.3 Podgrafy a Isomorfismus

Definice: Podgrafem grafu G rozuḿıme libovolný graf H na podmnožině vrchol̊u
V (H) ⊆ V (G), který má za hrany libovolnou podmnožinu hran grafu G maj́ıćıch
oba vrcholy ve V (H).

Ṕı̌seme H ⊆ G, tj. stejně jako množinová inkluze (ale význam je trochu jiný). 2

Na následuj́ıćım obrázku vid́ıme zvýrazněné podmnožiny vrchol̊u hran. Proč se vlevo nejedná
o podgraf? Vpravo už podgrafem je.

s s

s s

s s

s s

s

s s

s s

s s

s s

s

2

Definice: Indukovaným podgrafem je podgraf H ⊆ G takový, který obsahuje všechny
hrany grafu G mezi dvojicemi vrchol̊u z V (H).



Petr Hliněný, FI MU Brno 9 FI: MA010: Pojem grafu

Definice 1.6. Isomorfismus graf̊u G a H

je bijektivńı (vzájemně jednoznačné) zobrazeńı f : V (G) → V (H), pro které plat́ı, že
každá dvojice vrchol̊u u, v ∈ V (G) je spojená hranou v G právě tehdy, když je dvojice
f(u), f(v) spojená hranou v H .

Grafy G a H jsou isomorfńı pokud mezi nimi existuje isomorfismus.
Ṕı̌seme G ≃ H . 2

Fakt: Isomorfńı grafy maj́ı stejný počet vrchol̊u (i hran).

Z nakreslených ťŕı graf̊u jsou prvńı dva isomorfńı – jsou to jen r̊uzná nakresleńı téhož grafu,
kružnice délky 5. (Určitě snadno najdete isomorfismus mezi nimi. Pro jednoduchost isomor-
fismus zakreslete do obrázku tak, že vrcholy prvńıho oč́ıslujete č́ısly 1 až 5 a vrcholy druhého
stejnými č́ısly v pǒrad́ı odpov́ıdaj́ıćım jeho bijekci.) Třet́ı graf jim isomorfńı neńı, nebot’,
např́ıklad, má vrcholy jiných stupňů. 2

Fakt: Pokud je bijekce f isomorfismem, muśı zobrazovat na sebe vrcholy stejných
stupňů, tj. dG(v) = dH(f(v)). Naopak to však nestač́ı!
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Př́ıklad 1.7. Jsou následuj́ıćı dva grafy isomorfńı?

s s

s s

s s

s s

s s

s s

Pokud mezi nakreslenými dvěma grafy hledáme isomorfismus, nejprve se pod́ıváme, zda
maj́ı stejný počet vrchol̊u a hran. 2Maj́ı. Pak se pod́ıváme na stupně vrchol̊u a zjist́ıme,
že oba maj́ı stejnou posloupnost stupňů 2, 2, 2, 2, 3, 3. 2Takže ani takto jsme mezi nimi
nerozlǐsili a mohou (nemusej́ı!) být isomorfńı. Dále tedy nezbývá, než zkoušet všechny
p̌ŕıpustné možnosti zobrazeńı isomorfismu z levého grafu do pravého. 2

Na levém grafu si pro ulehčeńı všimněme, že oba vrcholy stupně ťri jsou si symetrické,
proto si bez újmy na obecnosti můžeme vybrat, že vrchol označený 1 se zobraźı na 1′.
Druhý vrchol stupně ťri, označený 4, se muśı zobrazit na analogický vrchol druhého
grafu 4′. A zbytek již plyne snadno:

s s

s s

s s

1 4

2 3

6 5

s s

s s

s s

1’ 2’

3’ 4’

5’ 6’

2
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Věta 1.8. Relace
”
být isomorfńı“ ≃ na ťŕıdě všech graf̊u je ekvivalenćı. 2

Důkaz. Relace ≃ je reflexivńı, protože graf je isomorfńı sám sobě identickým zo-
brazeńım. Relace je také symetrická, nebot’ bijektivńı zobrazeńı lze jednoznačně obrátit.
Tranzitivnost ≃ se snadno dokáže skládáńım zobrazeńı–isomorfismů. 2

Důsledkem je, že všechny grafy se rozpadnou na ťŕıdy isomorfismu. V praxi pak, pokud
mluv́ıme o grafu, mysĺıme t́ım obvykle jeho celou ťŕıdu isomorfismu, tj. nezálež́ı nám
na konkrétńı prezentaci grafu.



Petr Hliněný, FI MU Brno 12 FI:MA010: Pojem grafu

Daľśı grafové pojmy

Značeńı: Mějme libovolný graf G.

• Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějaké kružnici, ř́ıkáme kružnice v G.

• Speciálně ř́ıkáme trojúhelńık kružnici délky 3. 2

• Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějaké cestě, ř́ıkáme cesta v G. 2

• Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějakému úplnému grafu, ř́ıkáme klika v G.

• Podmnožině vrchol̊u X ⊆ V (G), mezi kterými nevedou v G v̊ubec žádné hrany,
ř́ıkáme nezávislá množina X v G. 2

• Indukovanému podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějaké kružnici, ř́ıkáme in-

dukovaná kružnice v G.
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s s

s s

s s

1 4

2 3

6 5

s s

s s

s s

1 4

2 3

6 5

Prvńı z ukázaných graf̊u nap̌ŕıklad neobsahuje žádný trojúhelńık, ale obsahuje kružnici
délky 4, dokonce indukovanou. Druhý graf trojúhelńık obsahuje a kružnici délky 4
taktéž. Prvńı graf obsahuje cestu délky 4 na vrcholech 1, 2, 3, 4, 5, ale ta neńı induko-
vaná. Indukovaná cesta délky 4 v něm je ťreba 2, 3, 4, 5, 6. Druhý graf tyto cesty také
obsahuje, ale naopak žádná z nich neńı indukovaná.

Prvńı graf má nejvěťśı kliku velikosti 2 – jedinou hranu, kdežto druhý graf má věťśı
kliku na vrcholech 3, 4, 5. Nejvěťśı nezávislá množina u obou graf̊u má 3 vrcholy 2, 4, 6.
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Př́ıklad 1.9. Jsou následuj́ıćı dva grafy isomorfńı?

s s

s s

s s

s s

s s

s s

2

Postupovat budeme jako v Př́ıkladě 1.7, nejprve ově̌ŕıme, že oba grafy maj́ı stejně
mnoho vrchol̊u i stejnou posloupnost stupňů 2, 2, 2, 2, 3, 3. Pokud se však budeme snažit
naj́ıt mezi nimi isomorfismus, něco stále nebude sedět, že? Co nám tedy v nalezeńı
isomorfismu bráńı? Pod́ıvejme se, že v druhém grafu oba vrcholy stupně ťri maj́ı svého
společného souseda, tvǒŕı s ńım trojúhelńık. V prvńım grafu tomu tak neńı, prvńı graf
dokonce nemá žádný trojúhelńık. Proto zadané dva grafy nejsou isomorfńı. 2 2

Poznámka: Výše uvedené př́ıklady nám ukazuj́ı některé cesty, jak poznat (tj. naj́ıt nebo vy-
loučit) isomorfismus dvou graf̊u. Ty však ne vždy muśı fungovat. Čtená̌r se může ptát, kde
tedy najde nějaký univerzálńı postup pro nalezeńı isomorfismu? 2

Bohužel vás muśıme zklamat, žádný rozumný univerzálńı postup neńı znám a zat́ım plat́ı, že
jediná vždy funguj́ıćı cesta pro nalezeńı či nenalezeńı isomorfismu mezi dvěma grafy je ve stylu
vyzkoušejte všechny možnosti bijekćı mezi vrcholy těchto graf̊u. (Těch je, jak známo, až n!)
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1.4 Orientované grafy a multigrafy

V některých p̌ŕıpadech (nap̌ŕıklad u toků v śıt́ıch) poťrebujeme u každé hrany vyjáďrit
jej́ı směr. To vede na definici orientovaného grafu, ve kterém hrany jsou uspǒrádané
dvojice vrchol̊u. (V obrázćıch kresĺıme orientované hrany se šipkami.)

Definice: Orientovaný graf je uspǒrádaná dvojice D = (V, E), kde E ⊆ V × V .

Fakt: Orientované grafy odpov́ıdaj́ı relaćım, které nemuśı být symetrické.

Značeńı: Hrana (u, v) v orientovaném grafu D zač́ıná ve vrcholu u a konč́ı ve (ḿı̌ŕı
do) vrcholu v. Opačná hrana (v, u) je r̊uzná od (u, v) !
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Nav́ıc někdy můžeme mluvit o tzv. multigrafech, ve kterých padaj́ı témě̌r všechna
omezeńı na hrany. . .

V multigrafu může mezi dvojićı vrchol̊u vést libovolný počet hran – tzv. násobné hrany,
a některé z nich mohou být i orientované.
Také jsou povoleny hrany, které maj́ı oba konce totožné – tzv. smyčky.

Definice: Multigraf je uspǒrádaná trojice M = (V, E, ε), kde V ∩ E = ∅ a
ε : E →

(

V

2

)

∪ V ∪ (V × V ) je incidenčńı zobrazeńı hran.

Značeńı
`

V

2

´

v definici reprezentuje neorientované hrany, V neorientované smyčky a V × V

orientované hrany a smyčky. Smyčky a paralelńı hrany lehce ilustruje následuj́ıćı obrázek:

s s

s s
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1.5 Implementace graf̊u

Mějme jednoduchý graf G na n vrcholech a značme vrcholy jednoduše č́ısly V (G) =
{0, 1, . . . , n − 1}. Pro poč́ıtačovou implementaci grafu G se nab́ızej́ı dva základńı
způsoby:

• Matićı sousednosti, tj. dvourozměrným polem g[][], ve kterém g[i][j]=1 zna-
mená hranu mezi vrcholy i a j.

• Výčtem soused̊u, tj. použit́ım opět dvourozměrné pole h[][] a nav́ıc pole d[]

stupňů vrchol̊u. Zde prvky h[i][0],h[i][1],...,h[i][d[i]-1] udávaj́ı sez-
nam sousedů vrcholu i.

Poznámka: Dávejte si pozor na symetrii hran v implementaci!

Implementace matićı sousednosti je hezká svou jednoduchost́ı.

Druhá možnost se však mnohem lépe hod́ı pro grafy s malým počtem hran, což nastává ve
většině praktických aplikaćı.
(Nav́ıc je implementace výčtem sousedů vhodná i pro multigrafy.)

Ke graf̊um lze do zvláštńıch poĺı přidat také ohodnoceńı vrchol̊u a hran libovolnými č́ısly či
značkami. . .


