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2 Souvislost grafi

Pokud mame graf, ktery modeluje n&jakd spojeni &i sit, pfirozen& nas zajima, jakou mame
mozZnost se dostat odnékud nékam v tomto grafu. To ma mnoZstvi praktickych motivaci —
naptiklad potitacové, dopravni, telefonni & potrubni sité. Je pochopitelné, Ze v takovych sitich
chceme mit moZnost se dostat z kaZzdého mista do kazdého jiného.

Grafiim s takovou vlastnosti ¥ikdme souvislé.

Struény prehled lekce

e Definice souvislosti grafu, vrcholova / hranova, vyssi souvislost.
e Algoritmus prochazeni grafem (souvislou komponentou).

e Eulerovské grafy.
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2.1 Spojeni vrcholii, komponenty \

Definice: Sledem délky n v grafu G rozumime posloupnost vrcholii a hran
Vs €1, V1, €2,V2, .., En, Up

ve které vZdy hrana e; ma koncové vrcholy v;_1, v;.

Sled je vlastn& prochazka po hrandch grafu z w do v. P¥ikladem sledu mize byt priichod IP
paketu internetem (v&etn& cyklen).

Lema 2.1. Mé&me relaci ~ na mnoZin& vrcholi V(G) libovolného grafu G takovou,
Ze pro dva vrcholy u ~ v pravé kdyZ existuje v G sled zacinajici v u a koné&ici ve v. Pak
~ je relaci ekvivalence.

Diikaz. Relace ~ je reflexivni, nebot kaZdy vrchol je spojeny sdm se sebou sledem
délky 0. Symetrickd je také, protoze sled z u do v snadno obrdtime na sled z v do w.
Stejné tak je ~ tranzitivni, protoZe dva sledy miZeme na sebe navazat v jeden. O

Definice: T¥idy ekvivalence vyse popsané (Lema 2.1) relace ~ na V(G) se nazyvaji
komponenty souvislosti grafu G.

Jinak se taky komponentami souvislosti mysli podgrafy indukované na téchto t¥idach
ekvivalence.




/ P¥ipomeiime si, Ze cesta v grafu je vlastné sledem bez opakovani vrchold.

Véta 2.2. Pokud mezi dvéma vrcholy grafu G existuje sled, pak mezi nimi existuje
cesta.

Diikaz. Necht u = vg,e1,v1,...,€n, U, = v je sled délky n mezi vrcholy v a v v G.
Zatneme budovat novy sled W z vrcholu wy = u, ktery uZ bude cestou:

— PYedpoklddejme, Ze novy sled W uz ma pocétek wo, e1, w1, ..., w; (na zatdtku
i =0, tj. jen wo bez hran), kde w; = v; pro n&které j € {0,1,...,n}.

— Najdeme nejvétsi index k& > j takovy, Ze vy, = v; = w;, a sled W pokratujeme
krokem ..., w; = v; = Vg, €pq1, Wikl = Vg1, - - -

— Zbyva dokazat, Ze novy vrchol w;;1 = vi41 se ve sledu W neopakuje. Pokud by

tomu ale tak bylo w; = w;+1, I <4, pak bychom na vrchol w;y1 , pfeskoili” uz
d¥ive z vrcholu wy, spor.

— Nakonec skonéime, kdyz w; = v.
O

A&koliv uvedeny dilkaz vypada sloZit&, je to jen jeho formalnim zdpisem. Ve skute¢nosti se v
diikaze nedéje nic jiného, neZ 7e se plvodni sled zkracuje o opakované vrcholy, aZ nakonec
zakonité vznikne cesta. Jeho vyhodou je konstruktivnost — vidime, jak cestu ziskat.
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Diikaz kratsi, ale nekonstruktivni, pro Vé&tu 2.2:

Ze viech sled mezi vrcholy u a v v G vybereme sled W' s nejmendi délkou. Je snadno
vidét, Ze pokud W zopakuje n&ktery vrchol grafu G, mizeme W jesté zkrétit, a to je

spor s predpokladem. Proto je W cestou v G.

N4

Zavérem se dostavame k nejdilezitéjsi definici souvislého grafu:

Definice 2.3. Graf G je souvisly

a

pokud je G tvofeny nejvySe jednou komponentou souvislosti, tj. pokud kazdé dva vr-

choly G jsou spojené cestou (dle Véty 2.2).

Podivejte se, kolik komponent souvislosti ma tento graf:

Vidite ob& dvé& komponenty?
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2.2 Prohledavani grafu

Pro vytvoFeni co nejobecnéj$iho schématu algoritmu pro prochdzeni grafu vysta&ime s
nasledujicimi datovymi stavy a pomocnou strukturou:

e Vrchol: ma stavy ...

— iniciaéni — dostane na zacatku,
— nalezeny — poté, co jsme jej ptes nékterou hranu nalezli,

— zpracovany — poté, co jsme uZ probrali v8echny hrany z né&j vychazejici.
e Hrana: md stavy ...

— iniciaéni — dostane na za¢atku,

— zpracovana — poté, co uZ byla probrana od jednoho ze svych vrcholi.
e Uschovna: je pomocnd datovd struktura (mnoZina),

— udrZuje nalezené a jeSt& nezpracované vrcholy.

Poznamka: Zpisob, kterym se vybiraji vrcholy z tschovny ke zpracovéni, urluje variantu

algoritmu prochazeni grafu. V prohleddvanych vrcholech a hrandch se pak provadgji konkrétni

programové akce pro prohledani a zpracovani naseho grafu.
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Algoritmus 2.4. Prochazeni souvislé komponenty grafu
Algoritmus projde a zpracuje kaZdou hranu a vrchol souvislého grafu G.

vstup < graf G;
stav (vSechny vrcholy a hrany G ) = inicia¢ni;
uschovna U = {libovolny vrchol vy grafu G};
stav(vg) = nalezeny;
while (U je neprdzdnd) {
vybrat v € U; U = U\{v};
ZPRACUJ (V) ;
foreach (e hrana vychdzejici z v) {
if (stav(e)==iniciaéni)) ZPRACUJ(e);
w = opacny vrchol hrany e = vw;
if (stav(w)==iniciatn) {
stav(w) = nalezeny;
U = UU{w};
¥

stav(e) = zpracovand;

}

stav(v) = zpracovany;

}

G zpracovany;

\_
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Zpuisoby implementace prochézeni grafu

e Prochazeni, do hloubky" — Gschovna U je implementovana jako zasobnik, tj. déle
prohledavame od poslednich nalezenych vrcholi.

e Prochazeni , do $itky" — Gschovna U je implementovand jako fronta, tj. ddle
prohleddvame od prvnich nalezenych vrchold.

e Dijkstriv algoritmus pro nejkratsi cestu — z dschovny vybirdme vzdy vrchol
nejblizsi k potatetnimu vy. (Toto je dost podobné prohleddvani do 3itky, ale
obecn&j¥i i pro p¥ipady, kdy hrany nejsou ,stejné dlouhé*.)

Tento algoritmus bude popsan v pfisti lekci.

Ptiklad 2.11. Ukadzka prichodu ndsledujicim grafem do hloubky z vrcholu a.
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Neprohledané hrany jsou ¢arkované, prohledané hrany plnou &arou a hrany, které vedly k\
nalezeni vrcholl, jsou tlustou &arou (tyto hrany &asto mivaji specidlni vyznam v aplikacich
schématu algoritmu). Nalezené vrcholy se poznaji podle pfichozi tlusté hrany a zpracované
vrcholy jsou zna&ené dvojim krouzkem.




/

P¥iklad 2.12. Ukdzka prichodu pfedchozim grafem do $itky z vrcholu a.

Timto zpracovéni zadaného grafu skonéilo. Vidite rozdily tohoto priichodu proti pfedchozimu

Kpﬁ’kladu?

-
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2.3 Vyssi stupné souvislosti

V sitovych aplikacich nas asto zajima nejen, jestli se za norméalnich podminek miizeme
pohybovat mezi vrcholy/uzly, ale také, jaké spojeni miizeme nalézt v p¥ipad& lokalnich
vypadki (odolnost a redundance).

(NS

Toto lze teoreticky podchytit zkoumanim ,,vy38ich" stupfid souvislosti grafu.

Definice: Graf G je hranové k-souvisly, k > 1, pokud i po odebrani libovolnych nejvyse
k — 1 hran z G zistane vysledny graf souvisly.

Definice: Graf G je vrcholové k-souvisly, k > 1, pokud i po odebrédni libovolnych
nejvy$e k — 1 vrcholl z G zistane vysledny graf souvisly.
Specidln& tplny graf K, je vrcholové (n — 1)-souvisly.

Pokud mluvime jen o k-souvislém grafu, mdme na mysli vrcholové k-souvisly graf.

Stru¢né& ¥eceno, vysoka hranova souvislost znamena vysoky stupei odolnosti sité proti
vypadkiim spojeni-hran, neboli sit ziistane stale dosaZitelnd, i kdy? libovolnych k — 1
spojeni bude preruseno. Vysokd vrcholovd souvislost je mnohem siln&jsim pojmem,
znamena totiz, e sit zlstane dosaZitelnd i po vypadku libovolnych k& — 1 uzl@-vrchol(i
(samoziejm& mimo téch vypadlych uzli).

N\




Na ilustranim obrazku ma prvni graf vrcholovou souvislost 4 a snadno vidime, Ze po
odebrani t¥ vrcholl &i hran zdstava souvisly. Z druhého grafu bychom museli odebrat
nejméné 3 hrany, aby se stal nesouvislym, a proto je jeho hranova souvislost 3. Na
druhou stranu v8ak sta&i odebrat 2 vrcholy, aby mezi jeho levym a pravym krajnim
vrcholem %3dné spojeni nezlstalo. (Vidite, které dva?) A jak je tomu u t¥etiho grafu?

Véta 2.5. Libovolny oby&ejny graf je 2-souvisly, pravé kdyZ? jej Ize vytvofFit z kruZnice
., pridavanim usi™
spojeny novou cestou libovolné délky (ale ne paralelni hranou).

; tj. iteraci operace, kdy libovolné dva stdvajici vrcholy grafu jsou

1

A

A
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Mengerova véta

Dikaz ndsledujiciho dilezitého vysledku by nebyl jednoduchy p¥i pouziti stavajicich

znalosti, proto jej ponechdme na pozd&jsi lekce. . . (,, Toky v sitich".)

Véta 2.6. Graf G je hranové k-souvisly pravé kdyZ mezi libovolnymi dvéma vrcholy

Ize vést aspoii k hranové-disjunktnich cest (vrcholy mohou byt sdilené).

Graf G je vrcholové k-souvisly pravé kdyZ? mezi libovolnymi dvéma vrcholy Ize vést

aspoii k disjunktnich cest (riznych aZ na ty dva spojované vrcholy).

Véta nam vlastné ¥ika, Ze stupeii souvislosti grafu se pFirozen& rovnd stupni redundance spojeni
vrcholl. Na vySe uvedeném obrazku mezi kazdymi dvéma vrcholy prvniho grafu mizZeme vést

az 4 disjunktni cesty.
U druhého grafu tfeba mezi levym a pravym koncem lze vést jen 2 (vrcholové) disjunktni cesty,
ale mezi kazdymi dvéma vrcholy Ize vést 3 hranové-disjunktni cesty.

N\
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V duchu ptedchozi Mengerovy véty pokracujeme s nasledujicimi poznatky. \

Véta 2.7. Necht G je vrcholové 2-souvisly graf. Pak kaZdé dvé hrany v G leZi na
spole¢né kruZnici.

Diikaz: Necht e, f € E(G). Sestrojime graf G’ podrozd&lenim obou hran e, f novymi
vrcholy ve,vy. Je zfejmé, Ze i G’ je vrcholové 2-souvisly graf, takZe podle Véty 2.6
existuji v G’ dv& disjunktni cesty spojujici ve s vy, tvoFici spolu kruznici C’. Nakonec
C" indukuje v G kruZnici C prochazejici e i f. O

Rozsifenim ptedchozi Gvahy Ize dokonce dokazat:

Véta 2.8. Necht G je vrcholové k-souvisly graf, k > 1. Pak pro kaZdé dvé& disjunktni
mnoZiny Uy, Uy C V(G), |Uy| = |Uz| = k v G existuje k po dvou disjunktnich cest z
vrcholi Uy do vrcholii Us.




/2.4 Jednim tahem: Eulerovské grafy \

Snad nejstarsi vysledek teorie grafii viilbec pochazi od Leonarda Eulera —
jednd se o slavnych 7 mosti v Kralovci / Konigsbergu / dnednim Kaliningradg.

KOWINGS BERGA
o o

O jaky problém se tehdy jednalo? Mé&ststi radni chté&li védét, zda mohou suchou nohou
prejit po kazdém ze sedmi vyznacenych mosti pravé jednou.

\_ J
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Rozbor tohoto problému vede k nésledujici definici a odpovédi.
Definice: Tah je sled v grafu bez opakovani hran.

Uzavreny tah je tahem, ktery kon&i ve vrcholu, ve kterém zacal. Otevreny tah je tahem,
ktery koné&i v jiném vrcholu, nez ve kterém zacal.

Nejstarsi vysledek teorie grafii od Leonarda Eulera poté zni:

Véta 2.9. Graf G lze nakreslit jednim uzavienym tahem pravé kdyZ G je souvisly a
vSechny vrcholy v G jsou sudého stupné.

Disledek 2.10. Graf G Ize nakreslit jednim otevienym tahem pravé kdyZ? G je souvisly
a vSechny vrcholy v G aZ na dva jsou sudého stupné.
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Diikaz: Dokazujeme oba sméry ekvivalence. Pokud Ize G' nakreslit jednim uzavfenym
tahem, tak je zfejm& souvisly a navic ma kaZdy stupef sudy, nebot uzav¥eny tah kaZdym
prichodem vrcholem ,ubere” dvé& hrany.

Naopak zvolime mezi viemi uzavfenymi tahy T v G ten (jeden z) nejdeli. Tvrdime, Ze
T obsahuje v8echny hrany grafu G.

— Pro spor vezm&me graf G’ = G — E(T), o kterém predpoklidejme, Ze
je neprdzdny. Jelikoz G’ ma taktéz viechny stupn& sudé, je (z induk&niho
predpokladu) libovolnd jeho komponenta C' C G’ nakreslend jednim uzavienym
tahem T¢.

— Vzhledem k souvislosti grafu G' kazda komponenta C' C G’ protind nds tah T' v
nékterém vrchole w, a tudiz Ize oba tahy T a T, propojit pfes w". To je spor

s nasim predpokladem nejdel$iho mozného T
O

Diikaz disledku: Necht u,v jsou dva vrcholy grafu G' majici lichy stupei, neboli dva
(predpoklddané) konce otevfeného tahu pro G. Do G nyni pFiddme novy vrchol w
spojeny hranami s u a v. Tim jsme na3 p¥ipad prevedli na pfedchozi p¥ipad grafu se
v8emi sudymi stupni. O
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