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9 Krátké pov́ıdáńı o pr̊unikových grafech

Od této lekce teorie graf̊u se zamě̌ŕıme lehce na několik vybraných partíı teorie graf̊u bĺızkých

autorovu srdci. . .

Naš́ım prvńım výběrem jsou pr̊unikové grafy, což jsou grafy, jejichž vrcholy jsou jisté množiny

a hrany spojuj́ı pronikaj́ıćı se dvojice. Pochopitelně hlavńı motivaćı studia těchto graf̊u je jejich

geometrická názornost a aplikovatelnost v reálných situaćıch.
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Stručný p̌rehled lekce

• Co jsou pr̊unikové grafy, p̌ŕıklad intervalových graf̊u.

• Chordálńı grafy a jejich vlastnosti.

• Některé daľśı ťŕıdy pr̊unikových graf̊u.

• Reprezentace graf̊u ǩrivkami a úsečkami.
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9.1 Pr̊unikové a intervalové grafy

Definice 9.1. Pr̊unikovým grafem množinového systému M
nazveme graf IM na vrch. V = M s množinou hran E =

{

{A, B} ⊂ M : A∩B 6= ∅
}

.
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Fakt: Pr̊unikové grafy (určitého typu) jsou vždy uzav̌rené na indukované podgrafy.

Fakt: Každý jednoduchý graf je isomorfńı pr̊unikovému grafu nějakého systému množin.
Stač́ı zvolit soubor hran incidentńıch s vrcholem x za množinu Mx reprezentuj́ıćı x.
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Intervalové grafy

Pro začátek se pod́ıvejme na pr̊unikové grafy interval̊u na p̌ŕımce – intervalové grafy

(zkratka INT).
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Vzpomeňte si, že s intervalovými grafy jsme se vlastně setkali už v Problému 5.5.

Lema 9.2. Každá kružnice délky věťśı než ťri v intervalovém grafu má chordu.
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Věta 9.3. Tř́ıdu všech intervalových graf̊u lze charakterizovat pomoćı násl. tvrzeńı. 2

• Graf je intervalový právě když neobsahuje žádný z následuj́ıćıch zakázaných in-

dukovaných podgraf̊u:

2

• Graf je intervalový, právě když neobsahuje indukovanou kružnici C4 a jeho do-

plněk má tranzitivńı orientaci.
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9.2 Chordálńı grafy

Definice: Graf G je chordálńı pokud neobsahuje indukovanou kružnici deľśı než ťri.
Nap̌ŕıklad:
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Věta 9.4. Každý chordálńı graf G obsahuje simpliciálńı vrchol, tj. vrchol s takový, že

všichni sousedé s tvǒŕı kliku v G. 2

Důkaz: Dokazujeme posloupnost ťŕı snadných tvrzeńı o chordálńım grafu G.

Řekneme, že graf H je bisimpliciálńı, pokud H je úplný nebo H obsahuje dva nespojené
simpliciálńı vrcholy.
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1. Pro každou kružnici C a hranu e v G existuje hrana f taková, že C \ {e} ∪ {f}
obsahuje trojúhelńık. 2

2. Necht’ uv je hranou G a sousedé v tvǒŕı (indukuj́ı) bisimpliciálńı podgraf. Pokud
v je simpliciálńı mezi sousedy u, ale ne v celém G, pak existuje vrchol w spojený
s v a nespojený s u takový, že w je simpliciálńı mezi sousedy v.

3. Pokud G neńı bisimpliciálńı, ale sousedé každého jeho vrcholu indukuj́ı bisim-
pliciálńı podgraf, pak G obsahuje kružnici C odporuj́ıćı bodu 1.

4. Tud́ıž G je bisimpliciálńı.

x0 = u

NG(x0)

x1 = v

x2 = w

NG(x1)

x3

x−1

x−2

NG(x−1)

x−3
2
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Př́ımým důsledkem Věty 9.4 je existence simpliciálńı dekompozice libovolného
chordálńıho grafu; jedná se o sěrazeńı jeho vrchol̊u do posloupnosti v1, v2, . . . , vn tak,
že každé vi, i = 2, . . . , n, je simpliciálńı v podgrafu indukovaném na v1, . . . , vi−1.

Fakt: Simpliciálńı dekompozici lze využ́ıt k efektivńımu rozpoznáváńı intervalových i
chordálńıch graf̊u. 2

Věta 9.5. Graf G je chordálńı právě když G je pr̊unikovým grafem podstromů ve

vhodném stromě. 2

Důkaz (náznak ve směru doprava): Povedeme indukćı podle počtu vrchol̊u G. Báze
pro jeden vrchol je žrejmá. Nav́ıc žrejmě každý pr̊unikový graf podstromů v nějakém
stromě muśı být chordálńı.

Jinak necht’ v je simpliciálńı vrchol chordálńıho grafu G. Indukćı sestroj́ıme pr̊unikovou
reprezentaci také chordálńıho grafu G− v. Pak sousedé v tvǒŕı kliku, tud́ıž v pr̊unikové
reprezentaci grafu G− v se v některém uzlu stromu všichni p̌rekrývaj́ı. Na tomto ḿıstě
p̌ridáme nový list stromu, který bude reprezentovat v a bude p̌rekryt reprezentanty
sousedů v. 2
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9.3 Tř́ıdy pr̊unikových graf̊u

Zde si uvedeme jen stručný neformálńı p̌rehled některých typů pr̊unikových graf̊u, které
jsou běžně studovány.

• Hranový graf je pr̊unikovým grafem hran v běžném grafu.
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• Kruhově-intervalové grafy (CA) jsou pr̊unikovými grafy interval̊u na kružnici. 2

• Kružnicové grafy (CIR) jsou pr̊unikovými grafy tětiv v kružnici.

P4 C5 P4
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• Diskové grafy (DISC) jsou pr̊unikovými grafy kruhů v rovině. Lze uvažovat také
jen jednotkové kruhy (unit-DISC).

s
s

s

s

s

2

• Kvádrové grafy (BOX) jsou pr̊unikovými grafy kvádr̊u ve dvou, ťrech či v́ıce
dimenźıch, se stěnami rovnoběžnými se soǔradnicemi.
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Petr Hliněný, FI MU Brno 10 FI: MA010: Pr̊unikové grafy

• Dotykové . . . grafy jsou variantou pr̊unikových graf̊u geometrických objekt̊u, ve
které se požaduje, aby vniťrky objekt̊u byly po dvou disjunktńı.

s

s

s

s

2

Věta 9.6. (Koebe) Graf je rovinný právě když je dotykovým grafem kruh̊u v rovině.2

• Jiné, tzv. viditelnostńı grafy nejsou definovány pr̊uniky objekt̊u, ale jejich
vzájemnou viditelnost́ı v geometrickém světě. Použit́ı nacházej́ı nap̌ŕıklad p̌ri
plánováńı cesty autonomńıho robota.
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9.4 Pr̊unikové grafy ǩrivek a úseček

Definice: Nit’ovými grafy nazveme pr̊unikové grafy (obyčejných) ǩrivek v rovině.

Tvrzeńı 9.7. Každý rovinný graf je nit’ový. 2

Tvrzeńı 9.8. Existuj́ı grafy, které jsou nit’ové, ale každá jejich taková reprezentace

obsahuje dvojici ǩrivek maj́ıćıch exponenciálně mnoho vzájemných pr̊useč́ık̊u. 2

Co se týče algoritmické složitosti, je poznáńı nit’ových graf̊u velmi algoritmicky náročné.
Vhledem k Tvrzeńı 9.8 je mnohem obt́ıžněǰśı dokázat p̌ŕıslušnost problému do ťŕıdy NP ,
než jeho těžkost, [Kratochv́ıl / Pelsmajer, Schaeffer, Štefankovič].

Věta 9.9. Problém rozpoznat, zda daný graf je nit’ový, je NP-úplný. 2

Velmi podobně je definována ťŕıda úsečkových graf̊u, což jsou pr̊unikové grafy úseček
v rovině. Opět je dokázáno, že jejich rozpoznáváńı je NP-těžké [Kratochv́ıl], ale
p̌ŕıslušnost problému do ťŕıdy NP z̊ustává otev̌rená kv̊uli následuj́ıćımu.

Tvrzeńı 9.10. Existuj́ı grafy, které jsou úsečkové, ale každá jejich taková reprezentace

obsahuje úsečku, k zápisu jej́ıž soǔradnic je ťreba exponenciálně mnoho bit̊u. 2

Hypotéza 9.11. Je každý rovinný graf úsečkovým grafem?
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”
Zápalkové“ grafy

Výše jsem zḿınili obecný pojem geometrických dotykových graf̊u, nyńı se z tohoto úhlu
pohledu pod́ıváme na dotykové grafy úseček v rovině:
T́ımto pojmem nazýváme ty pr̊unikové grafy úseček v rovině, u nichž je dodatečnou
podḿınkou, že žádné dvě úsečky se neprot́ınaj́ı ve svých vniťrńıch bodech.
(Jakoby

”
zápalkové“ reprezentace v rovině.)
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Věta 9.12. Graf je dotykovým grafem disjunktńıch horizontálńıch a disjunktńıch ver-

tikálńıch úseček, právě když se jedná o rovinný bipartitńı graf. 2

Opět se jedná o výpočetně obt́ıžnou ťŕıdu graf̊u, nebot’ již:

Věta 9.13. Problém rozpoznat dotykový graf úseček je NP-úplný. 2


