4. Bodové a intervalové odhady parametrii a parametrickych
funkci

4.1. Motivace: Vychazime z ndhodného vybéru Xj, ..., X, z rozlozeni L(9 ),
které zavisi na parametru 9 . Parametr 9 nezname a chceme ho odhadnout
pomoci daného ndhodného vybéru (ptipadné chceme odhadnout néjakou
parametrickou funkci h($)).

Bodovym odhadem parametrické funkce h(9 ) je statistika T, = T(X{, ..., X,),
ktera nabyva hodnot blizkych h(9 ), at’ je hodnota parametru $ jakékoliv.
Existuji rizné metody, jak konstruovat bodové odhady (napt. metoda momentt
¢1 metoda maximalni vérohodnosti) a také rizné typy bodovych odhadt.
Omezime se na odhady nestranné, asymptoticky nestranné a konzistentni.
Intervalovym odhadem parametrické funkce h(v) rozumime interval (D, H),
jehoz meze jsou statistiky D = D(X4, ..., X,), H=H(X{, ..., X;,) a ktery

s dostatecné velkou pravdépodobnosti pokryva h($ ), at’ je hodnota parametru
9§ jakakoliv.

4.2. Definice: Definice parametrického prostoru a parametrické funkce
Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni L(® ). Mnozina vSech hodnot,
jichz mize parametr 9 nabyvat, se nazyva parametricky prostor a znaci se =.
Libovolna funkce h($ ) se nazyva parametricka funkce.

4.3. Definice: Definice nestranného odhadu, lepsiho nestranného odhadu,

posloupnosti asymptoticky nestrannych odhadl a konzistentnich odhadii

Necht’ X4, ..., X, je nahodny vybér z rozlozeni L( 9 ), h(® ) je parametricka

funkce,

T, Ty, T,, ... jsou statistiky.

a) Rekneme, Ze statistika T je nestrannym odhadem parametrické funkce h($ ),
jestlize
v e E(T)=h(5).
(Vyznam nestrannosti spo¢iva v tom, Ze odhad T nesmi parametrickou funkci
h(9) systematicky nadhodnocovat ani podhodnocovat. Neni-li tato podminka
splnéna, jde o vychyleny odhad.)

b) Jsou-li Ty, T, nestranné odhady téze parametrické funkce h(9 ), pak fekneme,
ze T je lepsi odhad nez T, jestlize
v el D(Ty) <D(Ty).

¢) Posloupnost 1, : se nazyva posloupnost asymptoticky nestrannych odhadu
parametricke funkce h( 9 ), jestlize
Vel lim E(T,) = h(¥ .

(Vyznam asymptotické nestrannosti spo¢iva v tom, Ze s rostoucim rozsahem
vybéru klesa vychyleni odhadu.)



d) Posloupnost ®_ - se nazyva posloupnost konzistentnich odhadt parametrické

funkce h( %), jestlize R
Vol o>oim e - >,

(Vyznam konzistence spociva v tom, Ze s rostoucim rozsahem vybéru klesa

pravdépodobnost, ze odhad se bude realizovat ,,daleko* od parametrické
funkce h($).)

4.4. Dusledek: Vztah mezi jednotlivymi typy bodovych odhadii

Lze dokazat, Ze z nestrannosti odhadu vyplyva jeho asymptotické nestrannost a
z asymptotické nestrannosti vyplyva konzistence, pokud posloupnost rozptyla
odhadu konverguje k nule.

4.5. Véta: Véta o vlastnostech bodovych odhadi odvozenych z jednoho
nahodného vybéru.

Necht’ X4, ..., X, je nahodny vybér z rozloZeni se stfedni hodnotou i, rozptylem
o° a distribuéni funkei ®(x). Necht' n > 2. Oznaéme M, vybérovy pramér, S,
vybérovy rozptyl a pro libovolné, ale pevné dané x € : oznaCme F,(x) hodnotu
vyb&rové distribuéni funkce. Pak pro libovolné hodnoty parametrti p, o~ a
libovolnou hodnotu distribu¢ni funkce ®(x) plati:

a) M, je nestrannym odhadem p (tj. E(M,) = p) s rozptylem D(M,) = ° ,
n

b) S.’ je nestrannym odhadem & (tj. E(S,?) = 6°) s rozptylem D(S,’) =
v, o &-3_

= . kde v, je 4. centralni moment
n D Y4 ]

—

c¢) pro libovolné, ale pevné dané x € : je vybérova distribu¢ni funkce F,(x)
nestrannym odiladem_(l)(x) (4. E(Fy(x)) = ®(x)) s rozptylem
—~ oL I-2k

pe ¢ =TT

n
d) Posloupnost i, - je posloupnost asymptoticky nestrannych a
konzistentnich odhadi p,

e) siz :;1 je posloupnost asymptoticky nestrannych a konzistentnich odhadi o7,
f) pro libovolné, ale pevné dané x = : je R (x) - posloupnost asymptoticky
nestrannych a konzistentnich odhadi d(x).

4.6. Poznamka: Vybérova smérodatna odchylka S neni nestrannym odhadem
smérodatné odchylky o. To by platilo, pokud S by byla ndhodna veli¢ina

s degenerovanym rozlozenim, tj. nabyvala by pouze konstantni hodnoty. Pak
totiz D(S) = E(S?) — [E(S)]* = o — [6]*= 0.

Ilustrace:



Vlastnosti vybérového priiméru a vybérového rozptylu budeme ilustrovat na
nahodném vybéru rozsahu 100 z rozlozeni Rs(0,1). V tomto ptipadé¢ E(X;) = 1/2,
D(X))=1/12,i=1, ..., 100. Pomoci syst¢tmu STATISTICA vygenerujeme pro
kazdou z ndhodnych veli¢in X, ..., X0 100 realizaci a ulozime je do
proménnych vy, ..., vig. Dale vypocitame pramér a rozptyl téchto realizaci,
ulozime je do proménnych PRUMER a ROZPTYL. Graficky zndzornime
hodnoty nékteré z proménnych vy, ..., v (napf. v;) a hodnoty proménné
PRUMER:
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Vidime, ze hodnoty proménné v, kolisaji od 0 do 1, zatimco hodnoty proménné
PRUMER se nachézeji v uzkém pasu kolem 1/2.

Déle vypocteme priimér a rozptyl napt. proménné vl a proménné PRUMER a
dale vypoctéte primér proménné ROZPTYL.

Popisné statistiky (uniforml Popisné statistiky (uniformi
Proménna | Primér | Rozptyl Proménna | Primér
Prom1 0,536605| 0,078676 ROZPTYL | 0,083143
PRUMER | 0,503984 0,000783

Primér proménné v1 by mél byt blizky 0,5, rozptyl 1/12 = 0,083. Primér
proménné PRUMER by se mél blizit 0,5, zatimco rozptyl by mél byt n = 100 x
mensi nez 1/12, tj. 0,00083. Déle prumér proménné ROZPTYL by se mél blizit
1/12 =0,083.

Nestrannost vybéroveé distribu¢ni funkce budeme ilustrovat na ndhodném vybéru
rozsahu 1000 z rozlozeni N(0,1). Ziskame vybérovou distribucni funkci tohoto
vybéru a jeji graf porovname s grafem distribu¢ni funkce ndhodné veliCiny se
standardizovanym normalnim rozloZenim. Graf vybérové distribu¢ni funkce ma
¢ernou barvu, graf distribu¢ni funkce standardizované¢ho normélniho rozlozeni
ma Cervenou barvu.



0.8

0.6

0.4

0,2

0,0

-0.2

Prom1

Pritbéh vybérové distribu¢ni funkce Figo9(x) je velmi podobny pribéhu
distribu¢ni funkce ®(x). Pokud bychom postup zopakovali s podstatné mensim
rozsahem nahodného vybéru (napt. n = 100), pribeh obou funkei by se lisil
vyraznéji:
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4.7. Véta: Véta o vlastnostech bodovych odhadl odvozenych z r > 2
nezavislych ndhodnych vybéri.
Necht’ x X, s X0, X Je T stochasticky nezavislych nahodnych

1>°°> In,

vybérii o rozsazich n; > 2, ..., n, > 2 z rozlozeni se sttednimi hodnotami p, ..., W,

arozptylem o°. Celkovy rozsah je n =Y n_ . Necht ci, ..., ¢, jsou realné

1

konstanty, aspofi jedna nenulova. Oznaéme . ¢ M, linearni kombinaci

=1



> -3

vybérovych primért a s.” = -———— vazeny prumér vybérovych rozptylu.
0 -
Pak pro libovolné hodnoty parametrti py, ..., p, a 6~ plati:
( I \ I
ElXceM, [=2cn,,
k =1 ) =1
E(S:%) = o’

Znamend to, Ze linearni kombinace vyb&rovych primérii 2. c M, je nestrannym

1

odhadem linearni kombinace stfednich hodnot 2 ¢ u, a vaZeny pramér

1

S 3

]

vybérovych rozptyli s.> = = je nestrannym odhadem rozptylu ¢°.

4.8. Véta: Véta o vlastnostech bodovych odhadi odvozenych z jednoho
dvourozmérného ndhodného vybéru.

Necht' (X1,Y), ..., (X4, Yn) je ndhodny vybér z dvourozmérného rozlozeni

s kovarianci 6, a koeficientem korelace p. Ozna¢me S, vybérovou kovarianci a
R, vybérovy koeficient korelace. Pak pro libovolné hodnoty parametri 6j;a p
plati:

E(Slz) =012,

E(R1,) = p (shoda je vyhovujici pron > 30).

Znamena to, ze vybérova kovariance S, je nestrannym odhadem kovariance o,
avsak vybérovy koeficient korelace R, je vychylenym odhadem koeficientu
korelace p.

4.9. Definice: Definice intervalu spolehlivosti

Necht’ Xy, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni L($ ), h($ ) je parametricka

funkce, a< (0,1), D=D(X], ..., X,), H=H(Xj, ..., X})) jsou statistiky.

a) Interval (D, H) se nazyva 100(1-0)% (oboustranny) interval spolehlivosti pro
parametrickou funkci h($), jestlize:v € i P(D <h(%)<H) > I-a.

b) Interval (D, o) se nazyva 100(1-a)% levostranny interval spolehlivosti pro
parametrickou funkci h($), jestlize:v = i P(D <h(9))> I-a.

c¢) Interval (-0, H) se nazyva 100(1-0)% pravostranny interval spolehlivosti pro
parametrickou funkci h($), jestlize:v = I P(h(%)<H)> I-a.

Cislo a se nazyva riziko (zpravidla a = 0,05, méné¢ Casto 0,1 ¢i 0,01), ¢islo 1 —a

se nazyva spolehlivost.

4.10. Poznamka: Doporuceny postup pii konstrukci intervalu spolehlivosti
a) Vyjdeme ze statistiky V, ktera je nestrannym bodovym odhadem
parametrické funkce h(9).



b) Najdeme tzv. pivotovou statistiku W, kterd vznikne transformaci statistiky V,
je monotonni funkci h(9 ) a pfitom jeji rozlozeni je zndmé a na h(® ) nezavisi.
Pomoci zndmého rozlozeni pivotové statistiky W najdeme kvantily w,,
Wi, takZe plati:

v o ZZP(WQ/2<W<W1_Q/2)Z 1 —a.

c) Nerovnost wy, < W < w_o, pfevedeme ekvivalentnimi ipravami na
nerovnost D <h(9%) <H.

d) Statistiky D, H nahradime jejich ¢iselnymi realizacemi d, h a ziskdme tak
100(1-0)% empiricky interval spolehlivosti, 0 némz prohlasime, Ze pokryva
h(%) s pravdépodobnosti aspoit 1 — a. (Tvrzeni, Ze (d,h) pokryvd h(8) s
pravdépodobnosti asponi 1 — a je tieba chapat takto: jestlize mnohonasobné
nezavisle ziskame realizace X, ..., X, ndhodného vybéru X, ..., X,, z rozloZeni
L(9%) a pomoci kazd¢ této realizace sestrojime 100(1-a)% empiricky interval
spolehlivosti pro h($ ), pak podil poctu téch intervalt, které pokryvaji h($)

k poctu vSech sestrojenych intervalii bude ptiblizné 1 — a..)

(Volba oboustranné¢ho, levostranného, nebo pravostranného intervalu zavisi na

konkrétni situaci. Napt. oboustranny interval spolehlivosti pouzije konstrukteér,

kterého zajima dolni i horni hranice pro skute¢nou délku p néjaké soucastky.

Levostranny interval spolehlivosti pouzije vykup¢i drahych kova, ktery

potiebuje znat dolni mez pro skute¢ny obsah zlata p v kupovaném slitku.

Pravostranny interval spolehlivosti pouzije chemik, ktery pottebuje znat horni

mez pro obsah necistot p v analyzovaném vzorku.)

[lustrace:

Jestlize 100x nezévisle na sob¢ uskutecnime nahodny vybér z rozlozeni se
sttedni hodnotou p a pokazdé sestrojime 95% empiricky interval spolehlivosti
pro u, pak ptiblizné v 95-ti ptipadech bude lezet parametr p v intervalech
spolehlivosti a asi v 5-ti piipadech interval spolehlivosti p nepokryje.

4.11. P¥iklad: Necht' X, ..., X, je ndhodny vybér z N(p,6%), kde n > 2 a rozptyl
o° zname. Sestrojte 100(1-0)% interval spolehlivosti pro neznamou stfedni
hodnotu p.



Reseni: V tomto piipadé parametricka funkce h($ ) = p. Nestrannym odhadem

sttedni hodnoty je vybérovy primér M = Ly X. . Protoze M je linearni
n
kombinaci normélné rozlozenych nahodnych veli¢in, bude mit také normalni

rozloZeni se stfedni hodnotou E(M) = p a rozptylem D(M) = °_ . Pivotovou
n

_y . . L 1ene M -4
statistikou W bude standardizovanad nahodna veli¢ina u = — — ~N(0,1).
Jn
Kvantil Wy, = Ug2 = -UL.w2, Wiiw2 = ULg2.
Voe il -0a<Pup <U<upe) =
( “l
| M- 4 | o c )
PI Tup, S _i_<ur‘/2 I_PLM B \/_;urr/z SU<M+ \/_;urr/zjl'
\ Jn )

Meze 100(1-0)% intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu p pii znamém
rozptylu 6” tedy jsou:
(o) (o)
D=M-—=u_ ,,H=M+—=u_ ,.
o N
Pti konstrukci jednostrannych intervala spolehlivosti se riziko neptili, tedy

100(1-a))% levostranny interval spolehlivosti pro p je {M -2 . wla

N
pravostranny je
o )

| = 0©° M+ —u |

g Gl

Dosadime-li do vzorct pro dolni a horni mez ¢iselnou realizaci m vybérového
praméru M, dostaneme 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti.

4.12. Priklad: 10 krat nezévisle na sob¢ byla zmétena jistd konstanta .
Vysledky méteni byly: 2 1,8 2,1 2,4 1,9 2,1 2 1,8 2,3 2,2. Tyto vysledky
povazujeme za Ciselné realizace nahodného vybéru X4, ..., X z rozloZeni
N(u, 0,04), kde parametr p nezname. Najdéte 95% empiricky interval
spolehlivosti pro p, a to

a) oboustranny,

b) levostranny,

c) pravostranny.

Re‘s’eni: m= 2,06, (52 = 0,04, o= 0,2, o= 0,05, Up,975 = 1,96, Up95 = 1,64
c 0,2
ada)d=m- — u;.n=2,06- =1,96=1,94
) \/; 1-0/2 \/E
h=m+ —— Uy =206+ 2 1,96=2.18
\/; 1-0/2 \/E



1,94 < < 2,18 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

G 0,2
adb)d=m- — u;,=2,06- =1,64=1,96
) \/; 1

Jio

1,96 < s pravdépodobnosti aspon 0,95.

adc)h=m+ —— u,,=2,06+ 22 1,64=2,16

Jn Jio
u < 2,16 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

4.13. Poznamka: (o Sifce intervalu spolehlivosti) Necht’ (d, h) je 100(1-a))%

empiricky interval spolehlivosti pro h($ ) zkonstruovany pomoci Ciselnych

realizaci Xy, ..., X, ndhodného vybéru X, ..., X, z rozlozeni L(%).

a) Pfi konstantnim riziku klesé §itka h-d s rostoucim rozsahem nahodného
vybéru.

b) Pti konstantnim rozsahu ndhodného vybéru klesa Sitka h-d s rostoucim
rizikem.

[lustrace:

ad a) Grafické znazornéni zavislosti dolnich a hornich meze 95% empirickych
intervalil spolehlivosti pro stfedni hodnotu normélniho rozloZeni pti zndmém
rozptylu na rozsahu nahodného vybéru:
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Vidime, ze §itka intervalu spolehlivosti klesa se zvétSujicim se rozsahem
nahodného vybéru, zprvu rychle a pak stale pomaleji.

ad b) Grafické znazornéni zavislosti dolnich a hornich mezi 100(1-a)%
empirickych intervald spolehlivosti pro stfedni hodnotu normalniho rozlozZeni
pii zndmém rozptylu a konstantnim rozsahu vybéru na riziku:
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Vidime, ze §ifka intervalu spolehlivosti s rostoucim rizikem klesa.

4.14. Priklad: (stanoveni minimalniho rozsahu vybéru z normélniho rozloZeni)
Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér z N(p, 6°), kde o” zname. Jaky musi byt
minimalni rozsah vybéru n, aby $itka 100(1-0)% empirického intervalu
spolehlivosti pro stiedni hodnotu p neptesahla Cislo A?

c c 20

ReSeni: Pozadujeme, aby A>h—-d=m+ —u - 'm-— \/—;u_ )= ﬁul_ ).

\/_ 1= 2
n
r 14 W 46 u - 14 v 14
Z této podminky dostaneme, ze n > A—l‘z. Za rozsah vybéru zvolime

2

nejmensi piirozené ¢islo vyhovujici této podmince.

Odvozeny vzorec pouzijeme v této situaci: v piikladu 4.12. (a) se uzivateli zda

95% empiricky interval spolehlivosti (1,94; 2,18) pro stfedni hodnotu p ptilis

Siroky. Ptal by si, aby Sitka 95% empirického intervalu spolehlivosti nepieséhla

¢islo 0,16. Dostavame tedy

40 :ul— t 22 — 40,04 'uo,9752 _ 470,04 1,96
0,167 0,167 0,16°

Cislo 25.

n=

=24,01. Podminku tedy spliuje




