7. Parametrické ulohy o dvou nezavislych nahodnych vybérech
z normalnich rozloZeni

7.1. Motivace: V této situaci je nasim ukolem porovnat stfedni hodnoty ¢i roz-
ptyly dvou normalnich rozlozeni na zdklad¢ znalosti dvou nezéavislych ndhod-
nych vybéri potizenych z téchto rozloZeni. Zpravidla konstruujeme intervaly
spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot respektive hodnotime shodu sttednich
hodnot pomoci dvouvybérového t-testu ¢i dvouvybéroveho z-testu a shodu roz-
ptylti pomoci F-testu.

7.2. Véta: Rozlozeni statistik odvozenych z vybérovych priméri a vybéro-
vych rozptyli

Necht' x,,,....,Xx,, je ndhodny vybér z rozlozeni N(p,, 6°)a x
ném nezavisly nahodny vybér z rozlozeni N(,, 022), pficemzn; >2 an, > 2.
Oznaéme M, M, vybérové priméry, S,%, S,* vybdrové rozptyly a s, =
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(Pivotova statistika F slouzi k feSeni uloh o 6%/ 022.)



Diikaz:
ad a) Nebudeme provadct.

ad b) M;-M,; je linearni kombinace ndhodnych veli¢in s normalnim rozlozenim,
ma tedy normalni rozloZeni s parametry

EM;-M,) = - o,

D(M-M,) = o, ’n+ o, */n,.

U se ziska standardizaci M;-M,.

_ 2 _ 2
adc) K, = @, 7 )8,
(e}

e~ Xz(nrl) akK,= M ~ xz(nz-l) jsou stochasticky ne-
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jsou stochasticky nezavislé, protoze M; — M, a s,” jsou stochasticky nezavislé.
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Priklad: Necht jsou dany dva nezavislé ndhodné vybéry, prvni pochazi

z rozlozeni N(0,28; 0,09) a ma rozsah 16, druhy pochézi z rozlozeni

N(0,25; 0,04) a ma rozsah 25. Jaké je pravdépodobnost, ze vybérovy primér 1.
vybéru bude vétsi nez vybérovy primér 2. vybeéru?

Reseni:
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S pravdépodobnosti ptiblizné 63,7% je vybérovy primér 1. vybéru vEétsi nez vy-
bérovy priamér 2. vyberu.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

c? o°

Statistika M - M, se podle bodu (a) fidi rozlozenim N(p; — pp, —+ —),
n 1 n 2
2 2

S o _ 0,09 0,04
kde p — 1, = 0,28 — 0,25 = 0,03, ——+ ——= —+
n n 16 25

1 2

=,007225 |tj. statis-

tika M, - M, ~ N(0,03;0,007225).

Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom ptipadu. Do Dlouhé-
ho jména této promé&nné napiSeme

= 1-INormal(0;0,03;sqrt(0,007225)).

V proménné Prom1 se objevi hodnota 0,637934.

7.3. Véta: Intervaly spolehlivosti pro parametrické funkce -1, 612/62 2
Uvedeme piehled vzorch pro meze 100(1-a)% empirickych intervala spolehli-
vosti pro parametrické funkce , - 1, , 6.2/ 6,

a) Interval spolehlivosti pro p;-p,, kdyz 012, 6,° zname (vyuZiti pivotové statis-
tiky U)

c? o? c? o?
Oboustranny: (d, h) = (m; —m; — |[——+ 4 U gp, M — My + |[——+ —2Uj4p)
n, n, n, n,
c? o?
Levostranny: (d, ©) = (m; —mp — [+ —— U}y, ®)
n, n,

Pravostranny: (-o0, h) = (-oo,m; — m, +




b) Interval spolehlivosti pro -y, kdyZ 6,° o,> nezname, ale vime, Ze jsou
shodné (vyuziti pivotové statistiky T)

Oboustranny:

/ 11 / 11
(d,h) =(m; —m; —s, |—+ — tign(0Tp-2), m; —my +s, |—+ — t14n(n+N,-2))

n 1 n 2 n 1 n 2
Levostranny: (d, ©) = (m; —m;, —s, fi s L t1.o(n;tNy-2), )

n] 1’12
Pravostranny: (-o0, h) = (-c0, m; —m; + s, /L + L t1.o(n;tn5-2))
1’11 1’12

¢) Interval spolehlivosti pro spole¢ny neznamy rozptyl 6* (vyuZiti pivotové sta-
tistiky K)

Oboustranny: (d, h) = l( (n, *n, ~2)s.’ (n, +n, —2)s.’ \|
) UCzl—x/z(n1+n2—2) Xza/z(n1+n2_2))

+n, —2)s,’ )
Levostranny: (d, o0) = | (n, 70, 7 2)s , |
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Pravostranny: (-oo, h) = | -0 (f211 n, )S. |
\ X a(n; *n,=2))

d) Interval spolehlivosti pro podil rozptyli 0—2 (vyuZziti pivotové statistiky F)
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( S 2/s 2 S 2/s z )
Oboustranny: (d, h) = | L : 2 |
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Pravostranny: (-o0, h) = | - », |
L Fo(n, =1,n, = 1))

Upozornéni: Neni-li v bodé (b) splnén piedpoklad o shod¢€ rozptyli, 1ze sestrojit
aspon ptiblizny 100(1-a)% interval spolehlivosti pro p;-p,.

V tomto ptipadé€ ma statistika T ptiblizné€ rozlozeni t(v ), kde pocet stupiiil vol-
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2
nosti v = ,/n; 5,7 /ng, o

5 - Neni-li v cel€ ¢islo, pouzijeme v tabulkach kvan-

2
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n n,

tild Studentova rozloZeni linedrni interpolaci.



7.4. Priklad: Ve dvou nadrzich se zkoumal obsah chloru (v g/l). Z prvni nadrze
bylo odebrano 25 vzorkd, z druhé nadrze 10 vzorkl. Byly Vypocteny realizace
vybérovych praméri a rozptylti: m; = 34,48, m, = 35,59, s,” = 1,7482, s,> =
1,7121. Hodnoty zjisténé z odebranych vzorka povazujeme za realizace dvou
nezavislych nahodnych vybéra z rozlozeni N(u;, 6%) a N(j, 6°). Sestrojte 95%
empiricky interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot p; - p,.

Reseni:
Uloha vede na vzorec 7.3. (b). Vypoéteme vaZzeny pramér vybérovych rozptylt
a najdeme odpovidajici kvantily Studentova rozlozZeni:

(n, = s, +n, = s,” _ 24-1,7482 +)-1,7121

2= = = 1,7384 [ t)475(33) = 2,035
S. n, N 1, - > 33 D 0,975( ) s
Dosadime do vzorct pro dolni a horni mez intervalu spolehlivosti:

11
d=m-my—s. [—F — tgn(ntn,-2) =
1’11 n 2
=34,48-35,59 -~/1,7384 - —+1; 2,035 =-2,114

1 1
h= m;—my+s. [— t— tl_a/z(n1+nz-2) =
n, n,

1 1
= 34,48-35,59 ++/1.7384 -,/E+ 12035 =-0,106

2,114 g/l <y - np <-0,106 g/1 s pravdépodobnosti asponi 0,95.

Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych d a h a jednom ptipadu.
Do Dlouhého jména proménné d napiSeme

=34,48-35,59-

sqrt((24*1,7482+9*1,7121)/33)*sqrt((1/25)+(1/10))*V Student(0,975;33)
Do Dlouhého jména proménné h napiSeme

=34,48-35,59+
sqrt((24*1,7482+9*1,7121)/33)*sqrt((1/25)+(1/10))*V Student(0,975;33)

1 2
d h
-2,11368 | -0,10632

S pravdépodobnosti aspon 0,95 tedy -2,114 g/l <p; - np, <-0,106 g/l.

—_




7.5. Priklad: V ptedeslém ptiklad€ nyni predpokladame, Ze dané dva ndhodné
vybéry pochazeji z rozlozeni N(u;, 6,%) a N(i, 6,°). Sestrojte 95% empiricky
interval spolehlivosti pro podil rozptylt.

ReSeni:
Uloha vede na vzorec 7.3. (d).
s, 0 /s, 1,7482 /1,7121 _ 1,7482 /1,7121
d= = = = 0,28
F, (n,=Ln,=0)  F,,.(24,9) 3,6142
s ISy _ L7482 /17121 _ 17482 /17121 _ 17482 /17121 _
F, (n,~Ln, =)  F (24,9  1/F,,,,(9,24) 1/2,7027 ’

c 2

0,28 < —— < 2,76 s pravdépodobnosti asponi 0,95.
(o}

2

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych d a h a jednom piipadu.
Do Dlouhého jména proménné d napiSeme

=(1,7482/1,7121)/VF(0,975;24;9)

(Funkce VF(x;ny;omega) pocita x-kvantil Fisherova — Snedecorova rozlozeni
F(ny, omega).)

Do Dlouhého jména proménné h napiSeme

=(1,7482/1,7121)/VF(0,025;24;9)

1 2
d h
0,282521 | 2,759698

S pravdépodobnosti aspoii 0,95 tedy plati: 0,28 < 6,%/ 6,” < 2,76.

—_

7.6. Definice: Jednotlivé typy testii o parametrickych funkcich -, 6,°/c, >
a) Necht’ X, ,.... X, jendhodny vybér z rozloZeni N(u;, 012) aX,,...X,

je na ném nezavisly nahodny vybér z rozlozeni N(,, 6,°), pficemZ n; > 2, n, > 2
a 012, ,> zname. Necht ¢ je konstanta.

Test Hy: py — pp = ¢ proti Hy: iy — @y # ¢ se nazyva dvouvybérovy z-test.

b) Necht X,,,.... X, jendhodny vybér z rozloZeni N(u,, 02) aX,.....X,,

je na ném nezavisly nahodny vybér rozlozeni N(u,, 6°), pfitemzn; >2an, >2a
6° nezname. Necht ¢ je konstanta.

Test Hy: py — pp = ¢ proti Hy: py — pp # ¢ se nazyva dvouvybérovy t-test.

¢) Necht' X, ,....X,, jendhodny vybér z rozloZeni N(u;, 012) aX,,...X,

n,

je na ném nezavisly nahodny vybér rozlozeni N(w,, 6,°), pfi¢emz n; >2 an, > 2.
c? i c 2
Test Hy: —— =1 proti H;: —/— # 1 se nazyva F-test.
2 2
(o) (o}

Z Z




Provedeni testii o parametrickych funkcich p;-p,, 6,26, 2 pomoci kritického
oboru
a) Provedeni dvouvybérového z-testu

Vypocteme realizaci testového kritéria to ~ - . Stanovime kriticky

obor W. Pokud t; € W, Hy zamitame na hladin¢ vyznamnosti o a pfijiméme H;.

Oboustranny test: Testujeme Hy: u; - wp = ¢ proti H;: p; - wp # c. Kriticky obor
ma tvar: W = & D,_u]7:/2>u \'u1*1/2’oo ‘

Levostranny test: Testujeme Hy: W - pp = ¢ proti Hy: py - gy < c. Kriticky obor
ma tvar; W = © ”,—ul,,,\.

Pravostranny test: Testujeme Hy: W, - w, = ¢ proti Hy: - w, > c. Kriticky obor
ma tvar: W = <u17>,°° ‘

b) Provedeni dvouvybéroveho t-testu ~
TRV

1,1
S, [+ —

n n

t, =

Vypocteme realizaci testového kritéria . Stanovime kriticky

1 2

obor W. Pokud t; € W, Hy zamitame na hladin¢ vyznamnosti o a pfijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Hy: 1, - pp = ¢ proti Hy: p; - p, # ¢. Kriticky obor
ma tvar: W = &2, —t ¢ +n, —2j>u \‘t], s ¢ +n, —2:00

Levostranny test: Testujeme Hy: W - pp = ¢ proti Hy: py - gy < c. Kriticky obor
mitvar: W=5%—: & +q - 23,

Pravostranny test: Testujeme Hy: W, - i, = ¢ proti Hy: - wp > c. Kriticky obor
ma tvar: W = (tl, & +n, —2:00

c) Provedeni F-testu

2
S 1
S_z . Stanovime kriticky obor W.
2
Pokud t, € W, Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti a a ptijimame H;.

Vypocteme realizaci testového kritéria to =



2 2

Oboustranny test: Testujeme Hy: G—' =1 proti H;: 0—2 # 1. Kriticky obor ma
G (o3

Z
tvar: W= §.F, % —ln_1> F,_ % —Ln,—1.,%_
2

< 1. Kriticky obor ma

— = 1 proti H;:
()

Z 2
-

tvar: W = S,Fa 111 - .,n, 4>
2 2

Pravostranny test: Testujeme Hy: 6—2 =1 proti H;: 6—2 > 1. Kriticky obor ma
(o3

(o}
2 Z

_/ _ .
tvar:W—\FI,‘,ﬁ1 l,n, =1,

7.7. Priklad: V restauraci "U bilého konicka" métili ve 20 ptipadech Cas obslu-
hy zakaznika. Vysledky v minutéach: 6, 8, 11,4, 7, 6, 10, 6,9, 8, 5, 12, 13, 10, 9,
8,7,11,10, 5. V restauraci "Zlaty lev" bylo dané pozorovani uskute¢néno v 15
piipadech s témito vysledky: 9, 11, 10, 7, 6, 4, 8, 13,5, 15, 8, 5, 6, 8 ,7. Za pred-
pokladu, ze uvedené hodnoty pochazeji ze dvou normalnich rozlozeni, na hladi-
n¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze stfedni hodnoty doby obsluhy jsou v
obou restauracich stejne.

Reseni:
Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujeme nulovou hypotézu Hy: 1, - p, = 0 proti
oboustranné alternativé Hy: i, — i, # 0. Je to tlloha na dvouvybérovy t-test. Pred

provedenim tohoto testu je vSak nutné pomoci F-testu ovéftit shodu rozptyll. Na
2 2

hladin€ vyznamnosti 0,05 tedy testujeme Hy: ° — = 1 proti Hy: 6‘2 # 1. Nejprve
(o) (o)

vypocteme m1 8,25, mz 8,13, 5,°=6,307, s,° =941,
, _(n,=)s +tn, = Ds,”  19-6,307 + 149,41

s,” = = = 7,623 . Podle 7.6. (¢) vypocteme
n, *tan, =2 33
s,” 6,307
realizaci testov€ statistiky: t, = - = —— = 0,6702 . Stanovime kriticky obor:
52 9,41
={0,F,, % ~1n —1} Foo, € Lo, —1.2 =(0,F,, ©1430 F, €l = =

= (0,1/1: ©.14 := (0,172,649 ) 12,8607, = (0;0,3778 )V 2,8607 ,

GaoJu F

Protoze se testova statistika nerealizuje v kritickém oboru, nulovou hypotézu
nezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05. Rozptyly tedy mizeme povazovat za
shodné.

0,925 \ 0 925



Nyni se vratime k dvouvybérovému t-testu. Podle 7.6. (b) vypocteme realizaci

testové statistiky: ¢, = — 2" = 825738 0,124 . Stanovime kriticky
s [ L+ L e ‘/L+ L
n, n, 20 15
obor:
w=btr- € tn, 230 € 2 = by G0 € =

= &0, -2,035)Y 2,035, 3

ProtoZe testova statistika se nerealizuje v kritickém oboru, nulovou hypotézu
nezamitame na hladin¢€ vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych a 35 ptipadech. Prvni pro-
ménnou nazveme OBSLUHA, druhou ID. Do proménné OBSLUHA napiSeme
nejprve doby obsluhy v prvni restauraci a poté doby obsluhy ve druhé restauraci.
Do proménné ID, ktera slouzi k rozliSeni prvni a druhé restaurace, napiSeme 20
krat jednicku a 15 krat dvojku.

Pomoci NP-grafu ovéfime normalitu dat v obou skupinédch. Grafy — 2D Grafy —
Normalni pravdépodobnostni grafy — Proménné OBSLUHA, OK, Kategorizo-
vany — Kategorie X, zaSkrtneme Zapnuto, Zménit proménnou — ID, OK. Dosta-
neme graf

Normalnip-grafz obsluha; kategorizovany

restaurace.sta 2v*35«

2,0

15}

1.0t

0,5

0,0t

05"}

O ¢ekavana normalni hodnota

-1,0 ¢t

15t

-2,0

id: 1 id: 2



V obou piipadech se teCky odchyluji od pfimky jenom malo. Pfedpoklad o nor-
malnim rozlozeni dat v obou skupinach je opravnény.

Nyni provedeme dvouvybérovy t-test soucasné s testem o shod¢ rozptylu:
Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — t-test, nezavisl¢, dle skupin — OK,
Proménné —Zavislé proménné OBSLUHA, Grupovaci proménna ID — OK.

Po kliknuti na tlacitko Souhrn dostaneme tabulku

t-testy; grupovano: ID (restaurace)
Skup. 1: 1

Skup. 2: 2
Primeér Pramér t sV p Po¢.plat Po¢.plat. Sm.odch. Sm.odch. F-pomér p
Proménna 1 2 1 2 1 2 rozpty ly rozptyly
OBSLUHA 8,250000 | 8,133333 | 0,123730 @ 33 0,902279 20 15 2,510504 3,067495 | 1,492952 | 0,410440

Vidime, ze testova statistika pro test shody rozptylu se realizuje hodnotou
1,492952 (je to prevracena hodnota k ¢islu 0,6702, které jsme vypocitali pti ruc-
nim postupu), odpovidajici p-hodnota je 0,41044, tedy na hladin¢ vyznamnosti
0,05 nezamitdme hypotézu o shod¢ rozptyla. (Upozornéni: v piipadé zamitnuti
hypotézy o shod¢ rozptyll je zapottebi v tabulce t-testu pro nezavislé vzorky dle
skupin zaskrtnout volbu Test se samostatnymi odhady rozptylu.)

Dale z tabulky plyne, Ze testova statistika pro test shody stfednich hodnot se rea-
lizuje hodnotou 0,12373, pocet stupiili volnosti je 33, odpovidajici p-hodnota
0,902279, tedy hypotézu o shod¢ stiednich hodnot nezamitame na hladin€ vy-
znamnosti 0,05. Znamena to, ze s rizikem omylu nejvyse 5% se neprokazal roz-
dil ve sttednich hodnotach dob obsluhy v restauracich "U bilého konicka" a
»Zlaty lev.

Tabulku jesté¢ doplnime krabicovymi diagramy. Na zalozce Detaily zaSkrtneme
krabicovy graf a vybereme volbu Primér/SmOdch/Min-Max.



Krabicovy grafz obsluha seskupeny

restaurace.sta 2v*35:«
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4r - - 1E Primér
O PramértSmOdch
1 Min-Max
2 ) ' © Odlehlé
1 2 . .
T Extrémy

Z grafu je vidét, Ze primérna doba obsluhy v prvni restauraci je nepatrné delsi a
ma mensi variabilitu nez ve druh¢ restauraci. Extrémni ani odlehlé hodnoty se
zde nevyskytuji.

Coheniiv koeficient vécného uc¢inku — doplnéni vyznamu dvouvybérového t-
testu:

Necht’ X ,,..., X, je ndhodny vybér z rozloZeni N(u,, 02) aX,,....X,, jJena

> n,
ném nezavisly nahodny vybér rozlozeni N(u,, 6°), pfi¢emzn; >2an,>2a s’
nezname. Necht’ ¢ je konstanta.
Testujeme Hy: p; — pp = ¢ proti Hy: py — pp # ¢. Oznaéme m;, m, realizace vybé-
rovych praméra hodnot dané veliginy v téchto dvou skupinach, s, s,” realizace

€ - s’+% -5

4 v 4 [e] 2 —_— . . 7w 14 O W
vybérovych rozptyli a s. = realizaci vazeného priméru

n,tan, =2

vybérovych rozptylt.

. : y _ ‘ml ~ ‘nz‘

Cohentiv koeficient d vypoéteme podle vzorce: d = ————
S.

Tento koeficient slouzi k posouzeni velikosti rozdilu praméri, ktery je standar-
dizovan pomoci odmocniny z vaZzeného praméru vybérovych rozptyli. Jedna se
0 tzv. vécnou vyznamnost neboli velikost ti¢inku skupiny na variabilitu hodnot



sledované ndhodné veli¢iny. Velikost i€inku hodnotime podle nésledujici tabul-
ky:

Hodnota d ucinek
aspon 0,8 velky

mezi 0,5 az 0,8 |stfedni

mezi 0,2 az0,5 |maly

pod 0,2 zanedbatelny

(Uvedené hodnoty nemaji samoziejmé absolutni platnost, posouzeni, jaky G¢i-
nek povazujeme za velky ¢i maly, zavisi na kontextu.)

Je zapottebi si uvédomit, Ze pti dostatecné velkych rozsazich nahodnych vybéri
1 maly rozdil ve vybérovych primérech zplisobi zamitnuti nulové hypotézy na
hladin€ vyznamnosti a, 1 kdyz z vécného hlediska tak maly rozdil nema vyznam.
Naopak, mame-li vybéry malych rozsahi, pak i zna¢n¢ velky rozdil ve vybéro-
vych priimérech nemusi vést k zamitnuti nulové hypotézy na hladin€ vyznam-
nosti a.

Priklad:

Mame k dispozici iidaje o celkovém IQ 856 zaki ZS. Zajimame se jednak o
skupinu déti, jejichZ oba rodic¢e maji pouze zékladni vzdélani (je jich 296) a jed-
nak o skupinu déti, jejichZ oba rodice maji vysokoskolské vzdelani (téch je 75).
Na hladiné vyznamnosti 0,05 budeme testovat hypotézu, ze stfedni hodnota cel-
kového IQ je v obou skupinach stejné a také vypocteme Cohentiv koeficient
vécného ucinku.

ReSeni:
Normalitu dat v obou skupinach posoudime pomoci N-P plotu:



Normalnip-grafz IQ_CELK; kategorizovany
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Vzhled N- P plotti v obou skupinach podporuje domnénku o normalité dat.
Provedeme dvouvybérovy t-test:

t-testy; grupovano:ZS a VS (1Q)
Skup. 1: oba 28
Skup. 2: oba VS

Pramér Pramér t sV p Po¢.plat Pog.plat. Sm.odch. Sm.odch. F-pomér p
Proménna | obaZ$ oba VS oba Z8 oba VS oba Z8 oba VS Rozptyly |Rozptyly
1Q_CELK 94,13851 110,9067 -10,6295 | 369 @ 0,000000 296 75| 11,82604 13,60164 | 1,322829 | 0,110124

Hypotézu o shodé¢ stiednich hodnot zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05, pro-
toze odpovidajici p-hodnota je velmi blizka 0 (hypotézu o shod¢ rozptyli neza-
mitdme na hladiné vyznamnosti 0,05, p-hodnota F-testu je 0,110124, coz je vEtsi
nez 0,05).

Krabicovy diagram:



Krabicovy grafz IQ_CELK seskupeny |
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Vidime, ze primérné celkove 1Q déti v 1. skupiné je 94,1, zatimco ve 2. skuping
110,9. Vliv skupiny na variabilitu hodnot celkového 1Q posoudime pomoci Co-
henova koeficientu.

1 2 3 4 5 6 7
n1 n2 m1 m2 s1 s2 d
1 296 75| 94,13851 | 110,9067 @ 11,82604 | 13,60164 @ 1,374117

Cohentiv koeficient nabyva hodnoty 1,37, tudiz vliv skupiny na variabilitu hod-
not celkového 1Q lze povazovat za velky.



