9. Analyza rozptylu jednoduchého tridéni

9.1. Motivace: Zajimame se o problém, zda 1ze urCitym faktorem (tj. nominalni
nahodnou veli¢inou A) vysvétlit variabilitu pozorovanych hodnot ndhodné veli-
Ciny X, kterd je intervalového ¢i pomérového typu. Napt. zkoumdme, zda meto-
da vyuky urcitého pfedmétu (faktor A) ovliviiuje pocet bodit dosazenych studen-
ty v zdvérecném testu (ndhodna velicina X).

Predpokladame, ze faktor A ma r > 3 Grovni a pfitom i-t€ trovni odpovida n;
pozorovani X, .....X, , které tvofi nahodny vyber z rozlozeni N(y;, o)), i=1, ..,
r a jednotlivé ndhodné vybéry jsou stochasticky nezavislé, tedy Xj; = w; + &;;, kde
&;j Jsou stochasticky nezavislé ndhodné veliciny s rozloZzenim N(O, o’),i=1,...,
I',j = 1, R O FR

Vysledky lze zapsat do tabulky

faktor A | vysledky
troven 1 | X,,,....X,,
uroven 2 | X,,,....X,,.
urovenr | X,,....X,,
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Na hladin€ vyznamnosti a testujeme nulovou hypotézu, ktera tvrdi, Ze vSechny

sttedni hodnoty jsou stejné, tj. Hp: w; = ... = W, proti alternativni hypotéze H;,
ktera tvrdi, ze aspon jedna dvojice stfednich hodnot se lisi.

Jedna se tedy o zobecnéni dvouvybérového t-testu a na prvni pohled se zda, ze
staci utvofit L;j dvojic ndhodnych vybért a na kazdou dvojici aplikovat dvou-
vybérovy t-test. Hypotézu o shod¢ vSech sttednich hodnot bychom pak zamitli,
pokud aspon v jednom piipad¢ z @} porovnavani se prokaze odlisnost strednich

hodnot. Odtud je vidét, ze k neopravnénému zamitnuti nulové hypotézy (t;.
k chybé 1. druhu) muze dojit s pravdépodobnosti vétsi nez a. Proto ve 30. le-



tech 20. stoleti vytvoftil R. A. Fisher metodu ANOVA (analyza rozptylu,

v popsané situaci konkrétné analyza rozptylu jednoduchého tfidéni), ktera uve-
denou podminku spliuje.

Pokud na hladin€ vyznamnosti o zamitneme nulovou hypotézu, zajima nas, kte-
ré dvojice sttednich hodnot se od sebe lisi. K feSeni tohoto problému slouzi me-
tody mnohondsobného porovnavani, napt. Scheffého nebo Tukeyova metoda.

/ Hy nezamitame
ANOVA
\ provest

Hp zamitame mnohonasobné
porovnavani

STOP

DATA

L

9.2. Oznaceni:
V analyze rozptylu jednoduchého tiidéni se pouziva tzv. teCkova notace.

n =2 n ... celkovy rozsah viech r vybéri
i=1

X, = Z X, ... souCet hodnot v i-tém vybéru
i=1

M, = I—Xi' ... Vyberovy prumér v i-tém vybéru
n i

X = Z Z X, ... souCet hodnot vSech vybéra
i=1 j=1

M = 1—X“ ... celkovy primér vSech r vybéri

n

9.3. Testovani hypotézy o shodé stirednich hodnot
Nahodné veli¢iny Xj; se fidi modelem

MO: Xij = },l+ (Xi+81j

proi=1,...,r,j=1, ..., n;, pfiCemz

&j Jsou stochasticky nezavislé ndhodné veliciny s rozloZzenim N(O, %),
U je spole¢na Cast sttedni hodnoty zavisle proménné veli€iny,

a; je efekt faktoru A na trovni 1.

Parametry 1, a; nezname.

Pozadujeme, aby platila tzv. reparametriza¢ni rovnice: 2, .« =o. (Pokud je ti-

i=

déni vyvazené, tj. pokud maji vSechny vybéry stejny rozsah: n; =n, =... =n,,

pak lze pouzit zjednoduSenou podminku >, =0.)

i=



Zavedeme soucty Ctvercl

S, =2 > iij -M 3. celkovy soucet ctverct (charakterizuje variabilitu jednot-
i=1 j=1

livych pozorovani kolem celkového priiméru),

pocet stupiill volnosti fr=n—1,

s,=2n, % —-M Z...skupinovy soucet étverct (charakterizuje variabilitu me-

zi jednotlivymi ndhodnymi vybéry),

pocet stupnii volnosti fy =r— 1.

Sc¢itanec €1, - v _ piedstavuje bodovy odhad efektu a.

r n ’ ] . , , v o ° . . . oqe
S, =2 > X, ~M, Z... rezidualni soucet Ctvercti (charakterizuje variabilitu

i=1 j=1
uvnitt jednotlivych vybérh),
pocet stupni volnosti fy =n - r.

Lze dOkélZ&t, ze ST = SA + SE
(Dtikaz je proveden napt. ve skriptech Budikova, Mikolas, Osecky: Popisna sta-
tistika v poznamce 5.20.)

Kdyby nezéleZelo na faktoru A, platila by hypotéza a, = ... = o, = 0 a dostali
bychom model
MI1: Xij = U + &jj.

Béhem analyzy rozptylu tedy zkoumame, zda vybérové priméry My, ..., M, se
od sebe 1181 pouze v mezich nahodného kolisani kolem celkového priméru M
nebo zda se projevuje vliv faktoru A.

Rozdil mezi modely M0 a M1 ovéiujeme pomoci testové statistiky

S, /f C i . . L .
F, = SA /fA , ktera se tidi rozlozenim F(r-1,n-r), je-li model M1 spravny. Hypoté-
zu o nevyznamnosti faktoru A tedy zamitneme na hladiné vyznamnosti a, kdyz

plati: Fo > Fy_o(r-1,n-1).

E E

Vysledky vypocti zapisujeme do tabulky analyzy rozptylu jednoduchého tiidé-
ni.

Zdroj variability | souCet ¢tverci | stupné€ volnosti | podil | Fu
Skupiny Sa fa=r-1 SA/fA SA/fA

rezidualni Sk fr=n-r Se/fe -
celkovy St fr=n-1 - -




Silu zavislosti ndhodné velic¢iny X na faktoru A mizeme méfit pomoci poméru

. S 4 4 :
determinace: p* = =%, Nabyva hodnot z intervalu <0,1>.

T

9.4. Testovani hypotézy o shodé rozptyli
Pted provedenim analyzy rozptylu je zapotiebi ovéfit predpoklad o shodé roz-
ptylti v danych r vybérech.

a) Levenuv test: Polozme z, = x; - v, |. Oznacime

My = Li Zij’

ny =

I <& %
Mzz_zzzij;
n - =

r n ’ N
Sz =Zz Zij_MZii’

i=1 j=1

L >

— _ 2

SZA ZniMZi Mz’
i=1

Plati-li hypoteza o shod¢ rozptylt, pak statistika
F, = SSZZ://%E =~ F(r-1, n-r).
Hypotézu o shodé rozptylii tedy zamitdme na asymptotické hladiné vyznamnosti
o, kdyZ Fza > Fi_(r-1, n-1).

(Leventiv test je vlastné zaloZen na analyze rozptylu absolutnich hodnot centro-
vanych pozorovani. Vzhledem k tomu, zZe nahodné veli¢iny Xj; — M; nejsou
stochasticky nezavislé a absolutni hodnoty téchto veli¢in nemaji normdlni rozlo-
Zeni, je Leveniv test pouze aproximativni.)

Modifikaci Levenova testu je Brownuv — Forsythetv test. Modifikace spoc¢iva

v tom, Ze misto vybérového priméru i-tého vybéru se pii vypoctu veliCiny Z;;
pouziva median i-t€ho vybéru.

b) Bartlettiv test: Plati-li hypotéza o shod¢€ rozptyll a rozsahy vSech vybérii jsou
vEtsi nez 6, pak statistika

1 ~ oo~ ] (& 1 1)
B=—$%-rdns’ -2 n ~1dnS’ | =yX(r-1), kde C=1+ D3 |
Ccl e i-1 " " " X (r-1), kde 3‘—1,Ki:1ni—1 n—r)
a S+’ je vazeny pramér vybérovych rozptyld.
H, zamitame na asymptotické hlading vyznamnosti a, kdyZ B > y*1.o(r-1).
(Bartletttiv test je pomérné€ slaby a je citlivy na poruSeni normality. Neda se po-
uzit pro malé rozsahy vybért.)



9.5. Post — hoc metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li na hladin€ vyznamnosti a hypotézu o shod¢ sttednich hodnot,

chceme zjistit, které dvojice stfednich hodnot se 1i§i na dané hladin€¢ vyznamnos-

ti a, tj. na hladiné vyznamnosti a testujeme Hy: W = py proti Hy: w # i pro

vSechnalL k=1, ..,r,1#k.

a) Maji-li vSechny vybéry tyz rozsah p (fikame, Ze tfidéni je vyvazen¢), pouzi-
M, — v

jeme Tukeyovu metodu. Testova statistika ma tvar — ¢ . Rovnost stied-

*

Jo

nich hodnot p a |, zamitneme na hladiné vyznamnosti a, kdyz

‘M K. V L‘
T Sk kde hodnoty q;.,(r, n-r) jsou kvantily studentizované-

Jo

ho rozpéti a najdeme je ve statistickych tabulkach. (Studentizované rozpéti je
X¢x X @O

nahodna veli¢ina Q =

Existuje modifikace Tukeyovy metody pro nestejné rozsahy vybért, nazyva se
Tukeyova HSD metoda. V tomto ptipad€ ma testova statistika tvar

M, M
/ ) Rovnost stiednich hodnot py a p zamitneme na hlading vy-
S, l 17+ |
2in, n,)
M, — v | .. -
znamnosti o, kdyz - -
Y il 1)
S+
2 \nk n, )

b) Nemaji-li vSechny vybéry stejny rozsah, pouzijeme Scheffécho metodu: rov-
nost strednich hodnot Lk a Ly zamitneme na hladiné vyznamnosti a, kdyZz

M, - |25 € LI PR

' ' Kn n, )
Vyhodou Scheffého testu je, Ze k jeho provedeni nepotiebujeme specidlni statis-
tické tabulky s hodnotami kvantili studentizovaného rozpéti, ale staci bézné sta-
tistické tabulky s kvantila Fisherova — Snedecorova rozlozeni.

V ptipad¢ vyvazeného tfidéni, kdy Ize aplikovat Tukeyovu 1 Scheffého metodu,
pouzijeme tu, kterd je citlivéjsi. Tukeyova metoda tedy bude vyhodné;si, kdyz
ql-az(ra n-r) < 2(r_1)F1-(x(r-1a n'r)’

Metody mnohonasobného porovnavani maji obecné mensi silu nez ANOVA.



MuiZe nastat situace, kdy pti zamitnuti Hy nenajdeme metodami mnohonéasobné-
ho porovnavani vyznamny rozdil u zddné dvojice stfednich hodnot. K tomu do-
chézi zvlaste tehdy, kdyz p-hodnota pro ANOVU je jen o malo nizsi nez zvolena
hladina vyznamnosti. Pak slabsi test patfici do skupiny metod mnohonasobného
porovnavani nemusi odhalit zddny rozdil.

9.6. Planované porovnavani - testovani vyznamnosti kontrastu

Planované porovnavani je navrzeno pred provadénim ANOVY. Provadi se po-
moci kontrasti, tj. pomoci linearnich kombinaci sttednich hodnot. Kontrast q =
2och,kde 2 =0 a Y *>)5.0dhadem kontrastu je veli¢ina 4 =2 c M. . Tes-

i=1 i= i=1

A2

tovani Hy: q = 0 proti H;: q # 0 je zaloZeno na statistice F, = — 4 kterd se

DI
i=1 1
v ptipadé€ platnosti Hy #idi rozloZenim F(1, n-r). Nulovou hypotézu zamitame na
hladiné vyznamnosti o, kdyz plati F;> F_(1,n-r).

9.7. Porovnavani s kontrolou

V tomto ptipadé neporovnavame jednotlivé skupiny mezi sebou, ale kazdou
skupinu porovname s kontrolni skupinou. Na hladin¢ vyznamnosti a testujeme
Ho: Wi = Mkontrola Proti Hy: Wi # Ukontrola- Provedeme tedy celkem r-1 porovnani. Po-

~Nroor o . ~ 4 4 L < Mi VI ontrola
uziva se Dunettuv test, jehoz testové kritérium je @
S*

. Nulovou hypoté-

W4 N Id : VMi_VIonroa N
zu zamitadme na hladin€é vyznamnosti a, kdyz Q 23 ,%n- .
S*

9.8. Priklad: U c¢tyt odrid brambor (oznacenych symboly A, B, C, D) se zjisto-
vala celkova hmotnost brambor vyrostlych vzdy z jednoho trsu. Vysledky (v
kg):

odruda hmotnost

A 0,9 0,8 0,6 0,9

B 1,3 1,0 1,3

C 1,3 1516 1,1 1,5
D 1,1 1,2 1,0

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze sttedni hodnota hmotnosti
trsu brambor nezavisi na odriid€. Zamitnete-li nulovou hypotézu, zjistéte, které
dvojice odrad se 1i8i na hladin€ vyznamnosti 0,05.

ReSeni:



Data povazujeme za realizace Ctyt nezavislych ndhodnych vybéra ze Ctyt nor-
malnich rozloZeni se stejnym rozptylem. Testujeme hypotézu, Ze vSechny Ctyfi
sttedni hodnoty jsou stejné.

Vypocitdme vybéroveé priméry v jednotlivych vybérech:

Ml. = 0,8, Mz_ = 1,2, M3. = 1,4, M4. = 1,1,

celkovy primér M_ = 1,14,

vybérové rozptyly:

S, =0,02, S,” = 0,03, S5 = 0,04, S,* = 0,01,

vazeny prumeér vybérovych rozptyli:

=2
Z 1.~ .S,
) ' ' 3:0,02+2°0,03+4-0,04+ 20,01 3 —
= =—=10,027,
n—- 11 110

rezidualni soucet ¢tverc: Sy = ¢--s. =11"—=03 ,

skupinovy soucet Ctverct:

SA:Z iML_VI..z:

=4- 68— 14 +3-€2— 14°+5-€4- 14°2+3-€1- 14 >2=7316
celkovy soucet ¢tvercli: St =S, + Sg=0,816+0,3=1,116,

S,/f, _0816/3
AT =9,97,
S./f,  03/11

testova statistika F, =

Kriticky obor W = <F0795 €11 > = (3,59,0o .. Protoze testova statistika se reali-

zuje v kritickém oboru, Hy zamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vypocteme pomér determinace: p* = 2—*\ = % =0,7312

Vysledky zapiseme do tabulky ANOVA:

Zdroj variability | Soucet ¢tverci | Stupné volnosti | podil Fa

skupiny SA=0,816 3 SA/3=0,272 s, /¢ _
S, /%--_
9,97

rezidudlni Sg=0,3 11 Se/11 =0,02727 | -

celkovy Sr=1,116 14 - -

Nyni pomoci Scheffého metody zjistime, které dvojice odriid se 1i8i na hladiné
vyznamnosti 0,05.

Srovndvané odriidy | Rozdily |m, - v, | | Prava strana vzorce
A, B 0,4 0,41
A C 0,67 0,36
A,D 0,3 0,41




B, C 0,2 0,40
B,D 0,1 0,44
C,D 0,3 0,40

Na hladiné vyznamnosti 0,05 se 1i$i odriiddy A a C.

Re$eni pomoci systému STATISTICA

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych X a odrada a 15 ptipadech.
Do proménné X zapiSeme zjiSténé hmotnosti, do proménné odriuda kody pro da-
n¢ odridy (1 pro A, 2 pro B, 3 pro C a 4 pro D).

1 2
X odruda

1 0,9 A

2 0,8 A

& 0,6 A

4 0,9 A

5 1,3 B

6 1B

7 1,3 B

8 1,3 C

9 1,5 C

10 16 C

11 1,1 C

12 1,5 C

13 1,1 D

14 1,2 D

15 1D

Vypocteme vyberoveé priméry a vybéroveé rozptyly:

Statistiky — Zéakladni statistiky a tabulky — Rozklad & jednofakt. ANOVA — OK
— Proménné — Zavislé — X, Grupovaci - odrtida — OK — Skupiny tabulek - za-
Skrtneme Rozptyly - Vypocet.

Rozkladov & tabulka popisnych statistik (priklad8301)
N=15 (V seznamu zav. prom. nejsou ChD)

odruda X X X X
primér N |Sm.odch. Rozpty |
A 0,800000 4| 0,141421 | 0,020000
B 1,200000 3 0,173205 @ 0,030000
C 1,400000 5/ 0,200000 @ 0,040000
D 1,100000 3 0,100000 @ 0,010000
VS§. skup. 1,140000 ' 15 0,282337 | 0,079714

Nyni ovéfime predpoklad shody rozptylt.
Na zéalozce Skupiny tabulek zaskrtneme Leventv test — Vypocet.



Leveneuv test homogenity rozpylu (priklad8301)
Oznac. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC SV PC sC SV PC F p
Proménna ef ekt ef ekt ef ekt chyba chyba chyba
X 0,018667 3| 0,006222 | 0,065333 11 0,005939 | 1,047619 | 0,410027

Vidime, Ze p-hodnota Levenova testu je 0,41, tedy vétsi nez hladina vyznamnos-
t1 0,05. Hypotézu o shod¢ rozptylli nezamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

Ptistoupime k testu hypotézy o shod¢ sttednich hodnot.
Na zaloZce Skupiny tabulek zaskrtneme Analyza rozptylu — Vypocet.

Analyza rozpty lu (priklad8301)
Oznac. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC S\, PC sC SV PC F p
Proménna ef ekt ef ekt ef ekt chyba chyba chyba
X 0,816000 3/ 0,272000 | 0,300000 11 0,027273 | 9,973333 | 0,001805

JelikoZ p-hodnota = 0,001805 je mensi nez hladina vyznamnosti 0,05, hypotézu
o shodé stfednich hodnot zamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Vypocet doplnime krabicovymi diagramy:

1,8

) 1 D
1,2 o
) I
1,0
0,8 [m)
0,6
04 O Prameér
A B c D DPrumertSmCh

T Pramé&r£1,96*SmcCh
odruda

Nyni aplikujeme Scheffého metodu mnohonasobného porovnavani, abychom
zjistili, které dvojice odriid se 1i8i na hladin¢ vyznamnosti 0,05. Na zaloZce Post
— hoc zvolime Scheffétv test.



Scheffeho test; promén.:X (priklad8301)
Oznag. rozdily jsou vyznamné na hlad. p < ,05000

{n 2 3 4
M=,80000 | M=1,2000 | M=1,4000 | M=1,1000

odruda

A {1}
B {2}
c {3}
D 4

0,059165 0,001950 0,190463
0,059165 0,464537 0,905502
0,001950 0,464537 0,163499
0,190463 0,905502 0,163499

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro vzdjemné porovnani stitednich hodnot hmotnos-
ti vSech Ctyt odriid. Vidime, Ze na hladin€ vyznamnosti 0,05 se 1i$i odrtiidy A, C.

9.9. Vyznam predpokladii v analyze rozptylu

a) Nezavislost jednotlivych nahodnych vybért — velmi dalezity ptedpoklad, mu-

si byt splnén, jinak dostaneme nesmyslné vysledky.

b) Normalita — ANOVA neni pfili$ citliva na poruseni normality, zvlast pokud
maji vSechny vybéry rozsah nad 20 (dtsledek centralni limitni véty). Pti vyraz-
n¢jSim poruseni normality se doporucuje Kruskaliv — Wallistv test.

¢) Shoda rozptylt — mirn€ poruSeni nevadi, pii vétSim se doporucuje Kruskalav
— Wallistiv test. Test shody rozptylti ma smysl provadét az po ovéteni predpo-

kladu normality.




